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Wyklad 1

Wstep
Klasyfikacja zagadnien

Przyjmijmy, dla naszych celow, taka klasyfikacje zagadnienn rozpatry-
wanych dla rownan rézniczkowych czastkowych:

e I. Zagadnienia stacjonarne

e II. Zagadnienia ewolucyjne

I. Typowy przykiad zagadnienia stacjonarnego:

(1) —Au(p) = f(p) dlap € Q C R,

(2) u(p) = ¢(p) dla p € 0,

Jest to réwnanie Poissona z warunkiem brzegowym Dirichleta.

Klasyfikacja operatoréw rézniczkowych drugiego rzedu

d 2 d

L(u)=— Y ai,j(p)mu +>_bi(p) aa‘

u+ c(p)u
j=1 i

A(p) = (a;;(p)) jest macierza wspétczynnikéw: A(p)T = A(p).

e Jesli A(p) jest dodatnio okreslona (piszemy A(p) > 0), to operator L jest
eliptyczny w punkcie p,

e jesli A(p) ma d—1 dodatnich wartosci wlasnych i jedna ujemna, to operator
L jest hiperboliczny w punkcie p,

e jesli A(p) jest okreslona nieujemnie, ale nie jest okreslona dodatnio, zas
macierz [A(p)|b(p)] jest rzedu d, to operator L jest paraboliczny w punkcie
p.

A= Z?zl % - to Laplasjan; —A jest operatorem eliptycznym.




I1. Przyklady zagadnien ewolucyjnych.

e Réwnanie hiperboliczne pierwszego rzedu
(1) —u+c—u=

c - stala, t - "czas”, x - "przestrzen”. Zmienne niezalezne t i x sg
traktowane odmiennie !

Stawiane zagadnienia:

1.
0 0
(].) au + C%U = O,
(2) u(0,2) = ¢(z), z€R.
zagadnienie poczatkowe (Cauchy’ego)
2.
0 0
(1) au + C%U = O,
(2) u(0,2) = ¢(z), =€ RT,
3) ult,0) = p(t), ¢ RF.

dla ¢ > 0. Jest to zagadnienie mieszane poczatkowo - brzegowe.

Latwo zauwazy¢, ze u(t, x) = ¢(x—ct) jest rozwiazaniem zagadnienia Cauchy-
ego, jesli ¢ jest klasy C'. Takie rozwigzanie mozna interpretowaé jako ” prze-
suwanie” warunku poczatkowego w czasie - konwekcja.

e Réwnanie hiperboliczne drugiego rzedu
1 —u—a-—u=~0
(1 a

dla a > 0.



1. Zagadnienie Cauchy’ego:

0? 0?
(].) @U — a@u = 0,
(2) U(07l’> - ¢1($), Ut(O,ZE) = ¢2(I)
dla z € R.
2. Zagadnienie mieszane:
82 2
(2) U(O, I‘) = ¢1(I), ut(()?x) = (bz(.ﬁl;),
dla = € [0, L] -warunki poczatkowe,
(3) u(ta O) = wl (t)v u(ta L) = %(t)

dla t € [0,T] - warunki brzegowe.

Charakter rozwiazania. Bedziemy poszukiwaé rozwiazania postaci
u(t, z) = e'ew ),
Po podstawieniu do rownania znajdziemy:

u(t,x) _ ei[a(x—f—\/at)]

podobnie jak w przypadku réwnania rzedu 1, jest takze przesuwanie, ale
bardziej ztozone. W obu przypadkach sa to ”zjawiska falowe”.

e Rownanie paraboliczne
(1) —u=a-—u, a>0.
x

Zagadnienia stawiane:

1. Zagadnienie Cauchy’ego

0 0?
(1) au = CL@U, a > 0,

(2) u(0,z) = ¢(z), = €R.



2. Zagadnienie mieszane

(1) gtu = aaaﬂu, a >0,
(2) u(0,z) = ¢(x), x€[0,L]
(3) u(t,0) = (1), ult, L) =1s(t), tel0,T]

Charakter rozwiazania. Podobnie jak poprzednio, poszukujemy rozwiaza-
nia postaci

u(t, ) = eem ),

Po wstawieniu do réwnania otrzymamy:

C 2 . 2
U(t,ﬂj‘) — etar—aa t _ el o —aa t’ a>0.
Charakter rozwiazania jest zupelnie inny niz w przypadku zagadnien z réwna-
niami typu hiperbolicznego. Nie ma tu zjawiska unoszenia, natomiast wyste-
. a0 —a? , . . . .
puje czynnik e %"t ktéry " przygniata’ rozwiazanie w miare uptywu czasu.
Rozwazane réwnanie opisuje proces rozchodzenia sie ciepla.



Wyklad 2.

Zagadnienia stacjonarne - metody réznicowe.

Rozpatrujemy réwnanie rézniczkowe liniowe
(1) Lu(p) = f(p) dlap € @ C RY

oraz warunki brzegowe

(2) lku(p) = ¢x(p) dla p € Ty,
dlak=1,2,---,1, gdzie 02 = UgI'y, jest brzegiem obszaru 2. Operator L, to
operator rézniczkowy rownania rézniczkowego, operatory [, k=1,2,---,1

to operatory warunkéw brzegowych. Najprostszy przyklad takiego opera-
tora [ - to warunek Dirichleta. Operator ten przyporzadkowuje funkeji u
(argument operatora L) jej slad na czesé brzegu 'y, na ktérym dziata. Dla
funkcji dostatecznie regularnych okreslonych na obszarze (2 istnieje operator
sladu na brzeg (lub czes$¢ brzegu obszaru). Operator ten przyporzadkowuje
funkcji u z dziedzina 2 pewna funkcje okreslona na wspomnianej czesci
brzegu (mozna sobie wyobrazaé, ze jest to ”obciecie” u do I'y.) Szczegdlowo
moéwi o tym tak zwane Twierdzenie o Sladzie. Innym rodzajem operatora
lr jest warunek Neumanna. Taki operator przyporzadkowuje funkcji w
jej pochodna normalna zewnetrzna do omawianej czesci brzegu obszaru (2.
Jest to jeden z przypadkow wspomnianego wyzej Twierdzenia o Sladzie;
potrzeba tu oczywiscie wyzszej regularnosci funkeji u. Na przyklad:

u(p) = ¢(p), p € 0 warunek Dirichleta,

du
dn
Z zagadnieniem (1)(2) zwiazane sa rézne przestrzenie funkcyjne:

(p) = ¥(p), pe€ IN warunek Neumanna.

o ucU,
d gbkgq)ka k:1)27”'7l7

o feF.



Zakladamy, ze te przestrzenie sa wyposazone w normy:

||'||U7 ||||F, ||||<I)Ic’ k‘:l’27...’l.

Mamy
L:U—F, l:U— &

Dla zagadnienia (1)(2) rozpatrujemy jego aproksymacje réznicowa

(3) Lyup = f,
(4) lk,huh :gbk;,fu k= 172a"'7l'
Tutaj

up € U, fn € Fhy Gpn € Py, gdzie Uy, Fp, Ppp,

to przestrzenie funkcji siatkowych. Sa to przestrzenie unormowane,
z normami odpowiednio

H’ Fr» ”'H‘Pk,m k=1,2,---,1

Podobnie jak dla zagadnienia (1)(2),

v -

Lh : Uh — Fh, lk,h : Uh — (I)k

Przestrzenie funkcji siatkowych sa zdefiniowane na obszarach siatko-
wych Q, I'y . Obszary takie powstaja poprzez nalozenie siatki pros-
tokatnej, o osiach réwnolegtych do osi uktadu wspotrzednych na obszar §2.
Wezly siatki klasyfikujemy jako wewnetrzne i brzegowe. Punkty brze-
gowe leza na brzegu €2, lub w bezposrednim jego sasiedztwie. Jesli brzeg
siatkowy nie zawiera si¢ w ”"prawdziwym” brzegu, warunki brzegowe trzeba
przeniesna brzeg siatkowy. Do tego stuza specjalne procedury, o ktorych
bedzie mowa w dalszej czesci wykladu. Dla obszaréw ograniczonych, przestrze-
nie funkcji siatkowych sa z reguly skonczonego wymiaru. Siatke charak-
teryzuje liczba h zwana krokiem siatki. Jest to maksymalna dlugoskrawedzi
kostek elementarnych z ktérych zbudowana jest siatka. Poniewaz jesteSmy
zainteresowani tym, co dzieje sie, gdy h — 0, nasze rozwazania dotycza z
reguly rodzin siatek zaleznych od parametru h, gdzie h jest elementem
pewnego zbioru liczb rzeczywistych dodatnich w, majacego jedyny punkt
skupienia w zerze.



Przyklady norm w przestrzeniach siatkowych. (Dla przestrzeni Uy,.)

e Norma ”"max”. Niech u;, = {u(p)|p € Qn}.

ltnllnco = max fun(p)].

e Norma L;. Niech u;, = {u(p)|p € Qn}.

no = (hohy 3 un(p)?)2.

pE,

||@h

Ten przyklad dotyczy obszaru siatkowego w R?, o stalych krokach h, i hy
w kierunku ost x i 0ost y uktadu wspétrzednych.

Przestrzenie U i Uy, F i Fj, ®5 1 @y, 1 zagadnienia (1)(2) i (3)(4) nie
sa oczywiscie zupelnie niezalezne od siebie. Omoéwimy teraz zwiazki ktore
miedzy poszczegdlnymi parami powinny zachodzi,

Przestrzenie funkcji siatkowych stanowia aproksymacje odpowiadajacych
im przestrzeni funkcyjnch U, F'i ®;. Zwiazek miedzy takimi parami przestrzeni
ustalaja operatory obciecia. Tak wiec mamy:

U .

r,l;ﬁ:FﬁFh,
Dy .
Tn -q)k%q)k,h'

Niekiedy wygodnie jest wprowadzic réwniez operatory przedluzenia, na
przyktad
Py U, — U

Z reguly, jako p¥ przyjmuje sie pewne izomorfizmy liniowe przestrzeni U,
w przestrzeni U. Operator pY spehia do pewnego stopnia role odwrotnogci

operatora obciecia.
Niech
) =plr U — U

Ten operator okresla jako$é¢ aproksymacji przestrzeni U przez rodzine trdjek

(5) {Uh7 r}({’ p}[{}hew-



Definicja. Zbiezno$é aproksymacji. Moéwimy, ze aproksymacja (5)
przestrzeni U jest zbiezna, jesli

I

gdy h — 0, silnie *.

W teorii metod réznicowych, na ogdt nie uzywa sie operatoréw przediuze-
nia, gdyz wystarczaja do jej opisania operatory obciecia. Zaklada si¢ nato-
miast, ze normy w przestrzeniach funkcji siatkowych sa zgodne z ich
odpowiednikami w przestrzeniach, ktore one aproksymuja.

Definicja. Zgodno$é norm.? Niech bedzie dana przestrzeri unormowana
(U, ]| - 1) i rodzina {Uy, || - ||n, 7% }hew. Normy || - ||, sa zgodne z norma || - ||
jesli

Vuer Iy ulln — [lul

gdy h — 0.

Zapis ”operatorowy” rownania réznicowego. Zauwazmy, ze kazde
rownanie okreslone na obszarze siatkowym (2, mozna zapisa¢ w nastepujacy
Sposob

(6) > AW, Qua(q) = fu(p) peQUT,.

gENK(p)
Tutaj:

e N, (p) jest otoczeniem siatkowym punktu p. Takie otoczenie sktada
sie z tych punktow siatki €2, ktore chcemy uwzgledniw réwnaniu dla
tego punktu.

e A(p,q) jest pewna funkcja okreslona na (2, UL',) x (2,Ul',) (jesli nasze
réwnanie jest nieliniowe, to moze ona takze zaleze¢ od uy). Funkcja
ta okresla wspotczynniki réwnania.

'Rodzina operatoréw Py, zbiega silnie do operatora P w przestrzeni Banacha X, gdy
h— 0, jesli [|(P, — P)z|| — 0 Vyex
2Ten warunek zgodnoéci norm zastepuje warunek zbieznoéci aproksymaciji wyrazony

. . ’ U
przy uzyciu operatoréw ;.

10



Nasze réwnanie (6) moze odpowiadaé¢ zaréwno aproksymacji réwnania rézni-
czkowego, jak i aproksymacji warunkéw brzegowych. Wszystko zalezy od
definicji Np(p)!

Przyklad. Dla réwnania —Au(p) = f(p), dla p € Qp, u(0) = u(1l) =0
gdzie 2 = [0, 1] tworzymy aproksymacje réznicowa na siatce

O = {0,h,2h, -, NR}
gdzie h = &, T, = {0, 1}:

Up_1 — 2Up + U
S h;’ ’“*ﬂsz, dla k=1,2---,N—1

ug = uy = 0.

Tutaj Nu(p) = {(k — )h,kh, (k + 1)k} dla py, = h,2h---, (N — 1)h, za$
N, (0) = {0} i Ny(Nh) = {Nh}.

Dla Qy:
= dla g € Nj(p) = Nu(p) \ {p}
A(p,q) = % dla g=p
0 dla gnot € Ny(p)
Dla T';:

1 dla g=p
0 dla gnot=p

Alp,q) = {
fu(p) = f(p) dlap € Qp,
fu(p) =0dlapeTly.

Teoria Laxa ,z.bi.lelos'ci schematow
réznicowych

Powréémy do abstrakcyjnego sformulowania naszego problemu. Dane jest
zagadnienie brzegowe

(1) Lu=f welU, feF,

(2) lu=¢, uelU, ¢ecd,

11



gdzie L : U — F; 1 : U — ® iU, F, & sa pewnymi przestrzeniami
unormowanymi. Zakladamy, ze zagadnienie brzegowe (1)(2) jest dobrze
postawione, to znaczy, ze istnieje jednoznaczne rozwiazanie, ktére zalezy w
sposéb ciagly od danych zadania. Réwnaniom (1)(2) przyporzadkujemy
odpowiedni zestaw réwnari réznicowych (schemat réznicowy)

(3) Lyup = fn, up € Uy, fn € Fp,

(4) lhup = on, ,on € Oy

gdzie Uy, Fp, @, sa unormowanymi przestrzeniami funkcji siatkowych,
okreslonych na rodzinie obszaréw siatkowych €, takich ze h — 0.

Definicja. Zbieznosé. Schemat réznicowy (3)(4) jest zbiezny, jesli
lru = unlli* — 0, gdy h—0,

gdzie u € U jest rozwiazaniem zagadnienia (1)(2), zas u;, € Uy, rozwiazaniem
zagadnienia (3)(4).

Definicja. Aproksymacja lokalna. Schemat (3)(4) aproksymuje zagad-
nienie (1)(2) na rozwiazaniu v w punkcie p € Q, z rzedem g, jesli

Lyry u(p) = fulp) = O(h7),

lhﬁl{u(p) - ¢h(P) = O(hq)'s

Definicja. Aproksymacja globalna. Schemat (3)(4) aproksymuje zagad-
nienie (1)(2) na rozwiazaniu u globalnie z rzedem g, jesli

IZuriw = fally" = O(h7),

7w — @nlly" = O(h?).

3Dla wyrazenia w, réwno$é w = O(h") oznacza, ze zachodzi oszacowanie ||w| < Kh",
gdy h — 0, gdzie stala K nie zalezy od h.

12



Definicja. Stabilno$é. Schemat (3)(4) jest stabilny, jesli istnieje hg > 0,
ze:

e dla h < hy zagadnienie (3)(4) ma jednoznaczne rozwiazanie dla dowol-
nych f, € Fj, 1 ¢p, € Py,

e istnieje stala M (nie zalezna od h) taka, ze dla dowolnego rozwiazania
up, zadania (3)(4) zachodzi oszacowanie

lunllz" < M| fall" + ln "]

Twierdzenie Laxa. Jesli schemat (3)(4) aproksymugje globalnie zagadnienie
(1)(2) na jego rozwiqzaniu u z rzedem q > 1 i jest stabilny, to schemat jest
zbiezny 1 zachodzi oszacowanie

Iy w = unll}" = O(h).

Dowéd. Z zalozenia o aproksymacji wynika, ze
1 Lwrw = fully" = O(h),

[t un — dnlly" = O(R?).

Ponadto
| Lur, — fully" =0

[lhur, — nlly" = 0.

Dodajac stronami do pierwszego réwnania trzecie i do drugiego czwarte po
zmianie znaku pod norma, dostaniemy:

| Li(riw — up) |5 = O(hY),

10 (riw — ) [l = O(h?).

Poniewaz schemat (3)(4) jest stabilny, to zagadnienie

(5) Li(ryu—up) = O(h),

(6) L(rfu —up) = O(RY).

13



patrz odsylacz 4)) ma jednoznaczne rozwiazanie ¥ — wy, i istnieje stata M
h
taka, ze
i w —uplly < MO(RT) = O(h%). W

Uwaga. Warunek zbieznosci schematu réznicowego
U
7w = up " — 0

odbiega od podanego wczesniej warunku zbieznosci aproksymacji przestrzeni.
W tym ostatnim przypadku porownujemy elementy w przestrzeni U, podczas
gdy tutaj dla kazdego h, szacowanie odbywa sie w innej przestrzeni
i innej normie. Zwréémy jednak uwage na to, ze zalozyliSmy réwniez
warunek zgodnosci norm, ktéry sprowadza wszystko "do wspdlnego mi-
anownika”. Uzyta w Teorii Laxa definicja zbieznosci - to tak zwana zbiezno$é
dyskretna. Powrécimy jeszcze dalej do sprawy wzajemnej zaleznosci wspom-
nianych dwoch pojec.

14



Wyklad 3.
Stabilnosé - zbieznosé

Twierdzenie Lax’a méwi o tym, ze badanie zbieznosci schematu mozna
zastapi¢ dwiema prostszymi czynnosciami:

e badaniem rzedu schematu,
e badaniem stabilnosci schematu.

Badanie rzedu schematu nie przedstawia na ogdt wiekszych trudnosci. O wiele
trudniejsze jest stwierdzenie, czy schemat jest stabilny. Zaréwno pojecie
aproksymacji globalnej, jak i pojecie stabilnosci jest zwiazane z konkretna
norma (a wlasciwie z konkretnymi normami w przestrzeniach Fy, @y, Uy, ).
Wobec tego takze metoda badania stabilnosci bedzie zalezata od konkretnej
normy.

Stabilnos¢ w normie ”max”.
Zalozymy, ze obszar (2 jest ograniczony. Wynika stad, ze obszar siatkowy (2,
jest zbiorem skonczonym. Wezmy pod uwage schemat réznicowy liniowy

(Lnun)(p) = fu(p), p €,

(1)

(lhun)(p) = én(p), p € L.
Schemat ten zapiszemy wykorzystujac pojecie otoczenia siatkowego:
(2) > Al un(q) = gn(p), p € QW UTy,

qENL(p)

gdzie .
_ fh p), P S Qha
) = {40, ety

za$ otoczenia siatkowe dobrane sa na €, i I';, zgodnie z zaleznosciami (1) .

Twierdzenie 1.(Pewien warunek dostateczny stabilnosci.) Jesli istnieje licz-
ba o > 0 niezalezna od h taka, ze

[A(p.p)| = > AW, @)] >, V,€Q,UTy,

q€N; (p)

15



gdzie N;(p) = Nin(p) \ {p}, to schemat (2) jest stabilny w normie max.

Dowdéd. Zalozymy najpierw, ze istnieje rozwiazanie up, réwnania (2). Udowod-
nimy, ze istnieje stala M > 0 taka, ze dla normy ”max”

lunllil < MIfally + llnllR],

gdzie
Junll = ma s (1)

Il = mas o),
o _
onlll” = max|en(p)l-
Poniewaz €2, jest zbiorem skonczonym, to istnieje taki punkt pg € €2y, ze
lunlll, = meaxx [un(p)| = [un(po)l.
PEQ

Mamy
lgnlln > |gn(po)| =

= > Ao, Qun(q)|] = Ao, po)ur(po) + Y. A(po,q)un(q)| >

g€ N (po) q€N; (po)

> [|A(po, po)llun(po)l = > [A(po, @)lun(q)l] >
q€N; (po)

> [[A(po, po)llun(po)l = >~ Ao, @)llun(po)l] =
g€N; (po)

= [|[A(po, po)l = > Ao, @) Illunlly = allually .

q€N;, (po)
Zatem

lgnlln > lgn(po)| = allually, a >0
i stad

(3) alluply < max|fu(p)| + max |on(p)| = || fally + [lonlly-
PEQ, pely

Poniewaz oszacowanie (3) zachodzi dla dowolnego rozwiazania réwnania (2),
wiec zachodzi takze dla réwnania jednorodnego, to jest, gdy gn(p) = 0, Vp.
Stad wynika, Ze jedynym rozwiazaniem jednorodnego réwnania (2), ktére jest

16



po prostu uktadem réwnan liniowych algebraicznych o macierzy kwadratowe;j,
jest up, = 0. A wiec réwnanie (2) ma jednoznaczne rozwiazanie. Oznacza to
stabilnosé w normie ” max”. W

Przyklad 1. Zbudujemy aproksymacje réznicowa rownania

—Au(p) + cu(p) = f(p), p €,

u(p) =0, pe .

Tutaj ¢ > 0 jest stata, Q - to wnetrze kwadratu [0, L] x [0, L], L > 0. Na
Q) tworzymy siatke o stalym kroku h = %, zaliczajac do brzegu siatkowego
te punkty siatki, ktére leza na brzegu 0f). Powstanie w ten sposdb obszar
siatkowy €, o brzegu siatkowym I'y,. Niech p; ; = (hi, hj) i u; ; = u(p; ;).

Nasz schemat dla punktu p; ;:

Ui = 2UiG A Ui W1y — 2Uig Ui

h? h?

+ cuij = fij,

dla Dij € Qh, zas Ujj = 0 dla Dij € Fh- Dla punktéw pE Qh

zas dla punktow p € I'y,
Nu(p) = {p}-

W réwnaniu

> Alp, q)un(q) = gn(p)

qENL(p)
gdy p €
c+ % dla ¢g=0p
Alp.q) =5 —5 dla ¢eNy(p) q#p .
0 dla innych ¢

oraz gn(p) = fu(p). Gdy p € Iy
Alp,p) =

oraz gn(p) = 0.
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Zbadamy teraz warunek stabilnosci. Dla p € O,

4 1
Ap,p)| = > |Alp,g)l=c+ 5 —4—= =c>0,

2 2
q€N; (p) h h

dlap el
|A(p,p)| =1>0,
zatem « = min{c, 1} > 0.
Oznacza to, ze warunek dostateczny stabilnosci bedzie spelniony, jesli ¢ >

0. Twierdzenie 1 nie chwyta zatem waznego przypadku naszego zagadnienia,
gdy ¢ = 0.

Przykiad 2.
Na takim samym obszarze () jak w Przyktadzie 1, dane jest réwnanie
rozniczkowe

—Au(p) + cu(p) = f(p), ¢>0, peQ,

oraz warunek brzegowy ”mieszany”

du(p)
dn

0 + Bulp) = ¢(p), pe€ o

Obszar siatkowy (2, oraz jego brzeg 'y, beda takie same jak poprzednio.
Tworzymy tez te sama aproksymacje réwnania rozniczkowego. Pozostaje
wiec do skonstruowania aproksymacja warunku brzegowego. Dla aproksy-
macji pochodnej normalnej zewnetrznej zastosujemy najpierw pierwsze réznice
dzielone w przod lub w tyl, zaleznie od tego na ktorej Scianie kwadratu lezy
punkt p.

* B O x ¥
O O ¥
S O O %
SO O O *

Na przykiad na lewej krawedzi kwadratu, warunek brzegowy zaaproksymu-
jemy przez

s DM ) = o).
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Mamy wiec dla p € T'y,

_[8tB a=p
A<p’q>_{h7f q#p
przy tym
Ni(p) = {p,q}

Tak samo, jak poprzednio:
idlapeQ,

Widac¢ stad, ze schemat bedzie stabilny, gdy znaki 31 0 sa jednakowe. Nasze
twierdzenie nie odpowiada na pytanie o stabilnos¢, gdy 3 = 0.

Powyzsza aproksymacja warunku brzegowego ma jednak wade: wewnatrz
obszaru schemat jest aproksymowany z rzedem 2, za$ na brzegu tylko z
rzedem 1. Globalna aproksymacja ma zatem jedynie rzad 1. Zgodnie z
Twierdzeniem Laxa, ta aproksymacja warunku brzegowego moze spowodowac
zmniejszenie szybkosci zbieznosci calego schematu.

Zadanie 1. Zaproponuj inna konstrukcje warunku brzegowego, taka aby
caly schemat byt rzedu 2. Mozna przy tem zalozy¢, ze réwnanie rézniczkowe
jest spelione takze na brzegu obszaru. Zbadaj stabilno$c.

Kryterium stabilnosci w normie " max” wyrazone w Twierdzeniu 1 jest
dos¢ stabe. WidzieliSmy to na przyktadzie réwnania —Au = f. Dla schematéw
liniowych postaci (2) zbudujemy teraz mocniejsze kryterium.

Wygodnie bedzie oznaczy¢

O =Q,Uly,.

Zalozymy, ze (1), jest zbiorem skoniczonym oraz, ze jest suma mnogosciowa
dwdéch roztacznych zbioréw Q) i QF:

Q= uQ, U NQ=0,

przy czym spelnione sa nastepujace warunki
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vaQh A(p7p) > 07
Voet, Vaenim  Alp.q) <0,

vaQh Z A(p7 Q) Z 0

qENK(p)
2.
Voeat > Alp,q) >0 zas Ve, Alpg) <O,
q€NL(p)
VPGQ%L Z A(pv Q) >0 zas quhN;l(p) A(p7 Q) S 0.
qENL(p)

3. Obszar siatkowy (), ma nastepujaca wlasnoéé: dla kazdego
punktu p € Q) istnieje punkt s € QF oraz punkty p; € Q} dla j =
1727 T takie’ ze p1 € Nh(p)7 P2 € Nh(p1)7 e, Pr € Nh(pr—l)v s €
Nh(pr)

Schemat postaci (2),

(2) > AW, Qua(q) = gn(p) Vpea,

qENK(p)

ktéry posiada wihasnosci (1)(2)(3) nazywa sie schematem typu dodat-
niego.

Twierdzenie 2. Niech schemat (2) bedzie typu dodatniego. Wtedy:

o Jesli
Vpeq, D, Alp,q)un(q) >0,

g€NL(p)
to VPEQh Uh(p) Z 07

o Jesli

vaQh Z A(p7 Q)Uh(Q) S 07

qENK(p)

to Ypeq, un(p) < 0.
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Dowéd. Przypusémy, ze 3 qen, ) AP, Qun(g) > 01, ze istnieje taki punkt
P, ze u(p) < 0. Poniewaz (2, jest zbiorem skoticzonym, to mozna znalez¢ taki
punkt py € Qp, ze

up(po) = ,hin_ up(p) < 0.

Mozliwe sa dwa przypadki:

L. po € Q7. Wtedy > gen, o) A(Po,q) > 0 i dla g € Nj(po) Alpo,q) <0, 1
wtedy latwo sprawdzié, ze

> A(po, q)un(q) =

q€ENL(p)

=[ > Alpo.@)lun(po) + D  Alpo,q)un(q) — un(po)] <0,
gENp(po) q€N], (po)
skad sprzeczno$¢ z zalozonym warunkiem

> Alp,q)un(q) > 0.

qENL(p)

2. po € Q). Wtedy oen, po) AP0, q) > 0idlage Ni(po) Alpo,q) <0, i
wtedy tatwo sprawdzié¢, ze

Z A(po, q)un(q) =

qENL(p)

= [ Z A(po, q)]un(po) + Z A(po, q)[un(q) — un(po)] <0,

q€NL(po) q€N; (o)

co jeszcze nie jest sprzeczne z zalozonym warunkiem

> Alp,q)un(q) > 0.

qENL(p)

Pokazemy jednak, ze w Nj(po) istnieje taki punkt qo, ze un(qo) >
up(po). Wtedy bedzie

> A(po, q)un(q) =

q€NL(p)

=[ > Ao )lunlpo) + > Alpo, @)un(g) — un(po)] < 0.

gE€EN(po) qeN; (po)
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Pokazemy teraz, ze istotnie, taki punkt go € Ny (po) istnieje. Zauwazmy
najpierw, ze zgodnie z p.3 definicji schematu typu dodatniego, dla
punktéw po 1 s istnieje ciag {p;}j=12..» C Q) o whlasnosciach tam
opisanych. Gdyby takiego punktu go € Nj(po) nie bylo, to znaczytoby,
ze moznaby przyjac Veen, (po) ¢ = po 1 wtedy moznaby w konsekwencji
przyja¢ p; = po. Rozumujac w ten sposob, doszliby$my w koncu do
wniosku, ze mozna przyjac, ze s = py. To z kolei zostato wykluczone w
punkcie 1. tego dowodu, gdyz s € 2. Ostatecznie widzimy, ze

e albo znajdziemy w N,(py) punkt q dla ktérego up(po) < un(q),

e albo dojdziemy do wniosku, ze up(po) = upn(s) < 0, to zas nie jest
mozliwe, gdyz s € Q2. Zatem zawsze w Ny (pg) musi istnie¢ gq i
un(qo) > un(po) = minyeq, un(p) <0. i

Whniosek 1. Jesli schemat (2) jest typu dodatniego i

> A, Qua(g) =0 Ypeq,,

qEN(p)

to

Dowdéd. Wynika bezposrednio z Twierdzenia 2. |}
Whiosek 2. Schemat (2) typu dodatniego ma zawsze jednoznaczne rozwiqzanie
Up, (p), p e Q.

Dowdd. Jest tak, poniewaz réwnanie (2) jednorodne, ma tylko zerowe
rozwiazanie. (Patrz Wniosek 1.) I

Whiosek 3. Niech schemat (2) bedzie typu dodatniego i rozpatrzmy drugi
schemat, ktory rozni sie od niego tylko prawq strona:

> AW, Qun(a) = gr(p), p €

qENL(p)

> Alp,q)vn(q) = Gu(p), p € Q.

q€NL(p)
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Jesli Vpeq, gn(p) < Ga(p), to,

Uh(]?) < Uh(p)a vaQh'

Dowéd. Odejmijmy od drugiego rownania - pierwsze. Teraz mozemy zas-
tosowa¢ Twierdzenie 2. H

Whniosek 4. Przypusémy, ze istnieje funkcja siatkowa
U,:Q, — R
taka, Ze:
1. Jar, (M niezaleine od h), Ze Vyeq, 0 < Uy(p) < M,

2. quNh(p) A(p7 q)\ljh(Q> > 1a vaQha

Wtedy schemat typu dodatniego

> AW, Qun(q) = gu(p), Vpea,

qENL(p)
jest stabilny w normie ” max”.

Dowdd. Niech v, (p) = Kn(p), gdzie K = max,eq, |gn(p)|, oraz niech

Gu(p) = > Alp,q)vn(q) =

qENL(p)
=K Y Ap.qvn(q) > K =
gqENL(p)

=max|gy(p)|, Vp € Q.
PEQ,

Zatem
_Gh(p) < gh<p) < Gh(p)7 vpeﬁha
skad na mocy Wniosku 3

—vn(p) < un(p) < vn(p), Vpeq,
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lub
lun(p)| < vn(p) = max |gn(p)[1n(p) < M max|gn(p)|.
PEQ, PEQy,

Ta ostatnia nieréwno$é oznacza stabilno$é w normie ” max”:
Jully* = max Juy(p)| < M max|gu(p)| <
PEQ, pEQ,
< M =
< M[max|fu(p)| + max | dn(p)]]

= Ml fully* + llnlz"). W
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Wyklad 4.

Sumowanie ”przez czesci”.

Na przedziale [a, b] dana jest siatka punktow

Lo = a, xj:x0+jha J=0,1,---,N+1, h=
oraz dwie funkcje siatkowe
Up = {U’O?ula"'?U’N-ﬁ-l}v

Up = {U07U17 e 7UN+1}'

Niech
Aup = up1 — ug, réznica’w przéd”,
Vu, = up — up_1, réznica”’w tyl”.
Nietrudno zauwazy¢, ze
N N
Z vjAu; = — Z u;VU; + UNUN41 — VoUs.
=1

=1

Jesli Vo = 01 UN+1 = 0, to

N N
> vAu; ==Y u; V.
i=1 j=1

Catkowa nierownosé¢ Friedrichsa.

Niech u : [0, L] — R bedzie funkcja rézniczkowalna. Mamy wtedy dla ¢t €
[0, L]

t
u(t) = u(0) + / o () ds.
0
Zalézmy, ze u spehia (lewostronnie) warunek brzegowy Dirichleta u(0) = 0.
Wtedy u(t) = [y u/(s)ds, i stad
t t t
) < [ 1ds [l (s)Pds =t [ () Pds < e,
0 0 0
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gdzie || - || oznacza norme przestrzeni L?(0, L). Stad ostatecznie

2 L 2 L2 /|12
lullg = [ fu(s)?ds < =)

Otrzymalismy w ten sposob catkowa nieré6wno$é Friedrichsa:

Jesli u(0) =0, to

L2
(%) s < - I11IG-
W przestrzeni C1([0, L)) |ul; = |[«/||o jest seminorma, ale w jej pod-
przestrzeni C}([0, L]) funkcji spehiajacych jednorodny warunek brzegowy
Dirichleta (wystarczy lewostronnie!), | - |; jest norma.

Przestrzenie Sobolewa.

Niech (a,b) bedzie przedzialem. Zerowa przestrzen Sobolewa:
H%a,b) = L*(a,b).

Aby zdefiniowaé przestrzenn H'(a, b) okreslimy najpierw przestrzeri G'([a, b])
funkcji w : [a,b] — R ciagtych i majacych w [a,b] pochodna catkowalna z
kwadratem. W G'([a, b]) okreslimy iloczyn skalarny

(u,v)1 = (u, v)o + (/,0)o

1 zwigzana z nim norme
1
Julli = (u,w)f,

gdzie (u,v)o = [P u(s)v(s)ds jest iloczynem skalarnym w przestrzeni L?(a, b).

Przestrzen Sobolewa H'!(a,b), to uzupehienie przestrzeni G*([a, b))

w normie || - |[|;.

Przez C*°(a, b) oznaczymy przestrzen funkcji okreslonych na przedziale (a, b),
ktére maja wszystkie pochodne ciagle, zas przez C§°(a,b) C C*(a,b) jej
podprzestrzen funkcji o nosniku zwartym, zawartym w (a, b).

26



Przestrzen Sobolewa H}(a,b), to uzupelienie przestrzeni C{°(a,b)
w normie | - [|;*

Mamy nastepujace inklugje:
H}(a,b) C H'(a,b) C H(a,b).

W przestrzeni G*([a, b]), a wiec takze i w przestrzeni H'(a,b) |u|; = ||v/[o
jest seminorma (zastanéw sie dlaczego?). Natomiast w Hj(a,b), |ul; jest
norma réwnowazna normie || - ;. Wynika to z nieréwnosci Friedrichsa:

Oczywiscie |ul? = ||u/[]2 < |lull2 + ||v/|]3. Z drugiej strony, z nieréwnosci

Friedrichsa: )

L
[ult < [lellf < (1+ )l

Uogélnienia. Niech Q2 C RY bedzie obszarem ograniczonym o brzegu
kawatkami gtadkim. Analogicznie jak wyzej okreslimy najpierw przestrzen
G () funkcji ciagtych w : Q2 — R, ktére maja pierwsze pochodne czastkowe

catkowalne z kwadratem na 2. W przestrzeni G*(Q) okreslimy iloczyn skalar-
ny

(0,00 = .00+ 3,
u,v); = (u,v — U, =V
]7
i zwiazana z nim norme || - ||;.
Uzupekienie przestrzeni G'({2) w normie || - ||;, to przestrzen

Sobolewa H'(Q).

Podobnie, uzupelnienie w tej samej normie || - |; przestrzeni
C3°(Q2) funkcji o no$niku zwartym, zawartym w 2, majacych wszys-
tkie pochodne czastkowe ciagle w obszarze (), to przestrzen Sobole-
wa H}(Q).

Wyzsze pochodne. Oznaczmy przez o wielowskaznik, to jest wektor o =
[i1,d2, -+, 14) 0 wspolrzednych catkowitych. Niech |a| = E?zl i;. Niech
olel

D = ——— —1U.
63171181‘22 A 8[Edd

ozna, uwazac a,b) za zbidr tych elementéw przestrzeni a,b), ktére spetniaja
4Moz 7aé HE(a,b biér tych el t6 t i H'(a,b), kté tniaj
jednorodny warunek Dirichleta.
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Okredlimy G*(Q) jako przestrzen funkcji u : 2 — R ktére sa klasy Ck1, zas
ich k-te pochodne czastkowe sa calkowalne z kwadratem na ). Na Gk(Q)
zdefiniujemy iloczyn skalarny

(u,v) = Z (D%u, D)o,

loo| <k
oraz odpowiadajaca mu norme || - [[x.
Uzupekienie G*(Q2) w normie | - ||, to przestrzein H*({2). Podob-

nie, uzupehienie w tej normie przestrzeni C5°(2), to HY().

Mamy w ten sposéb dwie skale przestrzeni Sobolewa:

oraz

~HRQ)c H Q) c--- c H'(Q),

- HE(Q) c HFEY Q) - ¢ HY(Q)

przy czym dla kazdego k

HE(Q) € HF(Q).

Uwagi.

e FElementy przestrzeni H'(a,b), to funkcje ciqgte.

Naszkicujemy tutaj dowdd tego faktu. Jesli u € G*([a,b]), to V., €
[a, b]

u(y) —u(x) = /: u'(s)ds.

Stad (nier6wnos$é¢ Schwarza)

(*) uy) = u(@)] < /(ly — zDlul-

Pamietamy, ze G'([a, b]) jest zbiorem gestym w H'(a,b). Wezmy wiec
dowolny ciag Cauchy’ego w G'([a,b]). Z nieréwnosci (*) wynika, ze
elementy tego ciagu sa jednakowo ciagte w normie sup, a da sie takze
udowodni¢, ze sa one wspodlnie ograniczone. Mozna zatem zastosowac
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Twierdzenie Ascoli-Arzela, z ktérego wynika, ze z takiego ciagu wybie-
rzemy podciag jednostajnie zbiezny do funkcji ciaglej. Wyciagamy tez
wniosek, ze wszystkie takie podciagi sa zbiezne do tej samej granicy,
ktéra identyfikujemy z elementem przestrzeni H'(a,b).

Takiego faktu nie da sie udowodnié¢ dla H'(£2), jesli € jest obszarem w
R4, gdzie d > 1.

Twierdzenie o $ladzie. Niech Q0 C R9 bedzie obszarem ograniczonym,
o brzegu 0) kawatkami gtadkim, bez ostrzy. Wtedy istnieje operator
sladu

v HY(Q) — L*(09)

taki, ze

1.
JesoVeerr@) 7vllooo < Cllvllia,

Voecr@y Yv(p) = v(p), p € N

Dowdd. Dowdéd przeprowadzimy w przypadku, gdy d = 2, oraz gdy 2
jest prostokatem o Scianach réwnoleglych do osi uktadu wspotrzednych.
Taki obszar ma brzeg kawatkami gtadki, to znaczy, ze daje sie rozbi¢ na
skonczona liczbe kawatkow, ktore dadza sie sparametryzowaé w przy
pomocy funkcji klasy C'. Ten brzeg jest takze pozbawiony ostrzy, co
oznacza, ze w zadnym punkcie dwa kawalki brzegu nie maja wspolnej
stycznej. Latwo uogélni¢ ten dowdd na przypadek brzegu 0€) opisanego
innymi krzywymi.

x .
* .
a * *x % %
x . *
p x x T Q
x . *
b * * x %
x .
x .
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Niech u € G1(Q), wtedy ||ul|; < co. Niech p = (9, y) (punkt lezacy na
brzegu) i potézmy

¢(t) = u(xo +1,y).
Wtedy

¢'(t) = ua(z0 +1,9),
oraz .

o(t) = 6(0) + | ¢'(s)ds.

Stad dlar >0

ro(0) = [Coa— [ [ " (s)dsdt.

Po zmianie kolejnosci catkowania w calce podwéjnej dostaniemy

r6(0) = [ ottt — [ (= )6 (s)d.

Stosujac nier6wnosé (z+y)? < 22?4+ 2y? i potem nieréwnosé¢ Schwarza,
dostaniemy kolejno

r26(0)* <2 [ 160t +2[ [ ¢/(s)as]* <

0

T 2 T
< 27“/ B(t)*dt + §r3/ ¢'(s5)%ds,
0 0
oraz

T

2 qr 2
u(xo,y)2 < ;/0 u(zo + t,y)th + §7“/0 ug(To + s,y)zds.

Po scatkowaniu wzgledem y w przedziale [a, b] (patrz rysunek) dostaniemy

b 2 2
| o y)dy < Slula, + 5riluldo,
Zatem
Ivullgr,, < CQ)lulliq,
i stad otrzymujemy dla dowolnego elementu u € G*(Q)
lyull§on < CQ)ull o-

Wykorzystujac gestosé G1(Q) w HY(Q) i zupelnosé przestrzeni L?(02),
wnioskujemy, ze operator sladu - jest okreslony na calej przestrzeni
HY(Q) i, ze odwzorowuje on przestrzeri H'(Q) w (czes¢) przestrzeni

L*(09Q) a wiec v : HY(Q) — L*(09Q) 1
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Réznicowa nieré6wnosé Friedrichsa. Ta nier6wnos¢ jest odpowiednikiem
catkowej nierowno$ci Friedrichsa. Jest przydatna przy badaniu stabilnosci
schematow roznicowych. Wyprowadzimy ja w przypadku jednowymiarowym.

Niech na przedziale [0 L] dana bedzie siatka punktow o statym kroku

rr=x9+kh, k=0,1,--- N+1, h= N—H oraz funkcja siatkowa
Up = {u07u17"'7uN+1}’
Mamy
up = ug + (U1 — uo) + (ug —ur) + - -+ + (up — up—1),
skad
A
uk—UQ—i-hZ uj
Jj=0 h

a wiec, jesli ug = 0, to
L A,
- Z 24

Stad, po zastosowaniu nieréwnosci Schwarza

A
g = th “J < Vhk
Zatem
A
g2 < K - hz 22
T
Jj=
oraz stad
N+1 N+1 AU
hz ]uk|2<h22khz =4
Jj=
N+1 A
= RS (N +2) hz )

Otrzymali$my w ten sposéb oszacowanie dla dyskretnej normy L?
N+1

lunllgn =h D Juk> < L|unli
k=0
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A P S
gdzie |uy |3, = h XN (S52)2. Jest to réimicowa forma nieréwnoéci Friedrichsa.

Uogélnienie. Niech Q), = Q, UT}, bedzie obszarem siatkowym w RY. Oz-
naczmy jeszcze

Qf, ={p € Ulp € U = p+ehi € W},

gdzie e; jest wersorem i—tej osi uktadu wspotrzednych, zas h; - krokiem siatki
w kierunku tej osi.

Jesli uy, - Q, — R, oraz up(p) =0 dla p € Ty, to

lunllon < C(QR: D

pGQ+

quh

gdzie C(Q2) jest statq zalezng tylko od obszaru ).
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Wyklad 5.

Oszacowania a priori. Stabilno$é w normach typu L?2.
Rozwazmy nastepujacy bardzo prosty przyklad zagadnienia brzegowego

(1) —u" (t) + cu(t) = f(t) te(a,b), ¢<0

(2) u(a) = u(b) = 0.

Zalézmy, ze istnieje rozwiazanie klasyczne u, pomnézmy stronami rownanie
(1) przez u i scatkujmy w przedziale [a, b]. Catkujac przez czesci otrzymamy

3) ' O)u) + o (aula) + [ @)+ [ (wlr)pde = [ feyutyir

a

za$ stad, wykorzystujac warunki brzegowe

b
Julf + cllull = / F@u)dt < K| fllollullo < Kl flloluly < Ksl| fllollulls.

W ten sposéb dostajemy tak zwane oszacowanie a priori rozwiazania u

lult < Ko fllo,
lub

lullo < Kl flo,
lub tez

ullr < Ks|| fllo-

Oszacowania te oznaczaja, ze rozwiazanie zalezy w sposéb ciagly od danych
zadania. Méwimy, ze zadanie (1)(2) jest dobrze postawione.
Przypusémy teraz, ze zagadnienie (1)(2) zostalo zaaproksymowane na
slatce
toza,tk:t0+kh, ]CZO,L,N—I—:[

przez schemat réznicowy

VAuk
—_ e

+CUk:fk,k:1,2,"'7N,
up = un+1 = 0.
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Postepujac w sposéb analogiczny, jak w przypadku zagadnienia rézniczkowego
(1)(2), po uwzglednieniu wzoru na sumowanie przez czesci oraz nieréwnosci
Friedrichsa w wersji réznicowej, dostaniemy

N A N+1 N+1
j=0 k=0 k=0

zas stad otrzymamy oszacowania

[[unlln < Clifnllo.n,

gdzie jako || ||, mozna przyja¢ kazda z norm || ||o.n lub || -||1,n. Zauwazmy od
razu, ze z tej ostatniej nieréwnosci wynika istnienie jednoznacznego rozwiaza-
nia naszego schematu (mamy bowiem do czynienia z uktadem réwnan alge-
braicznych liniowych o macierzy kwadratowej!). Ten fakt, oraz otrzymane
oszacowanie oznaczaja stabilnos¢ schematu w kazdej z wymienionych wyzej
norm siatkowych.

Nieréwnosci macierzowe. Normy energetyczne.

Niech A bedzie macierza kwadratowa, rzeczywista. Jesli dla kaz-
dego wektora = # 0 mamy (Azx,z) > 0, to méwimy, ze A > 0, lub ze
macierz jest okreslona dodatnio. Jesli natomiast dla macierzy A i
B zachodzi zwiazek A— B > 0, to méwimy, ze A > B. Zauwazmy, ze
relacja > dla macierzy jest jedynie porzadkiem czesSciowym. Ana-
logicznie, okreslamy nieré6wno$¢ nie ostra dla macierzy w oparciu o
pojecie macierzy okreslonej nie ujemnie. Macierz A jest okreslona
nie ujemnie, jesli dla kazdego wektora z, (Az,z) > 0.

Normy Energetyczne.

Niech B bedzie macierza kwadratowa wymiaru N x N, rzeczywista, sy-
metryczna i dodatnio okreslona. W naszej przestrzeni wektorowej mamy
iloczyn skalarny (u,v) = Z;V:l u;vj. Przy pomocy macierzy B mozemy
okresli¢ nowy iloczyn skalarny (u,v)p = (Bu,v), oraz zwiazana z nim norme

lullp = \/(u,u)p. Jest to norma energetyczna zwiazana z macierza B.
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Zapis macierzowy schematow réznicowych.
Niekiedy jest wygodnie zapisa¢ schemat réznicowy (liniowy) w postaci
ukladu rownan algebraicznych liniowych

Apup, = 9h-

De facto jest to rodzina uktadow, gdzie h € w C R, gdzie w jest rozwazanym
zbiorem indeksow h; jedynym jego punktem skupienia jest 0. Znajomos¢
wlasnosci macierzy A;, moze by¢ pomocna przy badaniu stabilnosci rozwaza-
nego schematu. Istotnie:

Jesli rodzina macierzy Ay, h € w jest wspolnie jednostajnie dodatnio okreslona,
to znaczy, jesl

30, Z€ Vaew @ Vagzo, (Antn, un)n = 7llunll},

to schemat jest stabilny w normie || - |5

Dowéd. Mamy:
(gn, un)n = (Apup, up)n > yl|lunllz,
i stad
1
unlln < =Ilgnlln-
7

|

Uwaga. Jesli stala v jest bardzo mala, to stala w warunku stabilnogci 1
bedzie bardzo duza. Oznacza to, ze rozwiazanie uj, moze by¢ bardzo wrazliwe
ze wzgledu na zaburzenia g,. Wtedy moze by¢ wygodnie zastosowaé inna
norme:

thHi = (Ahuha Ahuh)h = (Ahuha ShShuh)ha

gdzie Ay, = S}? (taka macierz S), zawsze istnieje 1 jest symetryczna i dodatnio
okreslona, oraz komutuje z macierza Ay). Mamy wiec

lgnlly = (ShAnun, Shun)n = (ApSnun, Spup)n > 7||Uh||2Ah7

za$ stad ostatecznie

1
unlla, < 7th||h-

W ten sposdb zmniejszyliSmy stala stabilnosci. |
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Mozna podobny efekt uzyskaé takze inaczej. Niech By, = B > 0, i przypusé-
my, ze

Ju>0 nie zalezne od h, takie, ze (Apup,up)n > a(Brup, up)p.
Wtedy mamy:
allup||B, = a(Buun, un)n < (Aptn, up)n =
= (g un)n = (BiBy, g, un)n = (B, ' gn, Buup)n <

< \/(Bﬁlgh, gh)h\/(B;lehuh, Buup)n =

= llgnll g [lunl 5y,

i stad

1
lanlle, < Nl
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Wyklad 6

Przyklad (agitacja) Rozwazamy dobrze nam znane zagadnienie brzegowe

(1) —u//(t) + cu(t) = f(t), te€(o,1)

(2) u(0) =0, wu(l)=0.

Niech V' = C*([0,1]) i niech V; = {v € V| v(0) = v(1) = 0}. Pomnozymy
stronami réwnanie (1) przez v € V; 1 scatkujemy w przedziale (0,1) wyko-
rzystujac wzor na calkowanie przez czesci oraz uwzgledniajac fakt, ze wyraz
brzegowy znika; otrzymamy

/ W () + cu(t)o())dt — / L ()t
Oznaczmy:

alwv)= | L (0 (1) + cu(t)o(e)dr,
= | L ()t

Zauwazmy, ze
a:V xV — R jest forma dwuliniowa nad V

[:V — R jest forma liniowa nad V.

Zatem, zagadnienie (1)(2) zastapiliémy innym zagadnieniem

(3) majdz u € Vy, takie, ze V,ey, alu,v)=lv.

Jest to réwnanie wariacyjne. Zagadnienie (3) jest sformutowaniem wuo-
gdlnionym zagadnienia (1),(2). Rzeczywiscie, mozemy uwazaé¢ (3) za uogol-
nienie (1),(2), gdyz rozwiazanie klasyczne u zagadnienia (1)(2), jesli istnieje,
to spelnia réwnanie wariacyjne (3), zas nie kazde rozwiazanie réwnania war-
iacyjnego (3) musi spemiaé¢ (1)(2). Zauwazmy, ze rozwiazania réwnania war-
iacyjnego (3) nie musza by¢ dwukrotnie rézniczkowalne: moga by¢ tylko
jeden raz rézniczkowalne!
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WezZmy teraz pod uwage inne zagadnienie brzegowe

(4) —u"(t) + cu(t) = f(t), te(0,1),

(5) u(0)=a, u(l)=0.

Warunki brzegowe (5) mozemy interpretowaé tak: zadana jest pochodna nor-
malna zewnetrzna do brzegu obszaru € = (0,1), a wiec jest to warunek brze-
gowy Neumanna.

Postapimy teraz w podobny sposdb jak poprzednio. Pomnozymy stro-
nami réwnanie (4), tym razem jednak przez dowolny element przestrzeni
V = C'([0,1]). Po scatkowaniu przez czesci w przedziale (0,1), otrzymamy

| L (B0 (1) + cult)o(t))dt = / L ()t — av(0) + bu(1).

Mozemy teraz napisa¢ rownanie wariacyjne

(6) a(u,v) = lv+ gv,
gdzie
a:V xV —R,
I, g:V—-R,

alu, v) = /0 (00 (1) + eu(t)o(t))dt,

= Noror
gv =bu(1) — av(0).

Roéwnania wariacyjne (3) i (6) maja nastepujaca whasnos¢: jesli prawa
strona réwnania rézniczkowego f jest ciagla w (0,1) i jesli u € C? jest
rozwiqzaniem, to u spelnia odpowiednio (1)(2), lub (4)(5).

SprawdZzmy to na przyktad dla (6). Niech najpierw v € V. Poniewaz
u € C? to w (6) mozemy ponownie scatkowaé przez czesci i otrzymamy

1 "
| =+ eut) = F)e(t)dt =0, Vuers.
Ze wzgledu na to, ze v(0) = v(1) = 0, mamy g(v) = 0. Poniewaz

—u" (t) + cu(t) — f(t), te(0,1)
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jest funkcja ciagla, to warunek znikania calki dla wszystkich v € V; pociaga

17

(7) —u (t) +cu(t) = f(t), te€(0,1),

a wiec spehione jest réwnanie rézniczkowe (4). Wybierzmy teraz v € V;
mnozac stronami réwnanie (4) przez v € V' i calkujac przez czesci otrzymamy

(0)v(0).

!/

a(u,v) =l +u ()v(l) —u
Po odjeciu stronami réwnania (6), otrzymamy
(u' (1) = b)o(1) = (u

Mozemy teraz dobra¢ v € V tak, aby najpierw v(0) = 1, wv(1) = 0, oraz
nastepnie tak, aby v(0) =0, v(1) = 1; otrzymamy

!

(0) — a)v(0) = 0.

uw(0)=a, u(l)=0.
Widzimy wiec, ze spelniony jest réwniez warunek Neumanna. [l

Wiasnosci form a i [
Stosujac nieréwnos¢ Schwarza wyprowadzimy tatwo nastepujace nieréwnosci

|au, v)| < M[ull[[v],

oraz
o] < Ljvflo < Ljvlly,

gdzie M i L sa staltymi. Nier6wnosci te oznaczaja ciaglto$é (ograniczono$é)
rozwazanych form.
Nie trudno tez oszacowaé wyrazenie a(u,u) z dohu:

i) = [0+ cult))dt = min{L, e [ (' (0) + ule)de > ]l

gdzie v = min{l,c} w tym przypadku. Ta ostatnia nier6wnos$¢ oznacza
koercywnosé formy a w przestrzeni V.

Sformutowania (3) i (6) sa uogdlnione w tym sensie, ze od rozwiazania

nie wymagaja jego dwukrotnej rozniczkowalnosci. Formalnie wystarczy przy-
nalezno$¢ do V.= C!([0,1]). Jednak nie potrafimy udowodnié¢ istnienia
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i jednoznacznosci rozwiazania tak postawionego zadania. Potrzebne jest
tu jeszcze wieksze rozszerzenie przestrzeni V, lub V' w ten sposéb, aby
uzyska¢ ich zupelmosé w sensie naturalnej dla tych przestrzeni normy || - ||;.
Taka przestrzenia jest H}(0,1) dla zadania (3), zas H'(0,1) dla zadania
(6). Ze wzgledu na gesto$¢ Vy lub odpowiednio V' w przestrzeni H;(0,1),
wzglednie H'(0,1), oraz ze wzgledu na ograniczonosé¢ rozpatrywanych form
a il, formy te mozna przedtuzy¢ w sposob zachowujacy ciagltosé i koercywnosé
na przestrzenie H}(0,1) i H'(0,1).
Doszlismy w ten sposéb do pelnego sformulowania uogélnionego.

Niech (V, (-,-)) bedzie rzeczywista przestrzenia Hilberta.
Dana jest forma dwuliniowa

a:V xV —R,
e ciagla: Jy/-, taka, ze YV, v |a(u,v)| < M|ull||v],
e i koercywna: 3, taka, ze V,ev 7|ul®* < a(u,u)

oraz forma liniowa
[:V—-R

ciagla: 3150 Veey |lv| < Ljjv]|.

(%) Poszukujemy u €V takiego, ze a(u,v)=1Iv, V,ey.

Dla rozpatrywanych uprzednio przyktadéw nalezy przyja¢ H}(0,1) dla
zadania (3), zas H'(0,1) dla zadania (6).

Zajmiemy sie teraz sprawa istnienia i jednoznacznosci rozwiazania zagad-
nienia (x).

Twierdzenie Laxa - Milgrama. Niech (V, (-, ")) bedzie rzeczywistq przestrzeniq
Hilberta,
a:VxV —=R,

forma dwuliniowq ograniczona i koercywna,

[:V-R
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forma liniowq ograniczona.
Wtedy réwnanie wariacyjne (x) ma jednoznaczne rozwiazanie u € V.

Dowéd. Ustalmy chwilowo u € V;
v — a(u,v)

dla kazdego u € V ustalonego jest funkcjonalem liniowym nad V. Zatem
mamy operator

AV SV,

Au = a(u,-),
gdzie V' oznacza przestrzen dualna do przestrzeni V, to jest przestrzen

wszystkich funkcjonaléw liniowych i ograniczonych nad przestrzenia V.

Dla przestrzeni Hilberta V' zachodzi Twierdzenie Riesza:
Istnieje izomorfizm liniowy (izometria)

/
T:V =V,

taki, ze dla kazdego f € V', 7f = vy € V i ||f|| = |lvll, oraz dla kaidego
veV

fv=(vy,v).

Mamy wiec a(u,v) = (7(Au),v), a wiec a(u,v) = lv mozna zapisaé
réwnowaznie

(r(Au),v) = (7(0), v).

Zatem nasze zadanie (x) jest rGwnowazne réwnaniu operatorowemu
(%) Au=1.

Zauwazmy, ze operator A jest liniowy i ograniczony. Liniowos¢ wynika
bezposrednio z liniowosci a.
Udowodnimy ograniczonos¢ A. Mamy

[Aul| =

= swp [Auu] = swp (r(du),w) = sup fa(w w)] < Ml o = Ml
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gdzie M jest stala ciagtosci formy a. To oznacza, ze norma A jest ograniczona
z gory przez M. Teraz pokazemy, ze réwnanie Au = [ ma jednoznaczne
rozwiazanie. Zastosujemy, twierdzenie Banacha o punkcie stalym.
Niech
O(v) = v+ pr(l — Av),

gdzie p > 0; mamy
OV -V

Udowodnimy, ze mozna tak dobra¢ p, ze ® bedzie odwzorowaniem zweza-
jacym. Stad wyniknie, istnienie jedynego u € V, takiego, ze u = ®(u), a
wiec Au = [.

Niech vi,v9 € V.

D(vy) — P(vg) = v1 — vy — pT(A(vy — v9)).
Stad:
[ (v1) = ()| = [l — val|* + p?[|7(A(v1 — v2))[|* = 2a(v1 — vz, 01 — va).
Teraz skorzystamy z ograniczonosci i koercywnosci formy a.
[®(v1) — (ws)* <

< lor = va||* + P2 M3 |luy — va||* = 2p7[lvr — vl = [M? = 2p7 + 1][|vr — va|*.

A wiec
[@(v1) = P(v2)|| < Ljv1 — va]

gdzie L? = M?p* — 2py + 1. Widzimy, ze jedli 0 < p < 25, to 0 < L < 1. |
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Wyklad 7.

Metoda Ritza - Galerkina. (Sformulowanie abstrakcyjne.) Niech V, (-,-)
bedzie przestrzenia Hilberta. Niech {V}}new, Vi € V bedzie rodzina pod-
przestrzeni skonczonego wymiaru przestrzeni V. Bedziemy chcieli, aby dla
tej rodziny bylo spelione nastepujace

Zalozenie. (Wlasno$é aproksymacji) Rodzina podprzestrzeni {V,}new
przestrzeni V', ma wlasnosé aproksymacyi jesli

Vuev Vnew Fun(u) € Vi, ze [[on(u) — ul| — 0, gdy h — 0.

Roéwnanie przyblizone. Nasze sformulowanie wariacyjne

(1) Poszukujemy u € V takiego, ze a(u,v) =1v Vey,
”obetniemy” do przestrzeni Vj; to znaczy zamienimy (1) przez

(2) Poszukujemy u;, € Vj, takiego, ze a(up,vs) = lvy, Vy,ev, -

Jest to rownanie przyblizone - Metoda ”Ritza - Galerkina”.

Poniewaz przestrzenie V}, sa skoniczonego wymiaru, to sa one przestrzeniami
Hilberta (sa zupehe!). Ponadto formy a i [ zachowuja swoje wlasnosci
ograniczonosci i koercywnosci w przestrzeniach Vj,, ze stalymi M i v
niezaleznymi od h. Zatem dla zagadnienia (2) funkcjonuje Twierdzenie Laxa-
Milgrama, skad wynika, ze (2) ma zawsze jednoznaczne rozwiazanie.

Co to jest naprawde zagadnienie (2)7
Niech
Vi, = span{g1, ¢5, -, oy, },
gdzie elementy gzﬁ?, j=1,2,--- N sa liniowo niezalezne. Stad wynika, ze
up = Zj-v:hl gb?cj, i ze wzgledu na liniowosé form a i [, réwnanie (2) mozemy
zapisa¢ rownowaznie:

Np

(3) doa(dl, op)e; =1y, k=1,2,--- Ny,

Jj=1
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lub, uzywajac zapisu macierzowego
(4) Apc =1,

gdzie
_ _ ho Lk
Ap = (ak,j)k,jzl,Z,---,Nha Qg5 = a( j?¢k)
jest macierza wymiaru Ny, X Ny,

Cc= [017027 e 7CN;L]T

Y

jest wektorem, ktérego poszukujemy, zas

l = [l(ﬁila l(bg? Ty l(b]]l\/';JT'

Inaczej méwiac, Metoda Ritza-Galerkina polega ostatecznie na rozwiazaniu
uktadu réwnan algebraicznych liniowych (4).

Zbieznos¢é. Interesuje nas, czy
lup, —ull =0, gdy h—0,

gdzie u jest rozwiazaniem (1), za$ wy jest rozwiazaniem (2), i jak szybko
||lu—up|| dazy do zera. Bedziemy zakladaé, ze formy a il sa ograniczone, zas
forma a jest réwniez koercywna.

Lemat 1. Metoda Ritza-Galerkina jest stabilna.

Dowdd. Rozwiazanie u;, réwnania (2) istnieje i jest jedyne; wykorzystujac
koercywnos¢ i ograniczono$¢ form otrzymamy

Yunl? < alup, un) = [lup| < [J1]]||unl,

zas stad wynika

el < L1,
Y
Ta nieréwnosé oznacza stabilnosé. B

Lemat 2. Jesli u € V jest rozwigzaniem réwnania (1), zas u, € V), jest
rozwiqzaniem réwnania (2), to

(5) a(u —up,vp) =0 Yy, ev,-
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Komentarz. Gdyby forma a byla symetryczna, (to znaczy, gdyby V, vev a(u,v) =
a(v,u)), to wzor (5) oznaczalby, ze uy, jest rzutem ortogonalnym w sensie iloczynu
skalarnego (-, )4, gdzie (u,v), = a(u,v), elementu u na podprzestrzen Vj, dla tego
iloczynu skalarnego. Zatem, dla normy generowanej przez ten iloczyn skalarny uy,
bylby najlepsza aproksymacja w przestrzeni Vj, elementu u € V.

Dowdéd. Mamy:
a(u,vy) = lop,

u(up, vp) = lop,
Yy, € Vj,, wiec odejmujac stronami powyzsze rownosci otrzymamy teze. i

Twierdzenie Céa. Dla rozwiqzariw € V iuy € Vj, réwnan (1) i (2) zachodzi
oszacowanie

M
Ju —un| < — inf |lu— v,
’}/ v EVR

gdzie M 1 v sa statymi ciagltosci i koercywnosci formy a.

Dowdéd. Wykorzystujac koercywnosé formy a i Lemat 2 otrzymamy
Y —unl]? < alu — up,u—up) = alu — up, u) — alu — up, up) =

= a(u — up,u) — a(u — up, vp)

gdzie vy, € V}, jest dowolnym elementem. Stad
M
Ju = un| < —Ilu— vl
8
Biorac po obu stronach ostatniej réwnosci inf,, ey, otrzymamy teze:

M
lu —up|| < — inf |ju—ov,|. W
’y v EVY

Whiosek. Jesli podprzestrzenie Vi, majqg wlasnosé aproksymacji, to me-
toda Ritza-Galerkina jest zbiezna.

Dowdéd. Istotnie, dla u € V' Jup(u) € V, takie, ze ||u — vy (u)|| — 0. Zatem
I H<ﬁ{'fH <1l (W] —0. =
- - - .
u—up|| < 5 Jnf flu—vall < flu — on(u
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Twierdzenie Céa wskazuje na to, ze jakos¢ konkretnej wersji Metody
Ritza-Galerkina zalezy od tego jak zostana wybrane przestrzenie skonczonego
wymiaru Vj,. Mowiac o jakosci danej wersji metody mamy na mysli przede
wszystkim

e szybkos¢ zbieznosci uy do u gdy h — 0,

e posta¢ macierzy A, ukladu réwnan (4); macierz ta jest na ogdt bardzo
duzego wymiaru. Zatem bardzo istotna pozytywna jej cecha bylaby jej
pasmowoscé.

Metoda Elementu Skonczonego (MES) - Finite Element Method
(FEM) jest taka realizacja Metody Ritza-Galerkina ktéra

e pozwala uzyskiwaé¢ oszacowania szybkosci zbieznosci,

e produkuje macierze A; ukladu (4) o budowie pasmowej.
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Wyklad 8.

Metoda Elementu Skonczonego. Konforemna Metoda Elementu
Skonczonego jest szczegdlnym przypadkiem Metody Ritza-Galerkina; Metode
Elementu Skonczonego otrzymujemy dobierajac w specjalny sposéb pod-
przestrzenie skoniczonego wymiaru Vj,. Metoda Elementu Skonczonego jest
konforemna, jesli dla kazdego h € w, V;, C V.5 Przestrzenia V, w tym przy-
padku, jest najczesciej jedna z przestrzeni Sobolewa H™(2), lub HJ'(2).

Metode Elementu Skonczonego opiszemy dla nieco uproszczonego przy-
padku, gdy obszar Q@ C RY jest wielo§cianem d—wymiarowym ograni-
czonym, to jest skoniczona suma mnogosciowa simplekséw.

Rozwazmy rodzine triangulacji zbioru €,

Th = {T1>T2, T ,TM}-

Liczba M i zbiory Tj zaleza od parametru i € w, co nie zostalo uwzglednione
w oznaczeniach, aby ich nie komplikowa¢. Rodzina 7, nie musi skladaé sie
z simplekséw. Rozwaza sie réwniez rozklady zbioru Q na innego rodzaju
podzbiory. Dla ustalenia uwagi tutaj bedziemy mowi¢ o triangulacjach,
pamietajac jakie warunki powinien spetniaé¢ taki rozktad.

Rodzina 7, jest regularna jesli istnieja dwie stale dodatnie i 3, niezalezne
od h i takie, ze

e Sh < hr < h, gdzie hr, to Srednica simpleksu T € 73, za§ h =
maXTETh{hT}.

° Z—; > K, gdzie pr jest promieniem kuli wpisanej w 7.

Element. Element, to tréjka
{Ta PTa ZT})
gdzie

o T'emy,

SRozwaza sie réwniez wersje niekonforemna MES. Wtedy warunek Vi, C V Ve,
nie jest spelniony. Do MES niekonforemnej nie stosuje sie przedstawiona wyzej teoria
zbieznosci oparta na twierdzeniu Céa.
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e Pr to przestrzen liniowa skoriczonego wymiaru, funkcji okreslonych na
zbiorze T'; zwykle wymaga sie zeby przestrzen Pr zawierala wszystkie
wielomiany stopnia < s, dla pewnego s-naturalnego.

e X1 to tak zwany zbior stopni swobody elementu. Zbiér X jest skon-
czonym ukladem liniowo niezaleznych funkcjonaléw nad przestrzenia

PTZ
h h h
ET = {¢17¢27 e 7¢Nh}'
Funkcjonaty ¢, --- ,gb’](,h maja nastepujaca wlasnosé interpolacyi: dla
dowolnego ukladu liczb o, ag, - - -, ay, , rtéwnania

gb?(P):CY], j:1727"'7Nh

wyznaczaja jednoznacznie element P € Pr.

Baza dualna. Baze dualna budujemy wyznaczajac elementy Py, P, - - -, Py,
z przestrzeni Pr przy pomocy ukladu réwnan

gb?(Pk) = 5k,] kv] = 1727"'aNh-

Ze wzgledu na warunki, ktére spetniaja stopnie swobody, baza dualna zawsze
istnieje, i jest jedyna.

Zauwazmy, ze majac baze dualna mozemy bardzo latwo wyznaczy¢ tak
zwany ’interpolant”, to jest taki element P € Pr, ktory dla dowolnego
uktadu liczb aq, g, - - -, ay, spelia warunki ”interpolacji”:

¢?<P):aj7 j:1727"'7Nh-

Widzimy, ze
Np,
P = Z F)jOéj.
j=1

W przypadku, gdy funkcjonaty qb? "wybijaja’ wartos¢ funkcji w zadanych
punktach jest to prawdziwa interpolacja. Niech bowiem xf, x4, .- x’]vh beda
réznymi punktami 7'. Niech

¢H(P)=P(xl), j=1,2,--+,Np.

J
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Jesli { Py, P, -+, Py, } jest baza dualna, to

or(P) = P(xy) = >_0p(Pj)ay = ax.

Przestrzenie MES. Przestrzenie V), tworzymy ”sklejajac” w odpowiedni
sposéb funkcje z przestrzeni Pr. Otrzymujemy funkcje vy, : Q2 — R, v, € V),
takie, ze dla kazdego T' € 7,

Un|r € Pr.

Jesli chcemy uzyskaé konforemna MES, to sklejanie poszczegdlnych czesci vy,
powinno by¢ takie, zeby v, € V. Uzywajac tych przestrzeni V},, ktére w tym
przypadku nazywa sie Przestrzeniami Elementu Skoriczonego, wygodnie jest
postugiwaé sie ich bazami. Przy tworzeniu tych baz czesto wykorzystujemy
bazy dualne na poszczegdlnych elementach.

W naszych rozwazaniach najczesciej wykorzystywaliSmy przestrzenie So-
bolewa H'(Q) lub H} () jako przestrzenn V. Ogdlnie, przestrzenie Sobolewa
H™(Q) najczesciej w takiej roli wystepuja. Totez ich wlasnosci beda dla nas
najistotniejsze.

Interpolant. Prawdziwe jest nastepujace twierdzenie, ktére podajemy tu
bez dowodu

Twierdzenie. (Bramble-Hilbert) Niech Q C R? 1 u € H*(Q), gdzie s > 2.
Niech 1, bedzie reqularna rodzina triangulacyi obszaru Q2. Wtedy w kazdym
trogkacie T' € 1, mozna znaleZc takie punkty

P1,D2," ", D
i jedyny takt wielomian Prs_y stopnia nie wiekszego od s — 1, ze
pT,sfl<pj> = U(Z%) j = 17 27 o 7l

(Jest to wielomian interpolacyjny Lagrange’a). Wielomiany Pr, s—1 dla po-
szezegolnych T € 1, mozna tak “skleic”, zZe powstanie "splajn” zwany takze
Yinterpolantem” Iy (u). Mamy wtedy:

o [;(u) € H™(Q) dla pewnego mg < s
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° VTETh Ih(u)|T:PT75_1 EPT,
e jesli m < myg, to dla interpolantu zachodzi oszacowanie
() Ju = In(u)l[om < O™ |ulg,s,

gdzie stata C nie zalezy od h, zas |-|q.s jest s-ta seminorma z przestrzeni

Sobolewa H*(X2). B

Nieréwnos¢ (x) z Twierdzenia Brambla-Hilberta wskazuje na to, czego mozna
oczekiwaé po metodach typu MES. Jesli bowiem, na przyktad V' = H™(Q),
u € H*(QQ), m < s, gdzie u jest rozwiazaniem zadania rézniczkowego, u;, €
Vi, jest rozwiazaniem zadania przyblizonego przez MES oraz I (u) € V}, C
H™(Q), to z Twierdzenia Céa wynika

M . M _

lu —upllom < — inf [lu—vpllom < —[lu—In(u)[lom < Ch* " |ulq,.
’7 vpE€ Vi ’7

Mamy stad oszacowanie szybkosci zbieznosci metody, w zaleznosci od tego, w

jakiej normie ||-||q,m chcemy to oszacowanie otrzymaé, oraz od regularnodci

rozwiazania u.

Dla przestrzeni MES, ktérej elementami sa ”splajny” to jest funkcje
kawatkami wielomianowe, mozemy naogot konstruowaé bazy, ktérych elemen-
tami sa funkcje o matych nosnikach. Niech

¢)1a¢27"'a¢)N

h

bedzie taka wlasnie baza przestrzeni V;,. Gdy forma dwuliniowa
a:VxV—->R

jest forma calkowa, to elementy a; ; = a(®,, ®;) macierzy A, ukladu réwnan
algebraicznych liniowych A,¢é = [, otrzymanego w konsekwencji stosowania
MES, beda znikaly dla i i j rézniacych sie dostatecznie duzo. Oznacza to, ze
macierz A, ma budowe pasmowa.

Przyktady - patrz Zadania z ¢wiczen.
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Wyklad 9.

Pytanie. Niech
o V=HYQ),
e rodzina triangulacji 7, = {11, Ts, -+, Tm },

e ELEMENT= {T, Pr, ¥r}, gdzie Pr sktada sie z wielomianéw stopnia
<s,

e V), -przestrzen elementu skonczonego, v, € Vj, = vpr € Pr.

Kiedy przestrzenie V), sa konforemne?

Aby méc odpowiedzie¢ na to pytanie, trzeba jeszcze cos powiedzie¢ o prze-
strzeniach Sobolewa. Bedzie to twierdzenie o tych przestrzeniach, ktére tu
podamy bez dowodu.

Twierdzenie. Przestrzeri H™ () jest identyczna ze zbiorem wszystkich ta-
kich elementéw v € L*(Q), ze D € L*(Q) dla o = [iy,dg, -+, ia)" i|a| < m,
gdzie

olel
90 9x - Oxls

jest pochodna dystrybucyjna (staba).

Da

O dystrybucjach.’ Znamy juz zbiér Cg°(Q)wszystkich funkcji majacych
wszystkie pochodne ciagle i no$niki zwarte, zawarte w zbiorze otwartym (2.
W C§°(2) wprowadza sie topologie przestrzeni liniowej lokalnie wypuklej.
Opiszemy krotko jaka to topologia.

e Dla kazdego zbioru zwartego K C €, dla wszystkich funkcji z C§°(Q2) o
nosniku w K tworzymy ciag seminorm

pK,j(d)) = sup |Da¢($)|a .] :071721""
ze€K,|al<j

W ten sposéb dla kazdego takiego zbioru K mamy przestrzen funkcyjna
liniowa, lokalnie wypukla.

SWiecej szczegdléw na ten temat - patrz np. Kosaku Yosida ”Functional Analysis”,
Springer-Verlag 1966, pp 27-30.
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e Mozna pokazadl, ze topologia przestrzeni zwigzanej ze zbiorem zwartym K;
jest indukowana przez topologie takiej przestrzeni zwiazanej ze zbiorem
zwartym Ko, jesli K1 C Ko C Q. W ten sposéb w C3°(§2) tworzy sie
tak zwang topologie granicy prostej. Zbiér otwarty dla w takiej topologii,
to taki zbidr, ktérego przeciecie z kazda podprzestrzenia zwigzana z dowol-
nym zbiorem zwartym K C €2 jest otwarty. Taka topologia ”"widzi” fakt, ze
elementy C3°(§2) maja wszystkie pochodne ciagle.

Dystrybucja na €, to funkcjonal liniowy i ciagty 7' nad przestrzenia C§°(£2),
T:C5(Q2) — R.
Przyktad 1. Niech f € L*(Q2) i ¢ € C5°(2); niech
Ty(9) = | fla)o(a)as

Jest to dystrybucja przyporzadkowana elementowi f € L%(€).

Przyklad 2. Niech f € C"([a,b]), n>11¢ € C§((a,b)); niech

Tp(6) = [ F(2)o(e)dz = ~T(8),

gdyz funkcje ¢ maja nosniki zwarte w przedziale otwartym (a, b).

Komentarz. Dystrybucja T} odpowiada funkcji f. Zamiast mysle¢ o funke-
jach mozemy myéle¢ o dystrybucjach im przyporzadkowanych. W tym sensie
mozemy uwaza¢ dystrybucje za "uogélnione funkcje”. Ty - to dystrybycja przy-
porzadkowana pochodnej f’; powyzszy wzor sugeruje nastepujaca ogdlna definicje:
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Definicja pochodnej dystrybucji. Pochodna D dystrybucji
T:C5°(92) = R,
gdzie Q C RY i o = [iy, 9, -, 44), to dystrybucja
DT : CP () — R,
taka, ze
DT (¢) = (=1)'T(D*(¢))
dla kazdego ¢ € C§(Q).

Komentarz. Jesli bedziemy traktowac ”zwykle” funkcje jako dystrybucje, mozemy
méwié¢ o pochodnych dystrybucyjnych (stabych) dowolnego rzedu dla zupetnie
dowolnych funkgji.

Mozemy teraz wyjasni¢, co to znaczy

”pochodna dystrybucyjna D® elementu v € L*(Q)
nalezy do L?*(2)”

Zmnaczy to poprostu, ze istnieje taki element w € L*(Q), ze
D*T(¢) = (~1)T,(D°9) = (~1)°! [ vDgdf2 = [ wods2,
Q Q
dla dowolnego elementu ¢ € C5°(2).

Przyklad dystrybucji. Niech {2 = R, i niech

0 dlat<ux
Hw(t)_{l dlat>az "

Jest to tak zwana funkcja Heviside’a. Zmajdziemy pochodna staba funkcji
H,. Dystrybucja przyporzadkowana H,:

o0

T, (6) = [ Hi(D)o(t)dt.

— 00
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gdyz ¢(c0) = 0; a wiee, LTy (¢) = o(x).

Pochodna dystrybucyjna funkcji H, ”"wybija” wartos¢ argumentu ¢ w
punkcie x. Te dystrybucje nazywa sie¢ ”delta Dirac’a” i oznacza si¢ sym-
bolem ¢,. W sensie stabym:

d

%Hx = O, 02(9) = o(x).

Dystrybucja 4, nie nalezy do L*(Q). i

Teraz mozemy odpowiedzie¢ na pytanie o konforemnosé przestrzeni
elementu skonczonego V;, dla V = H!'(Q2). Na postawione pytanie
odpowiada ponizsze Twierdzenie, ktore podaje warunek dostateczny na kon-
foremno$¢ przestrzeni elementu skonczonego.

Przypomnijmy uprzednio sformulowane zalozenia.
o V=H\(Q),
e () jest wielo$cianem d-wymiarowym,

e Flementy przestrzeni elementu skonczonego Vj, sa ” kawatkami wielomianami”

stopnia < s. Doktadniej: dla kazdego elementu T triangulacji 7,

vpr jest wielomianem (d-zmiennych) stopnia < s.

Twierdzenie. Jesli v, € Vj, jest funkcja ciagla na 2, to v, € H'(Q).

Dowéd. Trzeba udowodnié, ze z ciaglosci v, wynika, ze dla 7 = 1,2,---,d
pochodne dystrybucyjne

8vh

aﬂfj

naleza do L*(Q). Niech dlap € T, wr,(p) = g%’;(p) dlat=1,2,---,d gdzie

Th = {T17T27"'aTM}-
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Funkcje wr; na kazdym simpleksie 1" sa oczywiscie dobrze okreslone, gdyz
vp, na T jest wielomianem stopnia < s. Ponadto jesli zdefiniujemy w;, i =
1,2,---,d na Q tak, ze

wir(p) = wr,(p) dlap €T,

to otrzymamy w; € L*(Q) dlai = 1,2,---,d. Jest tak, gdyz w; pozostaje
nieokreslone tylko na zbiorze wewnetrznych $cian wielo$cianu €2, za$ zbior
ten jest d-wymiarowej miary zero.

Z Twierdzenia Greena i Twierdzenia Gaussa wynika, ze na kazdym sim-
pleksie T" mamy:

o= [ ot = [ 02

gdzie ny,ng,---,d to skladowe wersora normalnego zewnetrznego do 97 i
¢ € CF(Q). Wezmy teraz pod uwage dwa simpleksy T3 i T, stykajace sie
wspolna sciana S. Na tej wspdlnej scianie S:

nlvhqde 1=1,2,---,d,

e vy, jest ciagla,

e n;i=1,2---, d pochodzace od T} i Ty r6znia sie znakiem.
Zsumujemy teraz stronami ) pc, -+ powyzszy wzor. Otrzymamy dla
1=1,2,---,d:
0¢ 0
w;pdQ) = — | vp=—dQ = —T,
/Q ¢ Q h@xi ox; (@)

Co stalo sie z catkami po brzegach? Ze wzgledu na to, co dzieje sie na kazdej
wspolnej Scianie S, calki po brzegach wewnetrznych simplekséw znikna i
pozostalaby tylko catka po 0€2, gdyby nie funkcje ¢, ktére maja noéniki zwarte
w zbiorze otwartym (2. Ostatecznie nie zostaje nic! Jak zauwazylismy juz
wezesniej, w; € L2(Q), i=1,2,---,d. Ze wzgledu na definicje "nalezenia”
pochodnej stabej do L?(Q), uwaga ta koriczy dowdd twierdzenia. |
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Wyklad 10.

Grzechy wobec Metody Elementu Skonczonego.

Opisana tutaj metoda Elementu Skonczonego dziala poprawnie pod warun-
kiem zachowania wszystkich przyjetych zalozen. Jednak nie zawsze mozemy,
badz tez nie zawsze chcemy, te zalozenia speli¢. Dotyczy to najczesciej:

e Stosowania tych samych form a i [ w sformutowaniu oryginalnym i przy-

blizonym naszego zadania. Uzycie innych form okreslajacych ”przy-
blizone” réwnanie wariacyjne, to jest pierwszy z grzechow. Do popel-
nienia tego grzechu moze zmusic¢ nas brak mozliwosci doktadnego ”anal-
itycznego” obliczenia calek potrzebnych do wyznaczenia form a i [.
Mozemy by¢ zmuszeni do zastosowania kwadratur numerycznych. Nie-
kiedy takze moze by¢ nam wygodniej uzy¢ kwadratury numerycznej niz
oblicza¢ analitycznie skomplikowane calki, szczegdlnie jesli kwadratura
numeryczna daje wynik z doktadnoscia tego samego rzedu co réwnanie
aproksymujace nasze zadanie oryginalne.

Zachowania konforemnosci metody, to znaczy budowania przestrzeni
elementu skonczonego w taki sposob, aby przestrzenie V), byly pod-
przestrzeniami przestrzeni V', na ktoérej jest okreslone zadanie orygi-
nalne. Ten grzech zwykle jest popeliany z rozmystem. Niekiedy ze
wzgledu na charakter rozwiazania zadania oryginalnego, a w szczegdlno-
Sci ze wzgledu na jego niska regularno$é, lepiej jest stosowaé¢ wersje
niekonforemna Metody Elementu Skonczonego.

Rozpatrzmy te dwa przypadki

Zachowanie konforemnosci, ale zmienione formy « i [ dla zadania
przyblizonego.

Niech V' bedzie przestrzenia Hilberta, Vj, C V rodzina jej podprzestrzeni
skoriczonego wymiaru.
Zadanie ”oryginalne”: szukamy u € V takiego, ze

a(u,v) =1lv Yv e V.

Zadania " przyblizone”: szukamy u; € Vj, takich, ze

ah(uh,vh) = v, Yo, € V3.
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Zakladamy, ze forma dwuliniowa a jest ciagta i koercywna ze stalymi odpowied-
nio M i ~; o formach a;, zakladamy, ze sa jednakowo ciagle i jednakowo
koercywne, to znaczy, ze istnieja stale M i v nie zalezne od h, takie ze

lan(un, va)| < Ml[up|[lvn]],

Wunl® < an(un, un)-

Przy tych zalozeniach z Twierdzenia Lax’a - Milgrama wynika, ze zaréwno
zadanie "oryginalne”, jak i zadania ”przyblizone” maja jednoznaczne rozwia-
zania. Jednak przedstawiona dotychczas teoria zbieznosci oparta o Twierdze-
nie Céa nie funkcjonuje. Twierdzenie Céa trzeba zstapi¢ czyms$ innym.

Pierwszy Lemmat Stranga. Niech u i u;, bedq odpowiednio rozwiqzaniem
zadania “oryginalnego” 1 "przyblizonego”. Przy przyjetych zatozeniach ist-
nieje stata C' taka, zZe

lu — ]| <

|lwh — lhwh|

< Cfinf [fu—wnl+ sup 1) Zlin )l
v €V, wWhrEVHR ||wh|| wp€Vh ||wh||

}

Komentarz. Zbieznos¢ bedzie zachowana przy odpowiednich warunkach aproksy-

macji natozonych na podprzestrzenie V;,, pod warunkiem, ze wyrazenia zawierajace
a, ap oraz l il po prawej stronie nieréwnoéci, daza do zera. Zauwazmy takze, ze
czes¢ prawej strony przed ktora stoi znak inf jest zwiazany zaréwno z aproksymacja
przestrzeni V', przez Vj, jak i z aproksymacja formy a przez formy aj. Pozostala
czesé prawej strony dotyczy aproksymacji [ przez lj,.

Dowéd. Najpierw szacujemy |lup, — vp|, gdzie v, € Vj, jest dowolnym ele-
mentem, wykorzystujac koercywnosé ay. Niech w;, = up — vy, Wtedy

Ylun—val|? < an(up—vn, up—vy) = a(u—uvy, wy)—a(u—uvy, wy)+an(up—on, wy).
Stad

Ylun —vn||* < alu — v, wp) + alvn, wi) — ap(vp, wy) — alu, wy) + ap (up, wy).
Dzielac stronami przez ||wy|| i dobierajac odpowiednio stata C otrzymamy

ltn—vell < Calllu—vn |+ sup 12Cn00) = @)l | [l = bl
a wyeVi [[ws]| wnevi |lwnl]
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Poniewaz ||up, —u|| < ||up —vp|| + ||u—vn||, po dodaniu do obu stron ||u —vy||
i dobraniu nowej stalej C' otrzymamy

lu—un]l < C{llu—opl|+ sup 2] = an(on, wn)] [fwon — ]
N wneVi [lwn ] eV [[wnl

}.

Po obu stronach teraz bierzemy inf,, cy,

lu — ]| <
— lwy, — 1
< O inf [+ sup 12000 = tnlom il g, [ln = ontnly g
v EVRY whp EV, HwhH wrEV, HwhH

Jesli mamy do czynienia z niekonforemnoscia Metody Elementu
Skonczonego trzeba Twierdzenie Céa zastapi¢ Drugim Lemmatem Stranga.

Drugi Lemmat Stranga. Niech:
o V-przestrzen Hilberta,

e a:V xV — R forma dwuliniowa ciagla ze statq ciagtosci M i koercy-
wna ze statq koercywnosci v > 0,

e [:V — R forma limowa ciqgta,

o V}, rodzina przestrzeni liniowych skoniczonego wymiaru, unormowanych,
z normami || - ||, odpowiednio. Zaktadamy, ze normy || - ||n sa okreslone
na przestrzeniach V +V;. 7

e ap: (V+V,) x(V+V,) — R rodzina form dwuliniowych ciagtych
ze stata ciggtosci M nie zalezng od h 1 koercywnych na V) ze stalq
koercywnosci v > 0 niezaleing od h,

Yonlli, < an(vn, v)
dla vy, € Vh,

e [, : Vi, — R rodzina form liniowych ciqgtych.

"V + Vj, to przestrzeri elementéw postaci v 4 vy, gdzie v € V i v, € Vj,.
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Rozpatrujemy:
zadanie ”oryginalne”:
poszukujemy u € V spelniajacego rownanie wariacyjne

a(u,v) =1lv VYyey

oraz zadanie ”przyblizone”:
poszukujemy u;, € V}, spelniajacego ro6wnanie wariacyjne

ap(un,vp) = vy, Vy,ev, -

Przy przyjetych zatozZeniach istnieje stata C, taka, Ze

~1
Ju —up|ln < C[inf |lu— vplln + sup |an(u, wp) — lywn]
v EVY w, Vi, ||wh||h

Dowdéd. Zauwazmy najpierw, ze z Twierdzenia Laxa - Milgrama wynika
istnienie jednoznacznych rozwiazan u i uy, zaréwno dla zagadnienia ”orygi-
nalnego”, jak i dla zagadnien " przyblizonych”. Wykorzystujac teraz koercy-
wnos¢ ay, szacujemy u, — v, = wy, dla dowolnego vy, € V),

Yun — vnll; < an(up — vy, wy) =
= ap(u — vy, wp) — ap(u — vy, wy) + ap(up — vy, wy) =

= ap(u — vp, Wy, wy) + lywy, — ap(u, wy).

Stad

|ah(u, wh) — lhwh|

Vl[un = vnlln < Mllu = vp[ln + sup
whr€VR ”whHh

Podobnie jak w dowodzie Pierwszego Lemmatu Stranga dodajemy stronami
llu — vp||n, 1 po dobraniu stalej C' oraz wzieciu inf,, cy;, po obu stronach,
otrzymujemy teze:

-1
lw —upl|n < C[ inf ||u—vp||n + sup |an(u, wp) — lhwy]
UhEVh

. m
wpEV, ”whHh

Z Drugiego Lemmatu Stranga wynika zbieznosc metody, pod warun-
kiem, ze przestrzenie Vj, maja odpowiednie wlasnosci aproksymacyjne dla
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przestrzeni V', oraz pod warunkiem, ze wyrazenie w tezie, rozpoczynajace sie
od sup,, ¢y, dazy do zera, gdy h — 0.

Uwagi dotyczace realizacji algorytméw Metody Elementu Skon-
czonego.

e Element bazowy. Wszystkie simpleksy wchodzace w sktad triangu-
lacji 7, tworzymy na ogét, dokonujac przeksztalcenia afinicznego sim-
pleksu bazowego T. Dla przestrzeni R2, T to tréjkat dany przez nieréw-
nosci

0<z+y<1,

x>0, y=0.

e Wspomniane wyzej przeksztalcenie afiniczne jest postaci F' (p) = Bp+b,
gdzie p € T, B jest macierza, zas b wektorem. Nie trudno zauwazyc,
ze hoh

nr
cond(B) = || B[[|B~]| < —F—,
Pt PT

T
gdzie pr i ps, to odpowiednio Srednice sfer wpisanych simplekséw 7' i
T, za$ hyp i hj $rednice tych simplekséw. Dowod pozostawiamy jako
zadanie. Nieréwnos¢ ta wskazuje na to, ze jesli triangulacja jest regu-
larna, to wspdlczynnik uwarunkowania przeksztalcenia afinicznego F
jest ograniczony, gdyz p; 1 hg, jako wymiary zwiazane z simpleksem
wzorcowym, sa ustalone.

e Przez to przeksztalcenie afiniczne odwzorowujemy caly element
{7, P, ZT}

na element

{T.Pr,2r}.

Warto wiec zastanowi¢ sie, jaka jest posta¢ poszczegdlnych sktadnikéw
tego elementu przeksztatconego.
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Wyklad 11.

Wstep. Bedzie nam potrzebne kilka poje¢ z Analizy Funkcjonalnej. Przy-
pomnijmy.

¢ OPERATOR DUALNY. Niech X,Y beda przestrzeniami Banacha,
A X — Y, operatorem liniowym i ograniczonym. Symbolem X’
oznaczamy przestrzen dualng do X, to jest przestrzen Banacha wszyst-
kich funkcjonatéw liniowych i ograniczonych okreslonych na X. Norma
w X', to zwykla norma funkcjonatu. Elementy przestrzeni X’ bedziemy
oznaczali symbolami 2’y - - -. Zamiast pisa¢ 2/(z) dlaz’ € X' iz € X
bedziemy czesto pisaé¢ < &', x >; zatem a'(x) =< 2/, x >.

Niech z € X iy € Y’, beda dowolnymi elementami. Zauwazmy, ze
<y, Ax > okresla funkcjonal liniowy nad X, mozemy wiec napisaé

<y, Az >=< Ay, x >,

gdzie A" Y — X'. W ten sposéb okreslony zostat operator A’, zwany
operatorem dualnym (do A). Latwo sprawdzié, ze A’ jest liniowy i
ograniczony, a dokladniej || A’|| = || A]l.

e JADRA, UZUPELNIENIA ORTOGONALNE I ZBIORY PO-
LARNE. Przy powyzszych zalozeniach:

KerA={x e X | Ax =0},

KerA={y eY' |Ay =0}={y €Y' | <¢y,Az >=0V z e X}

Sa to jadra A i A’. Jadro operatora liniowego i ograniczonego jest
domkniete.

Jesli Z C V, gdzie V jest przestrzenia Hilberta, to
Zt={weV|(zv)=0VzeZ}.

Jesli Z jest podprzestrzenia domknieta, to Z+ nazywa sie uzupetnieniem
ortogonalnym Z.

JSiUC XiU=U,toU={2' € X' | <2,u>=0VueU}
nazywa sie zbiorem polarnym dla U. Zbiér polarny jest domkniety.
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e PRZESTRZEN BIDUALNA, PRZESTRZEN REFLEKSYW-
NA. Przestrzen dualna przestrzeni dualnej, to przestrzen bidualna:
(XY = X". Jej elementami sa funkcjonaly liniowe ograniczone nad
X'. Zauwazmy, ze jesli 2’ € X', to dla dowolnego ustalonego =z € X,
2 (x) = o'(x), 2" € X", a zatem x — 2" definiuje odwzorowanie li-
niowe X w X”. Jesdli to odwzorowanie jest izomorfizmem X i X", to
przestrzenie X i X” mozna uwazaé za identyczne. Mowimy wtedy, ze
przestrzen X jest refleksywna. Kazda przestrzen Hilberta jest refleksy-
wna.

Zbadajmy co to jest (KerA’)?. Mamy A’ : Y’ — X'.

(KerA')? =
={y €Y"| <y’ ¢y >=0Vy €Y takiego, ze <y, Az >=0V z € X}.
Jesli przestrzen Y jest refleksywna (Y = Y”)

(KerA')" =

={yeY | <y,y>=0Vy €Y' takiego, ze <y, Ax >=0Vzxe€ X}.
Zauwazmy, ze wtedy AX C (KerA’)°.

Twierdzenie. Niech X @Y bedq refleksywnymi przestrzeniami Banacha,
A: X =Y - operatorem liniowym i ograniczonym. Wtedy

AX=AX wY & AX = (KerA)"

Dowdéd. Zauwazmy, ze wystarczy udowodnié, ze AX = (KerA')?. Wiemy
juz, ze AX C (KerA')®. Poniewaz kazdy zbiér polarny jest domkniety, to
réwniez AX C (KerA')°. Przypusémy, ze AX # (KerA')?. Wtedy istnieje
taki element yy € (KerA')°, ze yo € AX. Wiadomo, ze wtedy istnieje taki
funkcjonal yo' € Y, ze < y),yo ># 0, za$ < yj, Az >= 0, V2o € X. Ale
dochodzimy w ten sposéb do sprzecznosci, gdyz jesli yo € (KerA’)?, to musi
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byé < yi,yo >= 0, jesli < yp, Ax >= 0V & € X. Zatem nie moze by¢
AX # (kerA')?). 8

Ogdlniejsze rownanie wariacyjne.
Niech U i V beda przestrzeniami Hilberta. Jesli nie bedzie to konieczne,
nie bedziemy rozréoznia¢ oznaczeniami norm tych przestrzeni. Niech

a:U xV — R bedzie forma dwuliniowa,
za$ niech [ € V’. Ponadto zatozymy, ze

(1) AM >0 YueU YveV la(u,v)] <|ulll|v] (ciagtosé),

(2) dy>0 YueU ~|ul]| <sup a(“u,”u) (warunek inf-sup),
vev v

(3) VoeV,v#03uelU a(u,v) #0.

Rozwazamy réwnanie wariacyjne

(4) poszukujemy u € U takiego, ze a(u,v)=1Ilv ¥V veV.

Twierdzenie NNBA (Necas, Nirenberg, Babuska, Aziz.) Jesli spel-
nione sq warunki (1), (2), (3), to rdwnanie wariacyjne (4) ma jednoznaczne
rozwiqzanie u € U dla kazdego | € V',

Dowdéd. Wiemy, ze forma a definiuje operator liniowy:
a(u,v) =< Au,v >, A:U — V"
e Operator A jest ciagly. Mamy

JAul = swp | <Auv>|= swp |a(uv)] <
veV, |lv]|=1 veV, |lvl|=1
< sup Mluloll = Ml
veV, |lvl|=1

a wiec || Al < M.

8Gdy X i Y sa przestrzeniami Hilberta (nas interesuje wlasnie ten przypadek) tatwo
znalezé funkcjonat y). Niech P :Y — AX C Y bedzie operatorem rzutu ortogonalnego
na podprzestrzen domknieta AX. Wtedy y) = 7(yo — Pyo), gdzie 7 : ¥ — Y’ jest
izomorfizmem Riesza. Z definicji P wynika, ze < y,, Az >= 0V 2 € X, natomiast warunek
< yb»yo ># 0 wynika z nieréwnosci Schwarza i wlasnosci bokéw trdjkata prostokatnego.
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e Odwracalnosé A. Przypusémy, ze A nie jest odwracalny. Wtedy w
U istnieja dwa elementy rézne uy; # ug i Auy = Auy. Mamy wtedy z
warunku ”inf-sup”

a(uy — ug,v) < A(uy — ug),v >

= sup
o] veV [l

Yllur — ug|| < sup =0
VeV

a wiec u; = us, whrew zalozeniu.

e Ciaglo$é A! na AU. Niech [ € AU C V' i niech u = A7']. Wtedy z

warunku ”inf-sup”

a(u,v) < Au,v > <lv>
Yull < sup = sup ———— = sup ——— = [|{[.
vev  ||v] veV [v]| vev ||
To oznacza, ze |lul| = ||A71]|| < %||l||, a wiec A™! jest ograniczony na

AU.

e Domknietoéé AU. Poniewaz U = A~'AU to AU jest przeciwobrazem
zbioru domknietego U przez funkcje ciaglta A™! jest wiec zbiorem dom-
knietym w V.

o AU = (KerA’)°. Wynika to z domknieto$ci AU (patrz ” Twierdzenie”).
Zatem

AU ={veV|a(u,v)=0YucU} cV".

e A:U — V' jest odwzorowaniem na cala przestrzen V'. Istotnie,
ze wzgledu na warunek (3) KerA' = {0}, wiec AU = (KerA')=V'. &

Teraz zajmiemy sie ”zagadnieniem przyblizonym”. Zastosujemy (kon-
foremna) metode Ritza-Galerkina. Niech U, C U, V}, C V beda rodzinami
podprzestrzeni skonczonego wymiaru. Trzeba bedzie zalozy¢, ze sa one do-
brane do siebie tak, aby

a(up, v
(3) VhewYu, €U, ylupl < sup M,
vh€Vh ”'UH

(mozna zalozy¢, ze stala v jest ta sama co we wzorze (3))

(4/) VhewVvathh;&OHuheUh a(uh,vh)#O.
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Roéwnanie ”przyblizone”
(5) poszukujemy wuy, € Uy, takiego, ze a(up,vp) = lvy, ¥V vy € V.

Poniewaz zalozyliSmy spelienie warunkéw (3’) i (4’), réwnanie (5) ma dla
kazdego h € w jednoznaczne rozwiazanie uy, € Up,.

Realizacja. Przestrzenie U, i V}, dobieramy tak, aby byly tego samego
wymiaru dla kazdego ustalonego h. Niech

Uh = Span{(blllu (bga T 7(25}](4,1}7
Vh = Span{w?7 wga T 7¢]@h}'
Wtedy

My,

h h

un = ;-
=1

Nasze réwnanie (5) moze by¢ teraz zapisane tak

Mp,

(6) > aldf, vl)ey =y, k=12 My,
j=1

Jest to uktad réwnan algebraicznych liniowych

(6") Apcy, = Uy,

0 macierzy

Ah = (a?,j)’ Qij = a( ?7¢?)7

Odwracalno$¢ macierzy A, wynika z warunkéw (37)(4’).

Lemmat. Jesli u jest rozwigzaniem rownania (4), za$ up rozwiqzaniem
réwnania (5), to
a(u—up,vp) =0 YV v, € V.

Dowdéd. Mamy
a(u,vp) =lv, Yo, €V, CV,

oraz
a(up,vp) =lvy, Yo, €V, CV.

Odejmujac stronami te rownosci otrzymujemy teze. il
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Twierdzenie o zbieznosci. Jesli u jest rozwiqzaniem réwnania (4), zas
up  rozwiqzaniem rownania (5), to

M
u—up|| < (1+ —) inf ||ju— wy|,
o=l < (14+2) inf ffu =]
gdzie M 1 vy jest odpowiednio stalq ciqgtosci i koercywnosci formy a.
Dowadd. Niech wy, € Uy, bedzie dowolnym elementem Uj,. Z Lemmatu wynika

a(u—wh+wh—uh,vh):0 V v, €V,

Stad
a(u — wp,vp) = alup, —wp,v) ¥ vy € Vi,

Wykorzystujac warunek ”inf-sup”, otrzymamy

Yup — wy]|] < sup alun — Wn, vn) = sup M < Mlju — wp]],
vp €V “UhH vp €V thH
a wiec
M
|un — wal| < —|lu —wy.
Y
Poniewaz

lun = ull < flun — wn| + [[u = wy]];

po dodaniu po obu stronach poprzedniej nieréwnosci ||u — wy|| otrzymamy
M
Ju =]l < (1 + 7)|lu — wall,

zas biorac po obu stronach tej ostatniej nieréwnosci inf,, ¢y, otrzymamy
teze. B
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Wyklad 12.

POBLEM PUNKTU SIODLOWEGO. Niech U i V beda przestrzeni-

ami Hilberta. Dane sa dwie formy dwuliniowe a i b
a:UxU—R,

b:UxV — R,

oraz feU'  geV’
Geneza problemu punktu siodtowego jest poszukiwanie minimum funkcjo-
nalu nieliniowego

1
J(u) = ia(u,u)— < fiu>
dla v € U speliajacych warunek
blu, p) =< g, pp >

dla kazdego p e V.
Utwérzmy tak zwana funkcje Lagrange’a:

L(u,\) = J(u) + [b(u, \)— < g, A >].

Poszukiwanie ekstremum J przy wspomnianym warunku sprowadza sie do
rozwigzania ukladu 2 rownan

0
%L<u, A) = 0,
0
5[1('&, )\) = O,

gdzie pochodne sa rozumiane w sensie Frécheta.?

9Niech F : X — Y, gdzie X i Y sa przestrzeniami Banacha za$ h € X jest dowolnym
elementem X. Przypusémy, ze istnieje operator liniowy ograniczony, zalezny (na ogdt w
sposéb nieliniowy od z € X), A(z) : X — Y, taki, ze F(x+h) — F(z) = A(x)h+w(x,h) i
Hw‘(lﬂfcl,l?)l\
funkcji F' w punkcie x € X, za$ A(x)h € Y nazywa sie rézniczka Frécheta funkcji F' w
punkcie x dla przyrostu h € X.

— 0, gdy h — 0. Wtedy operator A(x) : X — Y nazywa sie pochodna Frécheta
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Latwo obliczamy:

0

%L(u, Mh =a(u,h)— < f,h > +b(h,\), heU,
5}
5L(u, Nk =blu,k)— < g, k>, keV,

gdzie a(u, h) = [a(u, h) + a(h,u)]. Réwnania wyznaczajace punkt stacjo-
narny sa w tym przypadku postaci

a(u, h) +b(h,\) =< f,h>, Yhel,
b(uk) =< g, k>, VEkeV

Tutaj a jest forma dwuliniowa symetryczna. Pozbywamy sie tego warunku
symetrii; uogdlniajac, bedziemy nazywali zagadnieniem punktu siodtowego
nastepujacy uktad dwoch rownan wariacyjnych:

(PS) poszukujemy pary w € U, A€V takiej, ze
a(u,h) +b(h,\) =< f,h> VY hel,
bu, k) =<g,k> VkeV,

gdzie a i b - to formy dwuliniowe ograniczone, a : UxU — R, b: U xV — R,
feu, geV.
Wiemy juz, ze formy a i b okreslaja operatory A i B

a(u,h) =< Au,h >, A:U = U,

b(u, k) =< Bu,k >, B:U — V",
b(k,u) =< Bk,u >=< Bu,k >, B':V —-U".

Roéwnania (PS) mozemy zapisa¢ w sposéb réwnowazny, postugujac sie ope-
ratorami A i B
Au+ B')\ = f,

(PS) Bu=g.
Wygodnie bedzie jeszcze oznaczy¢

W=A{weU]|bwk)=0 VkeV}=KerB.
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Lemat. Warunk: 1, 2, 3 sq rownowazne:
b(v,
1379 >0 7llull < sup,ey Lo,

2. b(v, pu) =< Bv, p>
B:U—-V,
B: WL = V' jest izomorfizmem na i || Bv| > ~v|v|,
3. B :V-=U
B :V —>W°CU jestizomorfizmem na i || B'u| > |-

Dowéd.
e .= 3 Mamyb:U xV — R, oraz

b(u, p) < Bu,u > < B'u,u>
Pl < sup At _ gy S B> _ G B gy
wel ||| we ||ul| we lul]

a wiec B'~! istnieje i jest ograniczony: B’ : V — B'V C U’. Oznacza
to, ze B'V jest przeciwobrazem przez B~! zbioru domknietego V. Stad
wynika, ze B'V = B'V, a wiec B'V = (KerB)? = W°. A wiec

BV —-Ww°
jest izomorfizmem 1 v||u|| < ||B'w].
o 3. = 1. Jesli ||B'ull > ~|lpl, to

b(u, p) < B'p,u>
sup — - = sup ———— = || B'p|| > 7|pl].
wet lull wer vl

e 3. = 2. Mamy b(u,u) =< B'u,u >, a poniewaz B’ : V. — W° C U’
jest izomorfizmem, to VX € W° c U’ v € V Bv = A Niech
u € W; (u,-)y jest funkcjonatem nad U, zatem (u,-)y € WP. Istnieje
zatem v € V| B'v = (u, )y, a wigc, dla takiego v

VwelU < Bv,w>=(u,w)y =< Bw,v >= b(w,v).
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Podstawmy w = v € W+; stad

sup b(u’ k) b(u,v) _ (U,U)U _ HuH2

kev IR [l ol el
Ale z twierdzenia Riesza wynika, ze ||ul| = ||B'v|| > 7||v||. Zatem
ostatecznie V u € W+ C U
b(u, k) < Bu, k> 1B o] [[ull
sup = sup — - = [[Bul| = == > 7lul|.
kev IKIE wev (K] o]

To znaczy, ze forma b jest ograniczona i spelnia warunek ”inf-sup”.
Pokazemy jeszcze, ze

VkeV, k#0 JuelU bluk)#0.
Przypusémy, ze tak nie jest; wtedy
dk#0 YueU blu, k) =< Bu,k >=< B'k,u >= 0.

Poniewaz jednak B’ : V' — W0 jest izomorfizmem, to B’k = 0 =
k = 0. Stad sprzeczno$¢ z zalozeniem, ze k # 0. Zatem na podstawie
Twierdzenia NNBA B : W+ — V’ jest izomorfizmem i ||Bul|| >

v||u||, to znaczy, ze 3. = 2.
2. = 1. Niech g € V. Wtedy V p € V mamy

<g,p>
]| = sup ——.
sev gl

Poniewaz B : W+ — V' jest izomorfizmem, to istnieje u € W+ taki, ze
Bu = g. Zatem

B b b
lll = sup SBUH> o (W) o )
ueWL ||Bu|| ueW-L fYHUH welU 7”“”

gdyz || Bul| = ~[lul]; to znaczy, ze

ue

b(u, 1)
Ypdl < sup
v ul
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Twierdzenie Franco Brezzi. Jesl spelnione sq nastepujace warunksi:
Ja>0 alul| <alu,u) VueW = Ker BCU,

b(u, 1)
[l

F7>0 y|pll < sup Vupev,
uelU

to zagadnienie (PS) ma jednoznaczne rozwigzanie dla dowolnych f € U’ i
geVv’.

Dowéd.

1. Drugie réwnanie (PS) jest postaci b(u, k) =< g,k > V ke V. Ze
wzgledu na drugi punkt tezy Lemmatu, znajdziemy taki element

ug € Wt, ze Buy=g.

2. Teraz poszukujemy wg € W = Ker B takiego, ze
a(ug + wp,v) =< f,v > YveW CU,
lub tez inaczej, poszukujemy rozwiazania wy rownania
a(wg,v) =< f,v > —a(ugp,v), YveW CU.

Takie wy € W istnieje i jest jednoznaczne, gdyz nasze rownanie spelnia
zalozenia Twierdzenia Laxa-Milgrama.

3. Teraz szukamy A\, z réwnania
b(v,\) =< f,v > —a(ug,v) — a(wp,v), Yovel.
Funkcjonal wystepujacy po prawej stronie oznaczymy symbolem F':
< Fov >=< f,v > —a(ug,v) — a(wy, v).
Z Lemmatu (punkt 3.) wiemy, ze
B:V->Ww'cU

jest izomorfizmem, zatem istnienie rozwiazania \ jest rOwnowazne warun-
kowi F € WP, czyli warunkowi

<Fw>=0 YweW.

Ale ten warunek jest speliony ze wzgledu na definicje wg w punkcie 2.
tego dowodu. B
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Aproksymacja zadania (PS). Wybieramy podprzestrzenie skonczonego
wymiaru U, C U, oraz V}, C V, oraz definiujemy

Wh:{weUh| b(w,k)zo V/{JEV}L},

Wh(g) = {U) S Uh| b(w,k) =<g,k> Vke Vh}
Zauwazmy, ze na ogdt W, ¢ W = ker B C U.

Warunki LBB (Ladyzenska, Babuska, Brezzi). Sa to warunki nalozone
na podprzestrzenie U, C U i V), C V. Formy

a:UxU— R,

b:UxV —R

sa ograniczone i ponadto
(A)  a jest Wy -koercywna I a >0 alluyl < alup,un) ¥ up € W,
zakladamy tez, ze forma b spelia nastepujacy warunek ”inf-sup”:

b(vp,
(B) 3750, ] < sup Xy

v €U ||Uh||

Problem ”przyblizony”.

poszukujemy pary (up, A\p) € U, XV}, spelniajacej réwnania

(PSh) a(up,v) +b(v,\p) =< f,v > VveU,,

b(up, k) =< g,k > VY k€ V.

Zauwazmy, ze ze wzgledu na warunek LBB, dla problemu (PS},) zawsze
istnieje jednoznaczne rozwiazanie.

Realizacja. Przypusémy, ze znamy bazy dla przestrzeni U, C U i dla
przestrzeni V;, C V

Uy, = span{o1, ¢a,- -, dur}s
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Vh = span{1/11, @Z)Q, T 71/)M}‘10

i

|

|

Mamy
M M
up =Y dcj, A=y 1hd;,
j=1 j=1
wiec "réwnania przyblizone” mozemy zapisa¢ w formie macierzowej
Av Bil[e] _ [/
By, dl Ly
gdzie
Ap = (ar;), ar; = alo;, o),
By = (br;), brj =0b(¢;, k),
Cc= [017 Coy ey CM]Ta
d - [db d27 T 7dM]T7

i:[< f’gbl >7<f’¢2 >’”'7<f7¢M >]T7
g=[< g, > < g, tha >, < g,bn >]T.

Pierwsze Twierdzenie o zbieznosci. Niech (u,\) € U X V i (up, \p,) €
U x Vj, beda rozwigzaniami réwnarn (PS) 1 (PSy) odpowiednio. Wtedy, jesli

spetniony jest warunek LBB, to
— +A=M\]| <C ] inf — inf ||\ — ,
Ju = wall + I =Ml < C T inf u=wnl+ nf A= ]
gdzie C' jest statq niezalezna od h.
Dowéd. Odejmijmy stronami odpowiadajace sobie réwnania z uktadu (PS)

i (PSh). Otrzymamy
a(u —up,v) +b(v,\=X,) =0, Vvel,
b(u—up,k)=0 VkeV,.

Zauwazmy od razu, ze z drugiego réwnania wynika, ze u—u;, € Wj. Ponadto
z drugiego réwnania (PS) i (PS)) wynika, ze odpowiednio, u € W (g), zas

10Zaréwno ¢;, 15, jak i M zaleza na ogét od h, czego nie uwidaczniamy w notacji, aby

nie komplikowaé¢ oznaczen.
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up, € Wi(g). Niech wy, € Wy(g), pn € Vi. Odejmujac i dodajac te elementy,
dostaniemy

(%) a(up, — wp,v) + b(v, A — pp) = a(u — wp, v) + b(v, A — pp).

Podstawmy teraz v = up, — wy, € Wy. Wtedy b(up, — wp, Ay — pp) = 0, gdyz
up, — wy, € Wy, zas A\, — up, € V. Wykorzystujac teraz ciagtosé form a i b,
oraz Wy-koercywnosé formy a, otrzymamy

() lun = wn]l < C [l = wnll + A = )]

gdzie (] jest pewna stala niezalezna od h.
Wréémy teraz do wzoru (). Dzielac stronami przez ||v||, wykorzystujac
warunek ”inf-sup”, oraz ciagloé¢ form a i b otrzymamy, dla pewnej stalej Cs

[An = ]l < Colllu = wall + A = pnll + lfun = wal[]-

Teraz podstawiajac (#x*) do ostatniej nieréwnosci, oraz dobierajac odpowied-
nio stata Cs, stwierdzamy, ze

1A = gl < Cs [llu — wall + 1A = pnl]-
Po dodaniu stronami nieréwnosci (#x), oraz dobraniu stalej Cy, mamy
[tn = wal| + | A0 — pnl] < Ca [[lu — wa | + [|A = pall].

Jeszcze dodajemy stronami ||u — wy|| + || A — prl|, wykorzystujemy po lewej
stronie nierownos¢ tréojkata, oraz dobieramy stala C'. Po wzieciu po obu
stronach inf,, cw, (g), inf,, cv;, otrzymamy teze twierdzenia. |

Pierwsze Twierdzenie o Zbieznosci, podaje oszacowanie bledu dla v w
zaleznosci od ||u — wy|| oraz ||A — ppl|. Ze wzgledu na to, ze W), ¢ W,
oszacowania bledu dla u nie da sie odseparowaé¢ od bledu dla A. Jest to
niekorzystne, gdyz czesto w konkretnych przypadkach, aproksymacja dla A
jest stabsza niz mozliwa do uzyskania aproksymacja u. Dodanie warunku,
zwanego warunkiem C' pozwala pozby¢ sie tego klopotu. Jednakze zalozenie
warunku C' naklada jeszcze wiecej wymagan na dobér przestrzeni U, i V.
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Drugie Twierdzenie o Zbieznos$ci. Zalozmy, ze podprzestrzenie U, C U
1 Vi, CV spelniaja warunki LBB, oraz zZe spetniony jest warunek C

() Wy, C W = Ker B.
Wtedy zachodzi nastepujace oszacowanie:

|lu —up|| < C inf lu — ws]|.
wp €W (9)CUn

Dowdéd. Podobnie jak w dowodzie poprzedniego twierdzenia najpierw ode-
jmujemy stronami odpowiednie réwnania (PS) i (PS’). Otrzymamy

a(u — up,v) +b(v,A—=X\) =0 YoeU, CU,

b(u—up,k)=0 VkeV,eV.
Niech wy, € Wy(g); Odejmujemy i dodajemy wy, i dostajemy

a(up, — wp,v) = alu — wpy, v) + b(v, A — Ap).

Podstawmy teraz v = uj, — wy,. Zauwazmy, ze ze wzgledu na warunek (C)
b(up — wp, A — Ap) = 0. Zatem pozostaje tylko

a(up, — wp, up — wp) = alu — wp, up, — wy,).
Warunek W),- koercywnosci formy a, oraz jej ciaglo$¢ daja nieréwnosé
[un — wall < Ciflu —wh.

Po dodaniu stronami ||u — wy]|, skorzystaniu z nieréwnosci tréjkata, oraz po
wzieciu po obu stronach infy, ew, ) otrzymamy teze. |

Waznym przykladem zagadnienia punktu siodlowego jest zagad-
nienie Stokesa w postaci uogdlnionej. Jego wersja klasyczna, to:

—Au(z) — Vp(z) = f(2),
divu(z) =0, z €,
u(z) =0, z €,
i dodatkowo, dla jednoznacznosci [, p(z)d§2 = 0. Zmienna u interpretuje sie

jako pole predkosci w obszarze €2, zas p-jako cisnienie.
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NRC :
ZADANIA Z CWICZEN

. Przypomnij definicje normy macierzy kwadratowej. Podaj rézne real-
izacje normy w zaleznosci od przyjetej normy w przestrzeni wektorowej.

. Na siatce réwnomiernej zaaproksymuj przez roznice dzielone pochodna
pierwsza, druga,... Uzyj réznic w przéd i w tyl, réznicy centralnej, ...
Zbadaj rzad aproksymacji (reszty).

. Zaaproksymuj przez réznice dzielone na siatce kwadratowej operator
rozniczkowy

0? 0?
—Au=——=u— —u.
u 52 8y2u

. Na odcinku [0, 1] zaaproksymuj na siatce réwnomiernej réwnanie
—u"(x) = f(x)
z warunkami brzegowymi Dirichleta
u(0) =A, u(l)=B.

Wypisz w postaci Az = b otrzymany uktad réwnan algebraicznych lin-
iowych. Udowodnij, ze macierz A jest symetryczna i dodatnio okreslona.

. Aproksymacja przestrzeni Banacha (U, || - ||), to rodzina tréjek
(%) {Unh, 7hs Pr Y hew
gdzie
e (Upn, |l -|ln) h € w - rodzina przestrzeni (skoniczonego wymiaru),

e 1, : U — U, - to operatory obciecia,
e py : U, — U - to operatory przediuzenia.

e Niech u;, € U, dla kazdego h € w. Rodzina {up}re. jest zbiezna
dyskretnie do u € U, jesli

|lrnu — up|lp — 0, gdy h — 0.
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Tutaj w C R jest zbiorem indekséw h € w. Zaklada sie, ze w ma jedyny
punkt skupienia 0. Aproksymacja () jest zbiezna jesli 7, — I, gdzie
Th = PuTh, &dy h — 0. Aproksymacja () jest stabilna, jesli operatory
przediuzenia s wspolnie ograniczone.

Udowodnij, ze jesli aproksymacja przestrzeni jest zbiezna i
stabilna, to zbiezno$é dyskretna rodziny {uj}nc., pociaga jej
zbieznosé w przestrzeni U, to znaczy |ppu,—ul|| — 0, gdy h — 0.

Niech U = C([0,1]) z norma "sup”. Na przedziale [0,1] budujemy
siatke N + 1 punktéw réwnoodlegtych i przyjmujemy U, = RNt 7
norma "max”. Okreslamy jako r;, "obciecia” funkcji z U do zbioru
punktéw siatki, za$ jako pj intepolacje przy pomocy lamanej. (Jak
wyglada zbior w?)

Sprawdz, ze dla tego przykladu zachodzi udowodnione wyzej
twierdzenie.

. Na siatce kwadratowej na plaszczyznie zaaproksymuj roznicowo

(a) druga pochodna mieszana (zakladamy ciaglosé drugich pochod-
nych mieszanych),
(b) laplasjan.

Aproksymowaé trzeba w punkcie 0, za$ wolno uzywaé tylko punktéow
0, 1, 2, 3, 4.

* O %
=% DN

1
*
3

. Zaaproksymuj réznicowo na siatce kwadratowej €2, U I'y, zbudowanej
na obszarze Q = [0, L] x [0, L] C R? w ten sposdb, ze brzeg siatkowy
[, lezy na 02, réwnanie

—Au(p) + byug(p) + bauy(p) + cu(p) = f(p)

(a) z warunkiem brzegowym Dirichleta,

(b) z warunkiem brzegowym Robin

oL u(p) + Bu(p) = 6
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Uzyj do aproksymacji pierwszych pochodnych

e rOznic centralnych,
e réznic w przdd,

e rOzZnic w tyl.

Zbadaj stabilnos¢ schematu w kazdym z przypadkow, uzywajac jako
kryterium Twierdzenia 1 z wykladu 3.

8. Na siatce kwadratowej zbudowanej na kwadracie [0, L] x [0, L]

= w N = O
[l N
[\CRNo I, B LI\
W OO Ww
= W N

zaaproksymuj réwnanie —Au+cu = f z warunkiem brzegowym Dirich-
leta, uzywajac schematu z otoczeniem siatkowym

Wypisz uklad rownan algebraicznych liniowych. Zwr6¢ uwage na struk-
ture macierzy uktadu.

9. Przenies$ na siatke warunek brzegowy Dirichleta, uzywajac

(a) ekstrapolacji liniowej:
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(b) interpolacji liniowej

Punkty oznaczone 1 i 2 leza na siatce, zas punkt oznaczony 0 lezy na
prawdziwym brzegu. Aproksymujemy zagadnienie brzegowe

—Au(p) + cu(p) = f(p), ¢>0, pe,

u(p) = ¢(p), p €I,

(zaktadamy, ze ma ono rozwiazanie co najmniej klasy C?!) przy po-
mocy schematu z otoczeniem siatkowym

*
Ni(p) = * %,
*

dla Q C R?, na siatce o stalym kroku i w obu kierunkach. Zakladamy
takze, ze uzyskuje sie w ten sposob schemat rzedu 2.

Wyciagnij stad wnioski dotyczace bledu inter(extra)polacji: Uzyj wielo-
mianu interpolacyjnego i wzoréw na oszacowania bledu interpolacji.

Poréwnaj wyniki z punktu widzenia stosowalnosci réznych kryteriow
stabilnosci.

10. Dla zagadnienia

—Au(p) +cu(p) = f(p), ¢>0, peQ,

postawionego na kwadracie Q@ C R? o bokach réwnoleglych do osi
uktadu wspétrzednych, z warunkiem brzegowym Neumanna

L ulp) = o), pe o

11% oznacza tutaj operator pochodnej normalnej do brzegu, skierowanej na zewnatrz

obszaru (2.
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11.

12.

zbudowano schemat réznicowy na siatce ze stalym krokiem h w obu
kierunkach, oparty na takim samym otoczeniu siatkowym dla punktéw
wewnetrznych jak w poprzednim zadaniu. Niech brzeg siatki bedzie
zawarty w brzegu obszaru (2.

Zakladajac, ze réwnanie rézniczkowe jest spetnione takze na brzegu 0€2,

zbuduj aproksymacje warunku brzegowego rzedu przynajmniej 2.

Zastosuj kryterium stabilnosci sformutowane we wnioskach z Twier-
dzenia 2 z Wykladu 3 do zbadania stabilnosci schematu

VA), + (VA A+V),
RCAEEL A CES S
A+V
H(;Lh)y]uk,z +cupy; = fuy ¢>0,

dla punktéw wewnetrznych obszaru siatkowego €2, z warunkami Dirich-
leta na brzegu obszaru I'y,. Jako obszar przyjmij kwadrat na plaszczyznie,
ktorego boki sa rownolegle do osi uktadu wspoétrzednych, oraz zbuduj
siatke o stalym kroku h w obu kierunkach, ktérej brzeg lezy na brzegu
obszaru.

(a) Dane jest zagadnienie brzegowe
—u' (t) 4+ cu(t) = f(t), ¢>0, te(a,b),
u(a) = u(b) =0,

Zakladajac, ze istnieje rozwiazanie klasyczne wu, udowodnij, ze
spelia ono nastepujace oszacowanie
[ull < M f]lo,
gdzie || - || oznacza kazda z (semi)norm |- |1, || - |1, || - |lo, zas M
jest stata. Zastandéw sie co oznacza to oszacowanie.
(b) Zagadnienie z punktu (a) zaaproksymowano réznicowo na siatce
b—a
N +1

th=a-+kh, k=0,1,---, N+1, h=

i otrzymano schemat

VAuk
_ e

+cuk:fk7 k:172"'7Na
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13.

14.

Ug = UN+1 = 0.

Udowodnij, ze schemat jest stabilny zaréwno w normie || - ||o, jak
i w normie || - ||;. Zastanéw sie nad dobrymi i zltymi stronami
aproksymacji w kazdej z rozwazanych norm.

Dany jest uklad réwnan algebraicznych liniowych
Axr =d

o macierzy symetrycznej i dodatnio okreslonej. Proces iteracyjny Ri-
chardsona jest okreslony w nastepujacy sposob

xo — dowolny, zp.1 = xp + KT,

gdzie rp = d — Az jest tak zwanym reziduum na k-tym kroku, zas
k to wspdtezynnik relaksacji, ktory dobieramy tak, aby uzyskaé¢ jak
najlepsza zbieznos¢ procesu.

(a) Wyraz przy pomocy wlasnosci widma macierzy C' = [ — kA
warunek konieczny i dostateczny zbieznosci do zera ciagu macie-
rzy C*, gdy k — oo. Zastosuj uzyskany wynik dla okredlenia
warunkéw zbieznos$éi procesu Richardsona.

(b) zakladajac, ze widmo macierzy A jest uporzadkowane jak nizej
A <A< <Ay

wyznacz taka warto$é¢ k przy ktorej zbieznosé procesu Richardsona
jest najszybsza.

(c) Dla optymalnej wartosci k wyraz wspélezynnik zbieznosci procesu
Richardsona poprzez wspdlczynnik uwarunkowania macierzy

A.

Do iteracji Richardsona dla ukladu Axr = d wprowadz precondit-
ing w nastepujacy sposéb: mniech M = M? > 0 i niech macierz
M bedzie bliska macierzy A. Oznaczmy przez C pierwiastek z M:
M = CC. Ponadto zalézmy, ze potrafimy latwo rozwiaza¢ uktad
Mz = r. Utwérzmy nowy uklad C~"AC~'y = C~'d, ktéry oznaczymy
Ay =d.
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(a) Zastanéw sie, dlaczego ten nowy uklad moze mie¢ mniejszy wspot-
czynnik uwarunkowania niz uktad oryginalny.

(b) Zauwaz, ze x = C~1y.

(¢) Zbuduj proces Richardsona dla nowego uktadu oznaczajac kolejne
wektory procesu przez iy, zas rezidua przez Sy.

(d) Wzorujac sie na zaleznosci miedzy x i y utwérz nowe wektory
xr 1 nowe rezidua z nimi zwiazane 1, wykorzystujace macierz
A, macierz M i wektor d. Stanowczo pozbadZ sie macierzy C~!!
W trakcie procesu dopuszczamy rozwiazywanie ukladu réwnan z
macierza M.

15. Roztézmy macierz A:
A=L+D+U,

gdzie L, D, U, to odpowiednio cze$¢ pod diagonala, diagonala i czesé
nad diagonala.

(a) Iteracja Jacobiego:
Ll‘k + Dl‘k_ﬂ + UZL‘k =d.
Udowodnij, ze jesli

Dizj lai

’@m'\

<p,

to iteracja Jacobiego jest zbiezna do rozwiazania ukiadu.

(b) Gauss-Seidel:

Wykorzystujac Twierdzenie o Postaci Kanonicznej (patrz
nizej), udowodnij, ze iteracja Gaussa -Seidel’a zbiega, gdy

A=A >0.

(¢) Proces iteracyjny dwupoziomowy dla uktadu Az = d jest w postaci
kanonicznej, gdy

a — X
B TR 0 Agy = d.
T

82



tutaj B jest macierza odwracalna, zas 7 > 0, to wspolczynnik
relaksacji. Zauwaz, ze proces ten moze zawiera¢ w sobie precon-
diting. Zachodzi twierdzenie:

Twierdzenie o Postaci Kanonicznej. Jesli
o A=A">0
e B-7A>0

to proces jest zbieiny w normie energetycznej:

||I’ — xk:HA — 0.

Udowodnij Twierdzenie o Postaci Kanonicznej.

(d) Zbadaj zbieznosé procesu pod - nad relaksacji:
(D +wl)zpir = [(1 —w)D — Uw|z, + wd.

Tutaj Az = d, A = AT > 0, za$ w, to parametr dodatni. Gdy
w < 1, proces nazywa sie pod-relaksacja, gdy w > 1 nad-relaksacja.
Dla w = 1, to proces Gaussa-Seidel’a.

16. Niech u € C*(Q), gdzie 2 C RY jest obszarem o brzegu dostatecznie
regularnym.

(a) Znajdz divVu.
(b) Niech v € CY(Q) i niech w € [C*(Q)]¢. Udowodnij, ze

/deiv(w)dQ:/de'v(vw)dQ—/QvadQ.

Zastosuj

Twierdzenie Gaussa. Niech u € [C1(Q)]?. Wtedy

/ div(w)d) = / u nds,
Q o0

gdzie n jest wersorem normalnym do brzegu OS2, skierowanym na
zewnqtrz obszaru.

aby otrzymac¢ wzor na catkowanie przez czesci

_/QUAudQ: _/muddudsju/QVvVudQ.

n
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(c) Zastosuj uzyskany wzér do utworzenia sformutowania uogélnionego
dla réwnania:

—Au(p) + cu(p) = f(p), pe

z warunkiem jednorodnym Dirichleta, oraz z warunkiem (niejed-
norodnym) Neumanna. Pamietaj o Twierdzeniu o Sladzie!.

(d) Powtérz to samo dla réwnania typu eliptycznego
0
_ Z ' ’]8 Ju+cu=f,
4= 1

z warunkiem Dirichleta jednorodnym.

(e) Wyprowadz odpowiednik ”"naturalnego” warunku Neumanna w
tym przypadku.

17. Niech
a:VxV-—-=R

bedzie forma dwuliniowa ciagta, koercywna i symetryczna, zas
-V —-R

forma liniowa ciagla nad przestrzenia Hilberta V.
Okreslimy funkcjonat

J(v) = ;a(v,v) — .

(a) Udowodnij, ze warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, aby

J(u) = min J(v)

veV

jest
a(u,v) =lv, YveV.

(b) Udowodnij, ze J osiaga zawsze jedyne minimum globalne w V.
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18.

19.

20.

Niech K C V bedzie zbiorem wypuklym i domknietym w przestrzeni
Hilberta V', a : V x V — R forma dwuliniowa ciagla, symetryczna, i
koercywna nad V', [ : V — R forma liniowa ciagla nad V. Udowodnij
nastepujaca wersje Twierdzenia Lax’a - Milgrama:

Twierdzenie. W K istnieje jedyny punkt u, w ktorym funkcjonat J
0814ga MINIMUM.

Wskazéwka. Udowodnij naﬂ'pierw, ze funkcjonat J jest ograniczony z dotu
na zbiorze K przez liczbe —%”, gdzie v, to stala koercywnosci. Nastepnie
okresl ciag elementéw

v € K, J(Uk) =c; € R,

gdzie cj jest ciagiem minimalizujacym, to jest dazacym do kresu dolnego
funkcjonatu J. Udowodnij, ze kazdy taki ciag {vy} jest ciagiem Cauchy’ego.

Przy zalozeniach poprzedniego zadania, udowodnij, ze u € K jest punk-
tem w ktorym funkcjonal J osiaga minimum wtedy i tylko wtedy, gdy
spelnia on nastepujaca nieréwnos¢ wariacyjna

a(u,v —u) > 1l(v—u) Yo e K.

Wskazéwka.

e Zauwaz, ze a(u,v) jest iloczynem skalarnym w przestrzeni Hilberta V.

e Zauwaz, ze norma w V i norma wprowadzona przez forme a sa rownowa-
zne.

e Wyraz funkcjonal | poprzez nowy iloczyn skalarny (Twierdzenie Rie-
szal).

e Zauwaz, ze minimalizacja funkcjonatu J na K, to to samo co znalezie-
nie w K elementu najlepszej aproksymacji, w sensie nowej normy, dla
znalezionej reprezentacji Riesza funkcjonatu [.

e Zmajdz warunek geometryczny, (analogiczny do takiego warunku dla

rzutu ortogonalnego na podprzestrzeri) dla rzutu ortogonalnego na
zbidér K.

Zbadaj elementy: {T,Pr,2r}, V = HY(Q), Q € R%2. Wyznacz bazy
dualne, zbadaj konforemno$¢, zbuduj bazy w przestrzeni elementu skon-
cZonego.
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(a) T - tréjkat o wierzchotkach py, p1, pa; Pr-wielomiany dwdéch
zmiennych, stopnia < 1; ¥r: ¢;(P) = P(p;) j=0,1,2.

(b) T - trdjkat; p; j =0,1,2, Srodki bokéw, Pr - jak wyzej Xp - jak
WYyZej.

(¢) T kwadrat o wierzchotkach p; j = 0,1,2,3; Pr: wielomiany
dwoch zmiennych stopnia nie wigkszego niz 2; Xp: jak wyzej
(cztery elementy).

21. Dla funkcji f(z) = |z| znajdZz przynajmniej dwie pochodne dystry-
bucyjne.

22. Do rozwiazania uktadu réwnan algebraicznych liniowych
Axr=d

o macierzy A symetrycznej i dodatnio okreslonej zastosowano Metode
Gradientow Sprzezonych - w skrécie CG. Metoda iteracyjna CG
polega na minimalizacji funkcjonatu

1
J(x) = 533TAZE —z7d

na kazdym kroku iteracji. Minimalizacji dokonujemy zawsze w przes-
trzeni wymiaru 1.

Warto sobie zapamietaé¢, ze metoda CG charakteryzuje sie znacznie
lepszym wspolczynnikiem zbieznosci niz metody iteracyjne dotychczas
omoéwione. Wiemy na przyktad, ze dla iteracji Richardsona wspolczynnik
zbieznosci wynosi

_ cond(A) —1
1= cond(A) +1°
Dla metody CG mamy

\/econd(A) — 1

cond(A) + 1 '

q:

Przy bardzo duzych wartosciach cond(A) pojawienie sie pierwiastka ma
duze znaczenie!
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(a)

(b)

Iteracje zaczynamy od dowolnego punktu zy. Wybieramy wektor
po =10 =d— Axyg.
Jesli juz okreslilismy zy i pg, to wybieramy
Tg41 = Tk + Qg Py,
gdzie a4, jest tak dobrane, ze
J(zr, + agpr) = glel}%l J(zr, + apg).
Kolejny wektor pgi1 okreslamy przy pomocy warunkow
Th+1 = Tk — QpApy,

P41 = Tht1 + Bk,
gdzie pj Apyi1 = 0.

Nalezy:

wyliczy¢ wspotezynniki ay 1 g,
pokazaé, ze prawdziwe sa takze takie (numerycznie dogodniejsze)
WZzOory
T T
Tk Tk B = Te+1Tk+1
T g k= T :
Pk APk T T

ap =
pokazaé, ze na kazdym kroku iteracji minimalizuje sie
||37 - xk”z‘la

pokazac, ze algorytm znajduje dokladne rozwiazanie uktadu po n
krokach, gdzie n jest wymiarem zadania.

23. Bardzo proste zagadnienia ewolucyjne. Zajmiemy sie najpierw
zagadnieniem Cauchy’ego dla bardzo prostego rownania hiperbolicz-
nego pierwszego rzedu.

u + puy =0, u(0,z) =¢(x), t>0, z€R,

gdzie p jest stala.
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(a)

Udowodnij, ze jesli ¢ € C*, to rozwiazaniem jest

ult, z) = oz — put).

Zinterpretuj ten wynik jako przemieszczajaca sie fale.

Metoda Fouriera badania stabilnosci schematéw réznico-
wych polega na tym, ze poszukujemy rozwiazania schematu rézni-
cowego w postaci
uz — ,yneiak

gdzie « jest dowolna liczba rzeczywista, uj =~ u(kh,n7), h > 0 to
krok "przestrzenny”, zas 7 > 0 to krok ”czasowy”. Po wstawieniu
tego wyrazenia do schematu, wyliczamy v w zaleznosci od «. Jesli
z tego zwiazku wynika, ze

l7(a)| <1V aeR,

to schemat jest stabilny w pewnej normie dyskretnej (patrz takze
dalsze zadania).

Zbadaj stabilno$¢ nastepujacych schematéw réznicowych
i zinterpretuj ich polozenie na siatce, zbadaj ich rzad:

i. Schematy Upwind.

uptt = = Mafuf — upy ),
gdzie A = 7, zas 7 > 0 to krok "czasowy”, a h > 0 to krok

"przestrzenny”. Wielkos¢ A > 0 nalezy traktowac¢ jako stala.
Trzeba zauwazy¢, ze stabilnos¢ schematu zalezy zaréwno od
znaku p (dla jakich p ten schemat jest dobry?), jak i od
wartosci A. Znajdz warunek jaki powinna spetia¢ stata \.
Zinterpretuj ten fakt z punktu widzenia postaci siatki. Skon-
struuj schemat dobry dla dla g o przeciwnym znaku. Jesli
stabilno$¢ schematu zalezy od wartosci A, to taki schemat
nazywa sie warunkowo stabilny.

ii. ”Pozornie” lepszy schemat.

n+l _ n n n
U = U+ §N[uk+1 — Up_q]-
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iii. Schemat Laxa - Friedrichsa.

n szl + UZ 1 /\ n n
P = % + §M[Uk+1 — U]

iv. Rownanie typu parabolicznego.
U = AUy, a >0, 0< <L, 01,
warunek poczatkowy
u(0,z) = ¢(x), z€[0,L], L>0,
warunki brzegowe

u(tv O) = @Zjl(t): u(tv L) = @Z)Q(t)'

Przy pomocy metody Fouriera zbadaj stabilno$é¢ schematu z
parametrem 0 < o <1

n+l __
Uy =

= up + Aafo(up_; — 2up + up )+

+(1 = o) (upty = 2ui ™ + )],
T
A= 73
Schemat dla ¢ = 0 jest otwarty. Trzeba zauwazy¢, ze dla
pewnych wartosci ¢ (dla jakich?) schemat jest warunkowo
stabilny, dla innych jest stabilny bezwarunkowo. Zauwaz jaka
jest stabilnos¢ schematu otwartego. Zauwaz, ze schemat zam-
kniety wymaga rozwiazania na kazdym kroku czasowym ukta-
du réwnan algebraicznych liniowych. Wypisz ten uktad. Zas-
tanéw sie jak moznaby go rozwiazywac¢ numerycznie. Zbadaj
rzad schematu w zaleznosci od 0. (Uwaga na punkt o = 11)
Wyeciagnij wnioski co do budowy siatki, w przypadku gdy
schemat jest tylko warunkowo stabilny.

(c) Inna, bardziej uniwersalna metoda badania stabilno$ci
schematow 2-poziomowych. Schemat dwupoziomowy jest w
postaci kanonocznej, jesli

B— = _|_A1_1” :f’l7



gdzie u" oznacza cale rozwiazanie schematu na n-tym poziomie
czasowym, A i B sa macierzami odpowiedniego wymiaru, f jest
wektorem. Zaklada sie, ze A = AT > 0.

Mozna udowodni¢, ze schemat jest stabilny (w normie mieszanej:
L? dla zmiennych przestrzennych, max dla zmiennej t), jesli

Jee (0,1 ze BZIeJrgA.

Zbadaj stabilno$é¢ schematu z zadania 23(b)iv. przy pomocy tego
kryterium. Zastosuj te sama metode w przypadku, gdy wspdtczyn-
nik a = a(x) > 0 (zalezy od z).

24. DFT - Dyskretna Transformata Fouriera. Niech

= {u07u17 e 7uN71}

bedzie ciagiem liczbowym. Ciag ten przedluzamy ”w obie strony” w
sposéb periodyczny, to znaczy tak, ze dla dowolnego s catkowitego u, =
Uk+sN .

DFT ciagu u, to ciag

Fu=

1=>

= {a()aala e 7ﬂN—1}7
gdzie
1N 27rkJ
i NZ Nou; k=0,1,---,N—1.

Odwrotna DFT (IDFT) ciagu u, to ciag

1:1 = {ﬂ(]?ﬁla e 7ﬁN71}
gdzie
N-1
- 2njk
Uy = e~ uj, k=01,---,N—-1
=0
(a) Odwrotnosé. Udowodnij, ze F'u = 1.
(b) Przesuniecie. Niech
1_1.+p = {Up, Ul4p, U24p, " " - 7UN—1+p}7
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gdzie p jest liczba catkowita. Udowodnij, ze

(u.+p) =V= {U07U17 e 7,UN*1}7

gdzie
27 g
v = N PG,

Norma. Niech
N-1
2 2
Jullg, =h > luyl*.
=0

Udowodnij, ze

0,h-

(8 = <]
tljon = —=|lu
vV IN
Dla schematu réznicowego dwupoziomowego, otwartego postaci
T
n+1 __ n
upt =) aguiy,
j==r
z warunkiem poczatkowym
0
u=¢p k=---,-1,0,1,---

periodycznym o okresie NV, znajdz DFT.
Udowodnij, ze dla kazdego n =0,1,2,---

gy = ()" iy,
gdzie 7 jest pewna liczba zespolona zalezna od k.
Wypisz postaé v, jako funkcji k.
Wyraz u” poprzez °.

Na podstawie przeprowadzonych rozwazan w poprzednich punk-
tach zadania, uzasadnij, dlaczego w Metodzie Fouriera badania
stabilnosci schematéw réznicowych omawianego typu, poszuku-
jemy rozwiazania schematu w formie

u = y(a)"e* ¥V a€R.

Udowodnij, ze warunek |y(a)| < 1 pociaga stabilnosé schematu
rozwazanej wyzej postaci w normie

_ n
[ul] = max [u™{|o -
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