WYKLAD 5.

UKLADY ROWNAN LINIOWYCH Z MACIERZA
TROJDIAGONALNA

Opiszemy tu pewien wariant realizacji metody DIVIDE AND CONQUER.
Bedzie to nam potrzebne przy dalszych naszych zmaganiach z réwnaniami
rozniczkowymi.

Niech macierz uktadu bedzie postaci:
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Tak jak poprzednio, przyjmiemy dla uproszczenia zapisu, ze liczba proceso-
row Ip = 5 i zapiszemy uktad w postaci blokowej: kazdy wiersz blokowy
odpowiada jednemu procesorowi:
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Zaktadamy, ze bloki Ag, Dy i B, sa wymiaru R+ 1 X R+ 11 ze wiersze i
kolumny w blokach sa numerowane od 0 do R; wtedy M = Ilp(R+ 1) — 1.
Mnozymy wiersze przez odpowiednie macierze D '; otrzymamy:

Xo = Xo — D;'Bo X,

X1 - Xl — Dl_lAlXo — D1_1B1X2

(5.2) X2 - Xz - D2_1A2X1 - D;lBQX3

X3 - X-3 - D3_1A3X2 - D3_1B3X4
X4 = X4 - D4_1A4X3
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gdzie X, oznacza D;'F,, (pierwsze przyblizenie czeSci rozwigzania ukladu
w procesorze nr. s), zas§ D7 A, X1 1 D;'BsX 41, to poprawki.
Mamy:
As = as(rt1)€0€R,
B, = b(s+1)R+s€RED 5
gdzie eg 1 eg, to zerowy i R-ty kolumnowy wersor osi 0 i R.

Dla wyznaczenia poprawek zbudujemy UKEAD SCHURA ktory teraz
bedzie trojdiagonalny, wymiaru 2(Ip — 1), to znaczy dla Ip = 5, uktad
Schura bedzie mial wymiar 8 X 8, a jego réwnania beda ponumerowane
0,1,2,3,4,5,6,7. Teraz sytuacja jest troche bardziej skomplikowana niz w
przypadku uktadu dwudiagonalnego. Musimy ponumerowa¢ zmienne uktadu
Schura, pooznaczaé¢ jego wspo6tczynniki, oraz ponumeroww¢ jego réwnania.
Bez zmniejszenia ogblnosci zrobimy to dla przypadku Ip = 5.

ALGORYTM NUMERACYJNY

ZMIENNE
e ZMIENNE PARZYSTE:

Zy = e} Xy

Zy = eng

Z4 = eOTX3

Ze = eg X4

Zz(lp—1)—2 = egle—1

e ZMIENNE NIEPARZYSTE

7z, = erf{XO
Zs = ep Xy
Zs = ep X
Z; = er X3

Z2(lp—1)—1 = engp—z



ROWNANIA
Przepiszemy rownania (5.2) uwzgledniajac postac macierzy Ag i By, oraz
zdefiniujemy dwa zbiory wektorow R + 1-wymiarowych:

W?e = Ds_leg = [wy, wi,- -, w‘;{]T,
V® =D 'er = [v,v5,---,v5]T.
Mamy: ~
Xo+brV® =X,
X+ CLR+1W1€£X0 + b2R+1V1€gX2 = X,
(5.3) X2 + asri1)W2eE X1 + bapi2V3el X3 = X,

X3+ CL3(R-|-1)V‘/v3€£)(2 + b4R+3V3631X4 = X,
X4+ asyrinyWiegrXs = X,

Teraz rownania 0,1,2,3 z ukladu (5.3) mnozymy lewostronnie przez ef,

za$ rOwnania 1, 2, 3,4 z uktadu (5.3) mnozymy lewostronnie przez e(q;. Jesli

uwzglednimy definicje zmiennych Z, otrzymamy nieuporzadkowany UKL.AD
SCHURA:

bR’UORZO + Z1 = €£X0
GR+1UJ}1Z1 + b2R+1’U}{Z2 + Z3 = 625(1
a2(R+1)w§3Z3 + b3R+2012{Z4 + Zs = eng

asr(rR+1)WHZs + barysvyZe + Z7 = eﬁffs

Zy + aR-l-lw(l)Zl + b2R+1Uézz = 6(1;)21
Zy + az(R+1)w323 + b3R+2'ng2 = 6(1;)22
Z4 + az(ri1)Ws Zs + bap+3vs Ze = €§X3

Zg + a4(R+1)ng7

Najtatwiej uporzadkowaé¢ rownania uktadu Schura, biorac pod uwage prawe
strony.



Roéwnanie NR. 0: e’;gf(o

Rownanie NR. 1: e;—,fX’l

Rownanie NR. 2: eﬂXl

Rownanie NR. 3: e{f(z

Rownanie NR. 4: €L X,

Rownanie NR. 5: e%’X’;;

e Rownanie NR. 6: EEX{;
e Rownanie NR. 7: eg)h
Widaé, ze réwnania, z wyjatkiem zerowego i ostatniego, sa parami przypo-

rzadkowane w kolejnym procesorom.

UPORZADKOWANY UKLAD SCHURA
SSOZO + Zl = eg)zo

Zo+ SD1Z, + SB,1Z, = eI X,
SAZy + 88122 + Zs = €5 X,
Zy+ SDyZs + SByZy = el X,
SAyZs + 88374 + Zs = €L X,
Zs+ SD3Zs + SB3Zg = el X,
SA3Zs + SS3Zs + Zr = e X3
Zs+ SD,Z; = el X,
WSPOLCZYNNIKI

SD; = as(r+1ywy

SB; = b(s+1)r+sV,

SAs = as(rt1)Wg

SSs - b(s—l—l)R—i—sv;
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ALGORYTM LICZACY
1. Najpierw w kazdym procesorze znajdujemy
e pierwsze przyblizenie X,
e wektor W?#
e wektor V'*

Zauwazmy, ze mozna to zrobi¢ rozwigzujac uklad réwnan z macierza
trojdiagonalng Dy i trzema prawymi stronami Fy, eg i eg.

2. Nastepnie, uzywajac na przyktad polecenia M PI Allgather(), umiesz-
czamy w kazdym procesorze wszystkie wspotczynniki SDg, SBg, SA;
i S5 i wszystkie elementy prawej strony rownania Schura. Majac
to wszystko rozwigzujemy uktad Schura w kazdym procesorze, obli-
czamy i wprowadzamy poprawki, wykorzystujac do tego rozwigzanie
Zo, Z1, -+ y Loyp—s ukladu Schura, oraz uklad rownan (5.3), ktory
zapiszemy w troche wygodniejszej postaci (jak zwykle dla przypadku

Ilp =5):
ROWNANIA DLA POPRAWEK
XO - XO - bRVOZO

X = Xl - CLR+1W1Z1 - b2R+1V122

(5.4) X2 = Xz — (1,2(R+1)W2Z3 — b3R+2V2Z4

X3 = Xs - a3(R+1)W3Z5 - b4R+3V3Z6
Xy = X4 - a4(R+1)W4Z7

W ten posdb, w kazdym z procesoréw mamy cze$¢ rozwigzania uktadu,
ktéra mu przypada w udziale.

3. W razie potrzeby mozna jeszcze uzy¢ polecenia M PI Gather(), aby
skomasowaé¢ w jednym z procesoréw calo$¢ rozwiazania.



