WTKLAD 4.

JAK LICZYC SCHEMATEM BOX NA WIELU
PROCESORACH?

Zajmiemy sie tu przypadkiem, gdy o > 0, to znaczy, ze warunek brzegowy
jest po lewej stronie, i ruch odbywa sie z lewej do prawej. Zauwazmy naj-
pierw, ze schemat BOX to poprostu uklad réownan liniowych, o macierzy
dwudiagonalnej

(4.1) aupty +buptt = bul | + auj.
Zapiszmy ten uktad inaczej:
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W tym zapisie x; = 'u,;” , za$ f; oznacza odpowiednie wyrazenie po prawej

stronie schematu. !

Podzielimy teraz uktad (4.2), tadujac do procesora
nr. s, R 4+ 1 wierszy numerowanych (lokalnie) od 0 do R; niech s =
0,1,2,---,lp — 1, gdzie Ip to liczba procesorow w uzyciu. Dla wygody
zapisu zatozmy, ze Ip = 5. Uklad po podziale zapiszemy tak:
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!Pamietajmy, ze wyrazenie fo musi by¢ sumg 'wlasciwej prawej strony’ i
aBV™ — bBV™t1,

gdzie BV oznacza lewy warunek brzegowy Dirichleta na poziomie czasowym n i n + 1
odpowiednio



Bloki Di A sa wymiaru R+ 1 X R+ 1, eg i eg 53 kolumnowemi werso-
rami osi zerowej i R-tej odpowiednio; D jest blokiem dwudiagonalnym, za$
A= beoeg ma tylko jeden element b r6zny od zera umieszczony w prawym
gornym rogu. Kazdy z wierszy blokowych mnozymy przez macierz D1,
otrzymamy:

Xo = Xo

X1 - Xl - D_IAXO

(4.3) X2 - X-z - D_IAX:[
X3 - Xg - D_IAX2
Xys=X,— D'AX;

gdzie X = D1F}, moina uwazaé za "pierwsze przyblizenie” wektora Xp,
za§ D™YAX,_, za "poprawke’. Zajrzyjmy teraz do "poprawek”. Mamy
bD 'egeE Xi_1 = bwef X1, gdzie

w = [w09 Wiy 9wR]T - D_leO-

Wida¢ odrazu, ze oba wektory X}, 1 w mozna znalezé jednoczesnie rozwia-
zujac ukltad o macierzy dwudiagonalnej z podwéjnag prawa strona

(4.4) D[Xy, w] = [Fk, eo).

Teraz pomnézmy lewostronnie wszystkie (blokowe) réwnania uktadu (4.3)
przez eg. Jedli oznaczymy: z, = e X} i ¢ = bwg to z rownaii (4.3) otrzy-
mamy dwudiagonalny uktad Ip — 1 rownar liniowych (skalarnych), zwany
ukladem Schura:
Z0 = €£X0
z1 +czg = eﬁX’l

Zo +cCcz1 = eﬁX}
(4.5) e

_ Ty
Zlp—1 + CZlp—2 = eR-le—l

Rozwiazujac uktad Schura znajdziemy "poprawki” i wyznaczymy “doktadne”
rozwiazanie
[X07 le °tc le—l]T
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(4.6)

XO - XO
X1 = Xl — bQZO
Xz = Xz — bmzl

le—l - le—l - bwzlp—2

ALGORYTM

dla ukladu réwnan schematu BOX

Potrzebne dane dla programu to:

1.

2.

a=1+Xa, b=1— Ao, A:;

W procesorze numer s rozwigzujemy uktad R + 1 réwnan z dwiema
prawymi stronami _
D[X,, w]| = [Fs, eg].

W kazdym z procesoréw mamy “pierwsze przyblizenie” X i wektor w:
v W % v T _ T
Xs = [Xs,0, Xs15°»Xs,r] » W= [wo, w1, ++,Wg]" .

Stad mamy wspolczynnik macierzy Schura ¢ = wgb i s-ta wspol-
rzedng wektora prawej strony uktadu Schura Xs, r- W kazdym z pro-
cesorOw tworzymy macierz Schura i chwilowo niepelny wektor prawej
strony tego ukladu. Przy pomocy komendy MPI Allgather(:--)
uzupelniamy wektor prawej strony uktadu Schura. Ostatecznie w pro-
cesorze nrumer s, s = 0,1,-.-,Ip — 1 mamy caly ukltad Schura, i
oba wektory X’S, oraz w

Teraz w kazdym z procesorow

e Rozwiazujemy uktad Schura (4.5)
e Obliczamy i wprowadzamy poprawki (4.6)



W w procesorze numer s,s = 0,1,---,lp — 1 mamy cze$¢ "doklad-
nego” rozwiazania Xs.

Jesli jest taka potrzeba, mozna jeszcze uzy¢ komendy MPI _ Gather(- - -
lub MPI _ Allgather(- - -) aby skomasowa¢ wszystkie czeci rozwiaza-
nia.

Uwaga. Przedstawiony tu algorytm jest modyfikacjg algorytmu z macierza
Schura dla uktadow trojdiagonalnych. Algorytm dla macierzy trojdiagonal-
nych po raz pierwszy opisatl Stefan Bondeli w pracy "Divide and Conquer...”
(Lecture Notes in Computer Science vol. 457/1990) Algorytm z macierza
Schura bedzie opisany w jednym z nastepnych "Wyktadow”.

To wszystko co napisane wyzej dotyczy rozwigzywania lewej strony sche-
matu BOX, wzor (3.5). Aby mie¢ potrzebne tu wektory

F,,s=0,1,---,lp—1

musimy te wektory utworzy¢, pamietajac o tym, ze bedziemy musieli siegnac
do sasiednich procesoréw. Mozna to zrealizowa¢ na przyklad przy pomocy
odpowiednio uzytych komend MPI Bsend(---) i MPI_ Recv(---). Mu-
simy takze pamietaé o warunku brzegowym, ktory nalezy wtaczy¢ w
prawg strone uktadu, a dokladniej w wektor Fpy.



APPENDIX

Calling M PI comands needed in realizing the above descripted program
(FORTRAN version).

e INITIATION
call MPI Init(ierr)
call MPI Comm_Size(MPI Comm_ World, size,ierr)
call MPI Comm _Rank(MPI Comm _ World, rank,ierr)
lp = size
s = rank
MPI Buffer Attach(BUFF,size,ierr)

where
stze > M PI Bsend Owverhead

¢ WHEN FORMING THE RHS OF THE BOX-SCHEME
if(s.lt.(lp—1))then

call MPI Bsend(X(R),1, MPI Real8,s+1,s,
MPI Comm_World,ierr)
endif
itf(s.gt.0)then
call MPI Recv(STOCK,1, MPI Real8,s—1,s—1,
MPI Comm_World, status, ierr)
endif

e WHEN FORMING THE SCHUR SYSTEM
call MPI Allgather

(efX,,1, MPI_Real8,
RHS,1, MPI Real8, MPI Comm _ World,info)



e AT THE END OF THE PROGRAM
call MPI Buffer Detach(BUFF,size,ierr)

call MPI Finalize(ierr)

ZADANIE (4.1). Uogolnij wyzej opisany algorytm tak, aby mogt shuzy¢ do
rozwigzywania wieloprocesorowego wktadéow dwudiagonalnych o zmiennych
wspotczynnikach

Ao, A1y AN
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i zadanej prawej stronie. Napisz podprogram realizujacy to zadanie.



