WYKLAD 2.

WPROWADZENIE
Ogoélnie o zadaniach numerycznych z réwnan
rézniczkowych czastkowych.

Bedziemy zajmowaé sie przyblizonym rozwigzywaniem réwnan rézniczko-
wych czastkowych. Rozwigzania réwnan, ktore nas interesuja to funkcje,
nalezace do pewnych przestrzeni funkcyjnych.

Do aproksymacji uzyjemy metody roznic skoniczonych, a to prowadzi do roz-
wigzywania ré6wnan réznicowych, ktorych rozwigzania leza w zupetnie in-
nych przestrzeniach niz rozwigzania, ktore mamy zamiar przyblizac.

Jak sobie z tym poradzié, tak zeby robi¢ to §wiadomie?

Zapiszmy nasze roéwnanie rozniczkowe razem z warunkami poczatkowymi i
brzegowymi:

(2.1) Lu=f

Niech rozwiazanie rownania (3.1) nalezy do przestrzeni funkcyjnej unormo-
wawnej U z norma || - ||u, zas f do podobnej przestrzeni F' z norma ||.|| .
Dla uproszczenia zatozymy, ze dziedziny w i f sa jednakowe.

Teraz zapiszmy rownanie réznicowe (zwane roéwniez schematem réznico-
wym):

(2.2) Lnup, = fn

Rozwiazanie rownania roznicowego uy, i jego prawa strona fj, naleza do prze-
strzeni funkcji okres§lonych na punktach siatki X, natozonej na dziedzine
funkcj w i f, za$ "indeks” h jest maksymalnym krokiem siatki.

Poniewaz aproksymujemy u, gdy h — 0, to mamy tu rodziny przestrzeni
funkcji siatkowych {Up}n 0 1 {Fh}roo-

Zalozmy jeszcze, ze w przestrzeniach Uy 1 F}, dzialaja normy || « ||y, 1 od-
powiednio || - ||r,. Bedziemy wiec aproksymowaé obiekt w € U rodzina
obiektow uy € Uy, gdy "indeks” h dazy do zera.

Mamy do$é¢ skomplikowana sytuacje, bo obiekt aproksymowany
lezy w innej przestrzeni, niz obiekty, ktére maja go aproksymo-
wad!



Narzuca sie pomysl, zeby umiesci¢ u i u;, w tej samej przestrzeni.

Gdy zamierzamy aproksymowaé nasze zadanie rézniczkowe przy pomocy me-
tody réznic skonczonych, wygodnie jest dziata¢ w przestrzeniach funkcji siat-
kowych Uy, i Fp,. Aby realizacja naszego pomyshu byta mozliwa, to musimy
jako$ to "prawdziwe” rozwiazanie u umiesci¢ w przestrzeniach Uy,.

Do tego stuzy ”rodzina operatoré6w obciecia”

(2.3) ry, U — U,

Oznaczmy przez xjp punkty siatki X,. Gdy u jest funkcja ciagla, najprost-
szym przykladem takiech obcieé sa operatory liniowe r, : u — uy zdefi-
niowane tak:

(2.4) Ven, € Xp, (rau)(zh) = up(xn) = u(zh).

Podobnie mozemy postapié¢ z funkcjami f i fj.

Zalézmy jeszcze, ze przy wybranych operatorach obciecia, normy

|l “lluill-|lu, sa zgodne, to znaczy ze:
(2.5) Vuev |ITrullu, — ||ullu gdy h — 0.
Podobnie dla norm || - ||z, 1 ]|« ||F-

Zdefiniujemy teraz pojecie zbieznosci schematu réznicowego:
ZBIEZNOSC.
Schemat réznicowy (2.2) jest zbiezny, gdy

(2.6) Vu |lThe — upl|u, — 0, dlah — 0.

Porzebne beda jeszcze dwa pojecia:

APROKSYMACIJA.
Schemat (2.2) aproksymuje réwnanie (2.1) z rzedem q > 1, jesli

(2.7) |Larru — fullm, = O(h?).
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STABILNOSC.
Schemat (2.2) jest stabilny, jesli dla h dostatecznie matych

e ma on jednoznaczne rozwigzanie dla dowolnych f, € Fj,

e istnieje stata M > 0 niezalezna od h, taka, ze zachodzi oszacowanie:

(2.8) lunllo, < M| frllr.

Twierdzenie P.D. Lax’a.!
Jesli schemat (2.2) aproksymugje rownanie (2.1) z rzedem q > 1, oraz jesli
jest stabilny, to jest zbiezny z tym samym rzedem q co aproksymacja.

DOWOD. (jest bardzo prosty, wiec go tu przytaczam.)

Mamy:
(2.1) Lu=f
(2.2). Lrup, = fn

Ze wzgledu na aproksymacje
(2.9) | Lurnw — follp, = O(h?).
Podstawmy do réwnania (2.9) fp z rownania (2.2); otrzymamy:
| Lu(rru — un)||p, = O(RY).
Ze wzgledu na stabilnosé¢, otrzymamy oszacowanie:
[rhe — un|lu, < MO(R),

a ten ostatni zwigzek oznacza zbiezno$¢ z rzedem q. O

KOMENTARZ.
Catle to "wprowadzenie” napisalem po to, aby ci z Paristwa, ktorzy nie mieli do
czynienia z numeryka w rownaniach rézniczkowych, mogli szybko zorientowac

!Peter David Lax, matematyk amerykanski urodzony 1 maja 1926



sie w tym, o czym mam zamiar Panstwu mowic na tych zajeciach. Nie beda
to tylko numeryczne réwnania rézniczkowe czastkowe, ale sposrod tematow
ktore chcialbym poruszy¢, ten zapewne wymaga troche szerszego oméwienia.

Prosze sie nie niepokoi¢. Bedziemy zajmowac sie tylko bardzo prostymi
zadaniami, ktoére majg pokazaé¢ jak moznaby efektywnie wykorzystywaé kla-
ster przy zadaniach z tej branzy. I w gruncie rzeczy bedzie to sprowadzato
sie gtownie do algebry liniowe;j.

Wr6émy teraz do tego "wprowadzenia”. Zbieznos$¢ schematu jest podsta-
wowa wlasnoscia, ktora powinien mie¢ schemat, aby nadawat sie do uzytku.
Na og6t jest bardzo trudno udowodni¢ bezposrednio, ze schemat, ktéry chcie-
libysmy zastosowac jest zbiezny. Twierdzenie Laxa troche nam to zadanie
ulatwia, dzielagc prace na dwie czesci. Zwykle tatwo jest stwierdzi¢ jaki jest
rzad aproksymacji schematu (czesto mowimy poprostu "rzad schematu”), je-
§li zadamy sobie troche trudu i przypomnimy sobie jak wyglada Twierdzenie
Taylora, a potem je zastosujemy. Druga cze$é, naogol trudniejsza, to udo-
wodnienie stabilnosci.

Nasze zajmowanie sie rownaniami rézniczkowymi czgstkowymi zaczniemy
od bardzo prostego zadania liniowego, ewolucyjnego. Wogoéle, dlaczego od-
razu zaczynaé od réwnan czastkowych a nie od zwyczajnych? Wybralem tak,
bo na zadaniach z rownan czastkowych udaje sie czesto dosé¢ efektywnie wyko-
rzysta¢ wieloprocesorowosé, a ponadto wielka liczba zastosowan matemetyki
w roznych dziedzinach sprowadza sie do rozwigzywania takich rownan. Nie
moge robi¢ tu wyktadu teorii réwnan czastkowych. To o czym bhedziemy
tu mowi¢, traktuje jako proste przyktady majace zapozna¢ Panstwa z tech-
nika pracy numeryka w dziedzinie rownan czastkowych. Powazne problemy
oczywiscie wymagaja znacznie glebszej znajomosci teorii. To czego bedziemy
potrzebowali do tych prostych przyktadéow, omoéwimy na czesci nielaborato-
ryjnej naszych zajec.



