
WYK�AD 2.

WPROWADZENIE
Ogólnie o zadaniach numerycznych z równa«

ró»niczkowych cz¡stkowych.

B¦dziemy zajmowa¢ si¦ przybli»onym rozwi¡zywaniem równa« ró»niczko-
wych cz¡stkowych. Rozwi¡zania równa«, które nas interesuj¡ to funkcje,
nale»¡ce do pewnych przestrzeni funkcyjnych.
Do aproksymacji u»yjemy metody ró»nic sko«czonych, a to prowadzi do roz-
wi¡zywania równa« ró»nicowych, których rozwi¡zania le»¡ w zupeªnie in-
nych przestrzeniach ni» rozwi¡zania, które mamy zamiar przybli»a¢.

Jak sobie z tym poradzi¢, tak »eby robi¢ to ±wiadomie?

Zapiszmy nasze równanie rózniczkowe razem z warunkami pocz¡tkowymi i
brzegowymi:

(2.1) Lu = f

Niech rozwi¡zanie równania (3.1) nale»y do przestrzeni funkcyjnej unormo-
wawnej U z norm¡ ‖ · ‖U , za± f do podobnej przestrzeni F z norm¡ ‖.‖F .
Dla uproszczenia zaªo»ymy, »e dziedziny u i f sa jednakowe.

Teraz zapiszmy równanie ró»nicowe (zwane równie» schematem ró»nico-
wym):

(2.2) Lhuh = fh

Rozwi¡zanie równania ró»nicowego uh i jego prawa strona fh nale»¡ do prze-
strzeni funkcji okre±lonych na punktach siatki Xh, naªo»onej na dziedzin¦
funkcj u i f , za± �indeks� h jest maksymalnym krokiem siatki.

Poniewa» aproksymujemy u, gdy h→ 0, to mamy tu rodziny przestrzeni
funkcji siatkowych {Uh}h→0 i {Fh}h→0.
Zaªó»my jeszcze, »e w przestrzeniach Uh i Fh dziaªaj¡ normy ‖ · ‖Uh

i od-
powiednio ‖ · ‖Fh

. B¦dziemy wi¦c aproksymowa¢ obiekt u ∈ U rodzin¡
obiektów uh ∈ Uh, gdy �indeks� h d¡»y do zera.

Mamy do±¢ skomplikowan¡ sytuacj¦, bo obiekt aproksymowany
le»y w innej przestrzeni, ni» obiekty, które maj¡ go aproksymo-
wa¢!
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Narzuca si¦ pomysª, »eby umie±ci¢ u i uh w tej samej przestrzeni.

Gdy zamierzamy aproksymowa¢ nasze zadanie ró»niczkowe przy pomocy me-
tody ró»nic sko«czonych, wygodnie jest dziaªa¢ w przestrzeniach funkcji siat-
kowych Uh i Fh. Aby realizacja naszego pomysªu byªa mo»liwa, to musimy
jako± to �prawdziwe� rozwi¡zanie u umie±ci¢ w przestrzeniach Uh.
Do tego sªu»y �rodzina operatorów obci¦cia�

(2.3) rh : U → Uh

Oznaczmy przez xh punkty siatki Xh. Gdy u jest funkcj¡ ci¡gª¡, najprost-
szym przykªadem takiech obci¦¢ s¡ operatory liniowe rh : u → uh zde�-
niowane tak:

(2.4) ∀xh ∈ Xh, (rhu)(xh) = uh(xh) = u(xh).

Podobnie mo»emy post¡pi¢ z funkcjami f i fh.

Zaªó»my jeszcze, »e przy wybranych operatorach obci¦cia, normy
‖ · ‖U i ‖ · ‖Uh

s¡ zgodne, to znaczy »e:

(2.5) ∀u∈U ‖rhu‖Uh
→ ‖u‖U gdy h→ 0.

Podobnie dla norm ‖ · ‖Fh
i ‖ · ‖F .

Zde�niujemy teraz poj¦cie zbie»no±ci schematu ró»nicowego:
ZBIE�NO��.
Schemat ró»nicowy (2.2) jest zbie»ny, gdy

(2.6) ∀u ‖rhu− uh‖Uh
→ 0, dla h→ 0.

Porzebne b¦d¡ jeszcze dwa poj¦cia:

APROKSYMACJA.
Schemat (2.2) aproksymuje równanie (2.1) z rz¦dem q ≥ 1, je±li

(2.7) ‖Lhrhu− fh‖Fh
= O(hq).
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STABILNO��.
Schemat (2.2) jest stabilny, je±li dla h dostatecznie maªych

• ma on jednoznaczne rozwi¡zanie dla dowolnych fh ∈ Fh

• istnieje staªa M > 0 niezale»na od h, taka, »e zachodzi oszacowanie:

(2.8) ‖uh‖Uh
≤M‖fh‖Fh

Twierdzenie P.D. Lax'a.1

Je±li schemat (2.2) aproksymuje równanie (2.1) z rz¦dem q > 1, oraz je±li

jest stabilny, to jest zbie»ny z tym samym rz¦dem q co aproksymacja.

DOWÓD. (jest bardzo prosty, wi¦c go tu przytaczam.)
Mamy:

(2.1) Lu = f

(2.2). Lhuh = fh

Ze wzgl¦du na aproksymacj¦

(2.9) ‖Lhrhu− fh‖Fh
= O(hq).

Podstawmy do równania (2.9) fh z równania (2.2); otrzymamy:

‖Lh(rhu− uh)‖Fh
= O(hq).

Ze wzgl¦du na stabilno±¢, otrzymamy oszacowanie:

‖rhu− uh‖Uh
≤MO(hq),

a ten ostatni zwi¡zek oznacza zbie»no±¢ z rz¦dem q. 2

KOMENTARZ.
Caªe to �wprowadzenie� napisaªem po to, aby ci z Pa«stwa, którzy nie mieli do
czynienia z numeryk¡ w równaniach rózniczkowych, mogli szybko zorientowa¢

1Peter David Lax, matematyk ameryka«ski urodzony 1 maja 1926
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si¦ w tym, o czym mam zamiar Pa«stwu mówic na tych zaj¦ciach. Nie b¦d¡
to tylko numeryczne równania rózniczkowe czastkowe, ale spo±ród tematów
które chciaªbym poruszy¢, ten zapewne wymaga troch¦ szerszego omówienia.

Prosze si¦ nie niepokoi¢. B¦dziemy zajmowa¢ si¦ tylko bardzo prostymi
zadaniami, które maj¡ pokaza¢ jak mo»naby efektywnie wykorzystywa¢ kla-
ster przy zadaniach z tej bran»y. I w gruncie rzeczy b¦dzie to sprowadzaªo
si¦ gªównie do algebry liniowej.

Wró¢my teraz do tego �wprowadzenia�. Zbie»no±¢ schematu jest podsta-
wow¡ wªasnosci¡, któr¡ powinien mie¢ schemat, aby nadawaª si¦ do u»ytku.
Na ogóª jest bardzo trudno udowodni¢ bezpo±rednio, »e schemat, który chcie-
liby±my zastosowa¢ jest zbie»ny. Twierdzenie Laxa troch¦ nam to zadanie
uªatwia, dziel¡c prac¦ na dwie cz¦sci. Zwykle ªatwo jest stwierdzi¢ jaki jest
rz¡d aproksymacji schematu (czesto mowimy poprostu �rz¡d schematu�), je-
±li zadamy sobie troch¦ trudu i przypomnimy sobie jak wyglada Twierdzenie
Taylora, a potem je zastosujemy. Druga cz¦±¢, naogól trudniejsza, to udo-
wodnienie stabilno±ci.

Nasze zajmowanie si¦ równaniami ró»niczkowymi cz¡stkowymi zaczniemy
od bardzo prostego zadania liniowego, ewolucyjnego. Wogóle, dlaczego od-
razu zaczyna¢ od równa« cz¡stkowych a nie od zwyczajnych? Wybraªem tak,
bo na zadaniach z równa« cz¡stkowych udaje si¦ cz¦sto do±¢ efektywnie wyko-
rzysta¢ wieloprocesorowo±¢, a ponadto wielka liczba zastosowa« matemetyki
w ró»nych dziedzinach sprowadza sie do rozwi¡zywania takich równa«. Nie
mog¦ robi¢ tu wykªadu teorii równa« cz¡stkowych. To o czym b¦dziemy
tu mówi¢, traktuj¦ jako proste przykªady maj¡ce zapozna¢ Pa«stwa z tech-
nik¡ pracy numeryka w dziedzinie równa« cz¡stkowych. Powa»ne problemy
oczywi±cie wymagaj¡ znacznie gª¦bszej znajomo±ci teorii. To czego b¦dziemy
potrzebowali do tych prostych przykªadów, omówimy na cz¦sci nielaborato-
ryjnej naszych zaj¦¢.
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