SZYBKI ALGORYTM Z
MACIERZA SHURA DLA
~ MACIERZY
TROJDIAGONALNYCH

Rozwigzujemy uktad z macierzg tréjdiagonalng. Zato-
zymy dla prostoty opisu, ze macierz ma statle wspoél-
czynniki, to znaczy, ze na gléwnej diagonali jest zawsze
element d, na poddiagonali element a, zas na naddiago-
nali element b. Opisana tu metoda, z malg modyfikacja,
moze by¢é zastosowana réwniez do ukladéw z dowolng
macierzg tréojdiagonalna.

(1) Ax = f.

Macierz A zapisana blokowo
N + 1 blokéw kwadratowych, wymiaru R+ 1 X R+ 1
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(2) A=|.- A D B
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Macierz w postaci oryginalnej (N < M)

gdzie M = (N + 1)(R+ 1)
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Wektory z i f dostosowane do rozkladu blokowego A:

z = [z, 1, -, 2ZN]"
i:[ioailv"'viN]T

Uklad w postaci blokowej po rozpisaniu:
(3) DQO—'_B&l:iO
Ax;_ 1+ Dz; + Bz, Zij, j=1,2,---,N — 1,
Azn_1 +Dzy = [

Mamy N + 1 procesoréw, ponumerowanych 0,1,--- N.
Kazdemu procesorowi jest przyporzadkowane jedno row-
nanie blokowe, ktore ten procesor bedzie obstugiwal.

ALGORYTM.

1. Wszystkie procesory 3 = 0,1,---, N wykonujg row-
nolegle pierwszy krok algorytmu. W procesorze o
numerze j polega to na rozwigzania trzech ukladéw
réwnan o wymiarze R + 1:

(4) Dz; = {;

z;, to pierwsze przyblizenie wektora x;,

(5) Dw, = ey,

(6) Dwpg = eg,
z tg samg macierzg tréjdiagonalng D, gdzie
e, 0Kk R
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sq wersorami osi wspélrzednych. Zauwazmy, ze dla
kazdego 7, 0 < 7 < NN,

— T
A = aeg ep,

_ T
B = ber €,

wiec, po wykonaniu pierwszego kroku, réwnania (3)

bedzie mozna zapisaé tak:

(7) Ty = &g — (bwg) Qggl

T; = ij—(aMO) Qﬁ&j—l_(bMR) Qg@j+1’ I<jsN-1
IN = IN — (awo) Qﬁ@z\r—l

Wzory (7) okreslaja ”poprawki”, ktére po dodaniu
do z; pozwola obliczy¢ doktadne sktadowe rozwig-
zania z;, 0 < 7 < N.

Zauwazmy, ze na tym etapie, w ramach jednego
procesora, nie da sie wykorzysta¢ poprawek, gdyz
w kazdym z réwnan (7) wystepuja zmienne x; dla
réznych j.

. Drugi krok algorytmu polega na utworzeniu w kaz-
dym procesorze UKLADU ROWNAN SHURA, kté-
ry pozwoli wykorzysta¢ poprawki, i ostatecznie, zna-
lez¢ sktadowe x; dokladnego rozwigzania.

UKELAD SHURA ma niski wymiar (N —1)(IN—1) i
jest trodiagonalny. Bedzie rozwigzywany w kazdym
procesorze. Najpierw zdefiniujemy ”procedure nu-

meracyjng”’, przy pomocy ktorej okreslimy zmienne
UKLADU SHURA i jego wspo6lczynniki



PROCEDURA NUMERACYJNA

NUMEROWANIE ZMIENNYCH I ROWNAN
UKLADU SHURA

W oparciu o réwnania poprawek (7) opiszemy te
procedure w przypadku, gdy N = 4.

epl xo =12 — bwgled z1]o

e£| 6? L1 = %1 — awo[@%icg 1 — b’wR[e0 To]o

el| ekl =z =&y — awylekzi]s — bwglelzs)s
]

]
]
ey| eRl 3= &3 — awpleLx)s — bwrlefzyls
T4 = Ty — awglerzs)y

Zmienne UKYLADU SHURA oznaczamy przez
Zss 0K sK2N -1 =17,

gdzie
zs =[] 0<s<2N —1=T7.

Jak czytaé wzory (8)7

Kazde réwnanie blokowe z (8) jest mnozone lewo-
stronnnie przez eO lub/i przez eR, dzieki czemu w
lewej czesci wzoréw (8) okreslajacych poprawki, po-
jawig sie zmienne z,, 0 < s < 2(IN —1) — 1. Te same
zmienne z; mozna znalezé¢ juz po prawej stronie
wzoréw (8) w kwadratowych nawiasach. Zauwazmy
tez, ze mnozenie lewostronne przez QOT wprowadza
zmienne o numerach parzystych, zas mnozenie le-
wostronne przez Qﬂ wprowadza zmienne o nume-

rach nieparzystych. Powstaje w ten sposéb uklad
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(N —1)(N —1) réwnan skalarnych. Jest to UKEAD
SHURA. Wykorzystujac teraz wektory wg i wg o-
kre$lone wzorami (5) i (6) mozemy wyznaczy¢ w-
spolczynniki tego ukladu i, po uporzadkowaniu, wy-
pisa¢ go explicite:

UKLAD SHURA

(9) Yz=F

h 1 (z20]  [egRZo]

1 p ¢q z1 Qgi1

g h 1 zZ2 gﬂil

1 p q z3 | _ | e

g h 1 Z4 - §£i2

1 p gq Z5 Qgi?,

g h 1|z eLZs
1 pJlzr] i Q%iz; |

ELEMENTY MACIERZY SHURA

g = awprg, h=0bwgr

D = awpo, q = bMO,R
gdzie:

_ T
Wy = [’wo,m Wo,149° awo,R]
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T
WRr = [’wR,O, WR,1y° " 9wR,R]

Zauwazmy jeszcze, ze do utworzenia macierzy U-
KELADU SHURA potrzebne sa tylko wektory wy
i wg, ktéore s w kazdym procesorze. Nie mozemy
jednak rozwigzacé¢ tego ukladu, poniewaz nie mamy
wszystkich sktadowych wektora prawej strony. Za-
uwazmy, ze udalo sie nam doj$¢ do tego punktu, nie
korzystajac z komunikacji miedzy procesorami. Ale
na tym koniec! (:-()

. Aby rozwigza¢ UKLAD SHURA w kazdym proce-
sorze i obliczy¢

POPRAWKI

Ty = Zo — bwprzo
Ty = I — awpz1 — bwgrzs
Ty = Ty — AW2023 — bWprzy
T3 = T3 — awspzs — bwprzg
Ty = T4 — QWyo27

trzeba w kazdym procesorze skompletowa¢ w cate
rozwigzanie UKELADU SHURA. Na sczczeScie w
tym przypadku mozna to zrobi¢ przy pomocy jed-
nego rozkazu systemu MPI.

Oto jeden ze sposob6w. Poniewaz w kazdym proce-
sorze (np. o numerze j) w mamy obliczony wektor

@j)



to mamy czesc wektora prawej strony. Rozpatrzmy
nasz przyklad dla N = 4, wtedy UKLAD SHURA
jest wymiaru 8 X 8

(a) jesli j = 0 to tworzymy wektor
Fy, = [e%Z,,0,0,0,0,0,0,0]"
(b) jesli j = 4 to tworzymy wektor
F, =[0,0,0,0,0,0,0,€erZ4)"
(c) jesli np. 5 = 2 to tworzymy wektor
F; =[0,0,0, el Z, eRZ5,0,0,0]"
(d) i.t.d.

Teraz w kazdym procesorze rozwigzujemy UKLAD
SHURA

E’yj = Fj.

Przy pomocy komendy MPI ” Allreduce” dla wekto-
row y; z opcja ’SUM” wydanej we wszystkich pro-
cesorach, w kazdym z nich otrzymujemy na miejscu
wektora y; pelne rozwigzanie z UKLADU SHURA.
W kazdym z procesoréw, przy pomocy odpowied-
niej poprawki, znajdujemy wektor x;, cz¢s¢ doktad-
nego rozwigzania naszego ukladu réwnan.

Taki algorytm po raz pierwszy zastosowal i opisat
STEFAN BONDELI z ZURICHU. ”Divide and Co-
nquer 7’ Lecture Notes in Computer Science vol.457
(1990).



