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1 Wstep

W naukach $cistych i inzynierii naukowcy analizuja skomplikowane dane,
aby wyizolowa¢ stosunkowo proste zjawiska, ktére maja kluczowe znaczenie
w badanej sytuacji.

Jako przyktad wyobrazmy sobie kilka os6b rozmawiajacych przez telefon
komorkowy w tym samym momencie. Stacja-odbiornik musi rozltozyé¢ skom-
plikowang fale elektromagnetyczng na proste pojedyncze sygnaly, z ktorych
kazdy przenosi jedng rozmowe.

Nastepny przyktad pochodzi ze spektroskopii fluorescencyjnej. Jest to
metoda shizaca do analizowania stezenia zwigzkow chemicznych w prob-
kach roztworu. Kazda prébka jest przeswietlana swiattem o roéznych dtugo-
Sciach fali i badane sa dlugosci fal $wiatla emitowanego. Zebrane dane mogg
byé¢ skomplikowane 1 poszukiwany jest sposob roztozenia danych na proste
sktadniki pochodzace od pojedynczych zwiazkéw chemicznych wchodzacych
w sktad roztworu.

Problemy tego rodzaju sa wszechobecne w nauce i stanowig motywacje
dla naszych badan nad rozmaitosciami siecznych oraz nad powigzanymi po-
jeciami: ranga, rangg brzegows i rozkladem minimalnym.

Rozwazmy skoniczenie wymiarowa przestrzen wektorowa W nad cialem
liczb zespolonych C oraz podzbior Xcw rozpinajacy W, jako przestrzen
liniowg. Niech p € W. Definiujemy X—mng@ p jako najmniejsza liczbe
calkowita r = r¢(p), taka, ze

D= M1+ Xada + - + M2, dla pewnych #; € X i \; € C.

Rownowaznie r jest minimalna liczba catkowita taka, ze p € (1, 2o, ..., Z),
gdzie (R) oznacza przestrzen liniowa rozpieta przez zbior R.

Myslimy o V' jak o zbiorze wszystkich mozliwych stanow, zas o X jak o
zbiorze prostych stanoéw, oraz o p jak o skomplikowanym przypadku, ktory



chcemy roztozy¢. Wobec tego ranga powinna by¢ liczbg prostych sktadnikow,
na ktoére mozna roztozy¢ nasz wybrany skomplikowany stan.

W powyzszych przyktadach, w optymalnych warunkach, ranga jest liczbg
rozmow przez komorke, lub liczbg substancji chemicznych w roztworze. Oczy-
wiscie kilka waznych probleméw moze stanowié¢ przeszkode: jesli sktadni-
kow /rozmow jest duzo, ranga moze nie by¢ pomocna. Nietrudno wyobrazié
sobie, ze gdy prowadzonych jest zbyt wiele rozmoéow jednoczesnie na jednym
odbiorniku, to nie jest mozliwe oddzielenie pojedynczej rozmowy. Za moich
czasOw studenckich, tak sie dziato kazdego roku na Sylwestra w Tatrach. Nie
byto mozliwe zadzwonienie do krewnych z zyczeniami. Podobno ten pro-
blem jeszcze wystepuje, ale sam nie spedzam juz Sylwestra w Tatrach, wiec
nie wiem. Podobnie, gdy dysponujemy niewielkg liczba pomiaréw $wiatta w
porownaniu z liczba sktadnikéw roztworu, to nie bedziemy potrafili ich zi-
dentyfikowa¢. Inny wazny problem to zaktdcenia (dane z odbiornika sg nieco
znieksztatcone). Istnieja metody radzenia sobie z zakloceniami, nie jest to
jednak przedmiotem tego wyktadu.

Rozwazmy teraz kilka bardziej matematycznych przyktadow.

1.1 Mnozenie macierzy

Mnozenie macierzy jest dwuliniowym odwzorowaniem C/9 x C9 — C/".
Mozna wiec mysle¢ o nim jako tensorze

Mg € (CT) @ (C")@CM"=A B C=W.

Najprostszy, naiwny algorytm tego mnozenia potrzebuje fgh mnozen liczb
zespolonych i zapisuje sie w postaci tensorowej jako:

Mygn = Zaz’j ® bjk @ Ci.- (1.1)

i7j7k

Jest to rozktad na sume fgh prostych tensordw postaci a ® b ® c.
Niech X := S’eg(A x B x C') C W bedzie zbiorem tensoréw prostych.
Wypisany powyzej rozklad daje oszacowanie na range 7 (My,5) < fgh.
Strassen udowodnit, ze dwie macierze 2 X 2 mozna pomnozy¢ uzywajac
jedynie 7 mnozeni liczb zespolonych (zamiast 2 -2 -2 = 8 mnozeni) |Stra69|:

(a1 ag) ) (b1 bz) . <a1b1 + (lgbg ale + a2b4)
as ay bs by)  \asby + asbs azbs + asby
(I + IV -V +VII 1117 +Vv
_< I+1v ]+I]]—H+V]>



gdzie:

I :=(a; + a4)(by + by) IT :=(a3 + a4)b
117 I:a1<b2 — b4> A% I:CL4(—b1 + bg)
V ;:(al —+ a2)b4 VI Z:(—CL1 —+ ag)(bl + bg)

VII Z:(CLQ - a4)(b3 + b4),
co w zapisie tensorowym przektada sie¢ na:

Msso =(a' +a*) ® (b" +b*) @ (c1 + c4)
+(a® +a*) @b @ (c3 — ¢4)
+a'' @ (0 —bY) @ (c2 + c4)
+a* @ (=b' + %) ® (c1 + ¢3)
+Ha' 4+ a®) @b ® (—c1 + )
+(—a' +a®) @ (b' +b*) ® 4
+(a* —a") ® (b® +b*) ® ;. (1.2)

Zatem 1 (Msoo) < 7 (a tak naprawde X-ranga jest rowna 7). Jesli zasto-
sujemy ten algorytm wielokrotnie do macierzy blokowych, dostaniemy nowy
spos6b na pomnozenie dwoch f x f macierzy kwadratowych uzywajac okoto
flos2T ~ 281 mmozen liczb zespolonych. Te dyskusje mozna podsumowaé w
nastepujgcym zdaniem: Ranga mnozenia malych macierzy moze da-
waé asymptotyczne ograniczenie gérne na zlozono$é obliczeniowa
mnozenia duzych macierzy.

Mnozenie macierzy jest tylko przyktadem odwzorowania wieloliniowego,
istnieja tez inne bardzo wazne tego typu odwzorowania, ktore mozemy badaé
w analogiczny sposob.

1.2 Ewaluacja wielomianéw

Niech W := S9C" bedzie przestrzeniag wektorowa wielomianéw jednorodnych
stopnia d w n zmiennych. Oznaczmy przez X = 94(C") € W zbiér ¢ po
wszystkich [ € C", czyli zbior d-tych poteg form linowych. Zauwazmy, ze
ewaluacja formy linowej w punkcie jest operacja dosé¢ taniag. Majac dang
p = 1 oraz n-tke liczb zespolonych a = (ay, ..., a,), mozemy podstawi¢ I(a)
i kolejno wyliczyé I(a)? = (a)l%?) - 1(a)l¥?!. To oznacza, 7e stopieti skom-
plikowania ewaluacji jest co najwyzej ~ nlog,d w tym przypadku. Zatem
ztozono$é¢ ewaluacji wielomianu p wynosi co najwyzej ~ rx(p) - nlog, d.

W tym duchu, ranga wielomianu mierzy obliczeniowa zlozono$é
ewaluacji wielomianéw.



Warto wspomnie¢, ze w przypadku wielomianéw jednorodnych ranga jest
roOwniez nazywana rangg Waringa w holdzie matematykowi E. Waringowi,
ktory w XVIII wieku zajmowal sie przedstawianiem liczb catkowitych jako
sumy poteg, zobacz prace przegladowa [VW02].

2 Przestrzenie tensorow

Niech V' bedzie skoniczenie wymiarowa przestrzenia wektorows nad F. Przez
V* oznaczamy dualng przestrzen wektorowgq, czyli przestrzen odwzorowan
liniowych V' — F.

Uwaga 2.1. Wyktad dotyczy geometrii. To znaczy, ze o przestrzeniach wek-
torowych myslimy jako o obiektach geometrycznych, czesto V' bedzie mialto
jakas dodatkows strukture. Pierwsze twierdzenie, ktorego uczymy sie na kur-
sie algebry liniowej nam moéwi, ze kazde dwie przestrzenie wektorowe tego sa-
mego wymiaru sg izomorficzne, wiec niby V' i V* powinny by¢ izomorficzne.
Jednak te dwie przestrzenie majg zupelnie inne interpretacje geometryczne,
o czym bedziemy sie przekonywa¢ w trakcie tego wyktadu.

Cwiczenie 2.1. Pokazaé (naturalny) izomorfizm V ~ (V*)*, tzn. taki, ktory
nie zalezy od Zadnych wyborow, w szczegolnosci od wyboru bazy.

Przyktad 2.2. Niech My, bedzie przestrzenia wektorowa macierzy k X [.
Wektory z tej przestrzeni maja znaczenie, mozna odrézni¢é macierz rangi

100 100
1, np. 0 0 0], od macierzy rangi 3, np. 0 1 0], niezaleznie od
0 00 0 01

wyborow bazy itp.

Prayktad 2.3. W = S9F? to przestrzen wielomianéw jednorodnych stopnia d
w dwoch zmiennych

W = {aoa:d + alxd_ly + - adyd ta; € ]F} ,
gdzie z,y sa zmiennymi. Wektory:

(1,0,0,...,0) = 24,
(0,...,0,0,1) =y, oraz
(Ld, (5),---0 (3) = (@ +y)

sa take same, natomiast

(1,0,...,0,1) = 2% 4 ¢4



jest “inny”, przynajmniej o ile d > 2 oraz char I nie dzieli d. Jesli d > 2, to
sama ranga nie wystarcza, zeby odrézni¢ wielomiany.

Odwzorowanie O: V; x Vo — W, lub og6lniej ©: Vi x Vo x Vg x -+« xV, —
W, jest odwzorowaniem dwuliniowym (lub wieloliniowym) jesli dla kazdego
1, dla dowolnych ustalonych vy, vo, ..., v;_1, 041, ..., vk, odwzorowanie:

@(Ulav%"'7Ui—17'avi+17"-avk): ‘/; - W

jest liniowe.
Odwzorowanie liniowe ©: V — W™ wyznacza jednoznacznie odwzorowa-
nie dwuliniowe: ©": V x W — F:

O'(v,w) := O(v)(w)

oraz odwrotnie, ©": V x W — F wyznacza O: V — W*:

Cwiczenie 2.2. Zbidr odwzorowan wieloliniowych {©: Vi x -+ x Vj, — W}
jest przestzeniq lintowq.

Ta przestrzeni liniowg oznaczamy przez V" ® --- @ V' @ W, np.

Vi@ W = Hom(V; — W)

Vi® W =Hom(V]" — W)
Vi@ Ve@W =Hom(Vy @V, — W)
= Hom (V" = V@ W)

Cwiczenie 2.3. Produkt tensorowy przestrzeni wektorowych jest przemienny
i tgezny, tan:

ViaVe=V, @V, oraz VieVheolVs=VieoW) eaV=Ve (V) Vs).

Oznaczenie 2.4. Tensor © = 01 Ru®- - @q;Qw € V'@V, ®--- VW
odpowiada odwzorowaniu k-liniowemu ©": V; x V5 x - - - x V}, — W zadanemu
przez wzor:

O (v1,v2, ..., v) = ay(v1) - ag(v) - - ag(vy) - w.

Od tej pory (o ile nie bedzie to wprowadzalo zamieszania) bedziemy identy-
fikowa¢ ©,©’" i podobne naturalne utozsamienia.



Przyktad 2.5. Mnozenie macierzy fixjm: Mixi X Mixm — Mixm jest odwzo-
rowaniem dwuliniowym, wiec:

Prim € (Mix)” @ (Mixm)™ @ M.

Definicja 2.6. Mowimy, ze tensor © € V; ® --- ® Vi jest prosty, jesli © =
V1 QU ® -+ Qv (bez uzycia sumy).

Cwiczenie 2.4. X € V; ® V; jest tensorem prostym wtedy i tylko wtedy, gdy
X: V" =V, jest odwzorowaniem lintowym rzedu 1.

Cwiczenie 2.5. Tensory proste w Vi @ Vo @ - - - ® Vi, rozpinajg tq praestrzen
tensorowq, ale nie sq to wszystkie tensory.

R t Vel —Ve...V. O ) tacji
ozpatrzmy ® ® zZnaczmy przez 24 grupe permautac)l

d razy
d elementéw, ktora dziata na V®¢ przez zamiane kolejnosci czynnikow:

S x VO v

((T,"Ul ®...®Ud) = Up(1) @ ... & Vg(a)
oraz rozszerzamy liniowo do dzialania na catym V®.

Definicja 2.7. Tensor T' € V® jest symetryczny, jeéli jest niezmienniczy
ze wzgledu na dziatanie ¥4, czyli o - T = T dla wszystkich o € ¥, Zbior
tensoréw symetrycznych oznaczamy przez SV

Definicja 2.8. Niech K C V®¢ bedzie najmniejsza podprzestrzenia liniows
zawierajaca wszystkie tensory postaci:

V1OV 1 QWR V11 Q- QUj_1 @WK Vjq1- -+ @ Vg,

gdzie i # j, oraz vy,...,vg,w € V. Przestrzen tensoréw alternujgcych to
przestrzen ilorazowa \'V = V&/K.

Cwiczenie 2.6. Jesli charF = 0 to:

e S mozemy naturalnie utoisamié z przestrzeniq wielomiandw jedno-
rodnych stopnia d w zmiennych, ktore tworzg baze V.

° /\dV mozemy naturalnie utozsamié z przestrzeniqg tensorow skosniesy-
metrycznych w Ve, czyli takich, ze o - T = sign(o)T dla wszystkich
o€y



2.1 Ranga tensorowa, symetryczna, sko$niesymetryczna

Cwiczenie 2.7. Pokaz, Ze rzqd odwzorowania liniowego f:V — W (lub
odpowiadajgeej mu macierzy), jest réwny najmniejszej liczbie r, takiej, ze

f=hH+fat+-+ [

gdzie f; sq odwzorowaniami rzedu 1.

Definicja 2.9. Ranga tensora 7' € V; ® --- ® V}, to najmniejsza liczba r =
r(T) = rseq(T), taka, ze T =T, + --- + 1), gdzie T} sa tensorami prostymi.

Ranga symetryczna tensora symetrycznego F € S9V to najmniejsza
liczba r = reym(F) = ry,(F), taka, ze F' = Fy + --- + F,, gdzie F; sa sy-
metrycznymi tensorami prostymi, czyli F; = €Z®d. W charakterystyce 0, prze-
chodzac do wielomianéw, Fj sa wielomianami postaci ¢4, dla form liniowych
Ei-

Ranga sko$niesymetryczna tensora P € /\dV to najmniejsza liczba r =
Tskew(P) = TGrass(P), taka, ze P = Py + --- + P,, gdzie P; sa skosniesyme-
trycznymi tensorami prostymi, czyli postaci v; A --- A vg.

Bardziej ogolnie, jesli W jest przestrzenia liniowa oraz X c W, to mo-
zemy rozpatrywa¢ X-range punktu p € W, czyli najmniejsza liczbe r =
rx(p), taka, ze p = 1 + - -+ + x,, dla pewnych z; € X. Aby ograniczy¢ sie
do sensownych przypadkow, bedziemy zawsze zaktadaé, ze X spetnia naste-
pujace wlasnosci:

o X jest niezmienniczy ze wzgledu na przeskalowania: Vyec(z € X =
Ar € X),

o X jest domkniety,

e (opcjonalnie) X “ma sensowng strukture”, tzn. X jest rozmaitoscig
algebraiczna.

Definiujemy przestrzen rzutowa PW = (W \ {0})/F*, gdzie F* = F \

{0} jest grupa multyplikatywna ciata F. Jesli X jest takie jak powyzej, to
definiujemy X  P(W), X = (X \ {0})/F*. X jest domknietym podzbiorem
P(W). Przyklady:
Przyktad 2.10. Jeshi W =V ® --- @ Vi i X jest zbiorem tensoréw prostych,
to X =P(V1) xP(Va) x - - - xP(V}). Konkretnie, jesli x = ([v4],. .., [vg]) € X,
to mamy zanurzenie Seg: X — P(V1®---®V}), zadane Seg(x) = [, ®---®
vg]. (Cwiczenie: sprawdzié, ze Seg jest dobrze okeslone i jest zanurzeniem.)
Odwzorowanie to nazywamy zanurzeniem Segre, X jest rozmaitoscig Segre.
X-ranga w tym przypadku jest tym samym, co ranga tensorowa.
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Przyktad 2.11. Jegli W = S4V i X jest zbiorem symetrycznych tensoréow
prostych, to X ~ P(V'). Konkretnie, jesli z = [¢] € PV, to mamy zanurzenie
vg: X — P(SV), zadane vg(z) = [( ® --- ® £]. (Cwiczenie: sprawdzi¢, ze
vg jest dobrze okeSlone i jest zanurzeniem.) Odwzorowanie to nazywamy
zanurzeniem Veronese stopnia d, X jest rozmaitoscia Veronese. X-ranga w
tym przypadku jest tym samym, co ranga symetryczna.

Przyktad 2.12. Jesli W = /\dV i X jest zbiorem sko$niesymetrycznych ten-
soréw prostych, to X = Gr(d,V), czyli Grassmannian parametryzujacy d-
wymiarowe podprzestrzenie liniowe w V. Konkretnie, jesli U € X, to mamy
zanurzenie Pl: X — P(\'V), zadane PI(U) = [A\'U]. (Cwiczenie: spraw-
dzi¢, ze Pl jest dobrze okeslone i jest zanurzeniem.) Odwzorowanie to na-
zywamy zanurzeniem Pliickera, X jest Grassmannianem. X-ranga w tym
przypadku jest tym samym, co ranga sko$niesymetryczna.

Prayklad 2.13. Mozemy tez miesza¢ powyzsze przyklady. Chociazby X C
WSV, X =P(W) x PV <= P(W ® S?V), gdze ([w], [v]) — [w® v?.

Odwzorowanie to nazywamy zanurzeniem Segre-Veronese dwustopnia (1,2).

Podstawowe wtasnosci X-rangi:
(i) rx(p) =0« p =0 (konwencja).
(ii) rx(p) =1 < pe X\ {0}

(i) Y ¢ X, p € (Y) (to znaczy, p nalezy do powloki liniowej Y), to
ry(p) = rx(p).

(iv) rx(Ap) = rx(p) dla dowolnego X € F*.

(V) rx(p1+p2) < rx(pr) +7x(p2)-

Lemat 2.14. Zatozmy, ze mamy podprzestrzen lintowg W C Vi oraz X =
PViXPVox- - xXPVi 1Y = PW XPVyXx-- - xXPVy, atakzep € WRVo®---QV.

Wtedy rx(p) = ry(p).
Analogicznie dla tensorow symetrycznych: W C V, F € SW, X =
va(PV), Y = v4(PW), to rx(F) =ry(F).

Dowod: éwiczenie.

Cwiczenie 2.8. Ranga kwadryki, ranga skosniesymetryczna w /\2V.



3 Wielomiany jednorodne w dwéch zmiennych

Ustalamy cialo F. Zazwyczaj, bedziemy sobie zyczyli, aby F bylo algebra-
icznie domkniete, aby charF = 0, lub wrecz F = C. W trakcie ¢wiczen
bedziemy omawiali, jakie problemy i patologie mozemy napotkaé, gdy ktores
z tych zatozen o [ nie jest spetnione, jak te problemy rozwiaza¢, lub dlaczego
lepiej te patologie zostawi¢ w spokoju.

W tym rozdziale wstepnie oméwimy rozktady wielomianéw na sumy po-
teg. Na poczatek, niech P(z,y) bedzie wielomianem jednorodnym zaleznym
od dwoéch zmiennych:

P(2,y) = agz® + ag 12y + - + ey + agy’

gdzie ag, ay, ..., aq s liczbami z ciata F.

Problem. Jak znalezé range wielomianu P oraz jego rozktad minimalny? To
znaczy, niech r bedzie najmniejszg liczbg catkowita taka, ze

P(z,y) = {4+ 054 -+ 17

dla pewnych liniowych wielomianow ¢;(z) = bz + ¢;y. Chcemy znalezé r
(range P) oraz {; (rozktad minimalny P).

Cwiczenie 3.1. Wyznacz range wielomianu P(x,7y) = x° + 3xy?.

Rézniczki P(x,y) to nastepujace wielomiany:

OP
aJP = éx’ y) = dagz®™ + (d — Dag_12" %y + - - 4 2a00y* 2 + a1y
x
OP
BiP = éz’ v) = ay 2%+ 2ad,2xd72y +- 4 (d— 1)a1:vyd*2 + alaoyd’1

Cwiczenie 3.2. Policz a(z® + zy + 1y?), Bo(a? +zy + 147).
Wielokrotne pochodne bedziemy oznacza¢ podobnie. Na przyktad:
o?JP = d(d — 1)agz®? + (d — 1)(d — 2)ag_12" >y + - - + ayy* >

i tak dalej. Ta konwencja jest wygodna dla operacji algebraicznych na roz-
niczkach, przyktadowo

(af — a®)JoP = (as(BaP)) — as(aiP)

(@® + aB —26%) 2P = as(asP) + (as(BiP)) — 2(Ba(BLP))P(x)
(a — B)(a+26) 1P = as(asP + 26.P) — fu(asP + 261P).



Cwiczenie 3.3. Policz
(aff — a®)a(a’y — 2y?).
Standardowe wlasnosci rozniczek:
O4(P+ R)=0.P+ OJR;
(©+ ®).P =0O4P+ P,
(f©)aP = O4(fP) = f(B1P);
O+ ®)4(P+ R)=0O4P+0O.R+ PP+ DR,
OP,P =0O4(PP) = P(OLP);
(fo+gB)a(PR) = ((for+ gB)oP) R+ P((for + gB)-R).

Powyzej P = P(x,y) i R = R(z,y) sa wielomianami w zmiennych z,y,
natomiast © i ® sa wielomianami w zmiennych « i 5. Ponadto f,g € F, a
(fa+ gB) jest dowolna liniowa rozniczka.

Cwiczenie 3.4. Pokaz, ze (ba—aB) [(ax + by)?] = 0 dla dowolnych a,b € F
t dowolnego d > 0.

Cwiczenie 3.5. Pokaz, ze (2 — B). [(z +2y)? + 2%] = 0 dla dowolnego
d>0.

Cwiczenie 3.6. Pokaz, ze (a+)B3(2a—B)a [(z +2y)? + 2? + (x — y)¥| =0
dla dowolnego d > 0.

Cwiczenie 3.7. Przypusémy, ze (ba — af8)oP = 0 dla jakiegos wielomianu
P = P(x,y) stopnia d oraz dla (a,b) € F?\ {0}. Pokaz, ze P = c(az + by)?
dla pewnego c € IF.

Cwiczenie 3.8. Znajds niezerowy wielomian kwadratowy © w zmiennych o
i B postaci:
O = aa® + baf + ¢/,

taki, ze ©(x3y + xy®) = 0. Jakq range ma P(z,y) = 23y + xy>?
Cwiczenie 3.9. Zaldzmy, ze
O = (bia — a1 f)(becx — asf) - - - (bax — a,.3)

dla parami nieproporcjonalnych form liniowych (b;o — a;3). Pokaz, ze jesli
OLP =0 dla wielomianu jednorodnego P € F[x,y| stopnia d, to

P(x,y) = ci(arz + biy)? + coagz + bay)* + - - - + ¢ (apz + byy)?
dla pewnych c; € F.
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Cwiczenie 3.10. Cwiczenie podsumowujgce:

(i) Opisz dobra metode, ktdrg mozna wyznaczyé range r dowolnego wielo-
mianu jednorodnego dwdch zmiennych P(z,y) oraz policzyé jego rozktad
minimalny:

P(z,y) = (a1 + bly)d + (agx + bgy)d +---+ (a,x + bry)d.

(Uwaga: to zadanie mozna rdzinie interpretowaé i réznie rozwigzaé;
Uznamy, ze metoda jest wystarczajaco dobra, jesli uda sie jq przete-
stowaé na ponizszych przyktadach.)

(11) Uzasadnij poprawnosé swojej metody. Mozna korzystaé z poprzednich
cwiczen, pod warunkiem umieszczenia ich rozwiqzan w swojej pracy.

(111) Przetestuj swojqg metode na kilku przyktadach (w szczegdlnosci znajdz
rangi i rozktady minimalne tych wielomiandw):

(a) 325y + 40x3y3 + 48xy°,
(b) 5x'y +y°,

(c) o'+ 62%y* + 2",

(d) wtasny przyktad.

(Mozna, jak ktos chee, zaimplementowaé swojg metode na komputerze.
Jednakze te przyktady powinno sie daé policzyé recznie. Jesli sq z lym
problemy, to moze to Swiadczyé o waqtlej jakosci metody.)

(iv) Co nalezatoby zdefiniowaé inaczej, Zeby analogiczna metoda zadziatala,

(a) gdy F nie jest algebraicznie domkniete;
(b) gdy charF > 07

Jest jasne, ze rozktad prawie nigdy nie jest jednoznaczny, gdyz mozemy
zmienia¢ kolejno$é¢ sktadnikow oraz przeskalowywacé formy przez pierwiastki
z jednosci. Na przyklad:

P(z,y) = 32° + 62°y + 752%y? + 14023y 4 2552%y* + 1862y + 654°.
Wtedy:

P(x,y) = (z42y)° +2° + (x — y)°
=24+ (2 —y)® + (z +2y)°

6
=(—2+y)°+ (z+2y)° + (%x)
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i tak dalej. Bedziemy utozsamiac te rozklady, méwiac, ze sa one takie same z
dokladnoscia do kolejnosci i przeskalowan. W rzeczy samej, powyzszy wielo-
mian P ma jednoznaczny rozktad z doktadnoscig do kolejnosci i przeskalowan.

Cwiczenie 3.11. Znajd? range P(x,y) = 2°y. Czy rozktad minimalny jest
jednoznaczny z doktadnoscig do kolejnosci i przeskalowarn ?

Cwiczenie 3.12. Udowodnij, ze ranga wielomianu
_ 4 2.3, 16,5
P(x,y) = 2%y +8z7y” + Ty

jest rowna 2. Czy rozktad minimalny jest jednoznaczny z doktadnos$cig do
kolejnosci @ przeskalowan ?

Cwiczenie 3.13. Czy istnicje wiclomian (jednorodny, dwdch zmiennych)
P(x,y) rangi 2, ktory ma wiecej niz jeden rozktad minimalny (z doktadnosciq
do kolejnosci i przeskalowan)? Jesli tak, to ile ma on takich rozktadow?

4 Rozmaitos$ci siecznych i ranga brzegowa

Ustalmy domkniety zbior Xcw, niezmienniczy ze wzgledu na przeskalowa-
nia. Dodatkowo, zakladamy X , ze jest rozmaitosciag afiniczng, czyli zbiorem
domknietym w W, ktéry mozna opisa¢ réwnaniami wielomianowymi.

7Z tych dwoch zalozen wynika, ze X jest stozkiem afinicznym rzutowej
rozmaitosci X C PW, z ktoéra jest znacznie wygodniej pracowaé, gdyz ma
wlasnosci zwartej przestrzeni topologicznej. To znaczy,

X =(X\0)/C*cPW = (W 0)/C*.

Od tej pory bedziemy rozwazaé rozmaitosé rzutowa X C PW, a odpowia-
dajace obiekty (liniowe/afiniczne) w W beda oznaczane daszkiem’, a notacja
i sformutowania twierdzen beda gléwnie w wersji rzutowej. Dla uproszczenia
mozna mie¢ na uwadze przyktady Veronese i Segre, tzn.:

(i) rozmaitos¢ Veronese
va(PV) CP(SV), va(PV)={[1Y]:1 €V}, oraz
(i) rozmaitos¢ Segre

Seg = Seg(PA x PB x PC) C P(A® B® C),
Seg={[a®b®c|:a€ Abe B,ce C},

ewentualnie z inng liczba czynnikow.
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Mozemy zastosowaé definicje X-rangi rowniez do p € PW, a wiec rx(p)
jest minimalna liczba catkowita r, taka, ze p € (x1,...,x,) dla pewnych z; €
X. Tu (R) oznacza rozpiecie rzutowej przestrzeni liniowej, czyli najmniejszej
podprzestrzeni P* C PW zawierajacej R.

Definiujemy r-ta rozmaitosé siecznych rozmaitosci X jako domkniecie
sumy wszystkich podprzestrzeni linowych rozpietych przez r punktow z X:

o.(X) = U{<$1,---,l’r> cx; € X} CPW.

Rozmaitos¢ siecznych jest wiec domknieciem zbioru punktéw rangi co najwy-
zej r. W szczegolnosei proste styczne do X sa granicami prostych siecznych,
zatem punkty zanurzonej przestrzeni stycznej do X w gladkim punkcie za-
wieraja sie w 09(X), jednak zwykle punkty tamze maja range wyzsza niz
2.

Wobec tego stratyfikacja W przez range moze by¢ bardzo skomplikowana.
Jest to motywacja dla przyjecia nastepujacej definicji. Niech p € PW (lub
p € W). Definiujemy ry(p) jako X-range brzegowq punktu p, czyli mini-
malng liczbe naturalna r, taka, ze p € 0,.(X) (lub [p] € 0,(X), gdzie [p] € PW
jest klasa p € W w przestrzeni rzutowej; przyjmujemy, ze ry(p) = rx(p) = 0,
gdy p = 0). Innymi stowy, X-ranga brzegowa punktu p to najmniejsza liczba
naturalna r taka, ze p przybliza sie przez kombinacje liniowe r punktow z
X. Zawsze ry(p) < rx(p). W wielu zastosowaniach wystarczajacy jest
przyblizony wynik, wiec X-ranga brzegowa jest interesujaca i waznag wiel-
koscia. Jako przyktad wr6¢my do mnozenia macierzy: dobre ograniczenie
na X-range brzegowa moze postuzy¢ do szybkiego pomnozenia macierzy z
dowolnie zadang doktadnoscia. Dlatego wazne jest bada¢ kryteria, ktore po-
zwolg szacowacé range brzegows.

Kluczowy (elementarny) przyktad:

Przyktad 4.1. Jesli X = Seg(PAXPB), to zbior tensorow X-rangi co najwyzej
r jest domkniety, wiec X-ranga jest rowna X-randze brzegowej.

Ogolnie ranga i ranga brzegowa rzadko sa sobie rowne na calej przestrzeni
rzutowej PIV.
Wazne problemy:

Problem 4.2. Ustalmy X C PW.

e Jaki jest wymiar r-tej rozmaitosci siecznych? W szczegodlnosci, jakie
jest najmniejsze r, takie, ze 0,.(X) = PW?

e Jakie sa rdwnania opisujace o,.(X) C PW?

e Dla p € 0,(X), jaka moze by¢ jego ranga?
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Sa to czesto trudne pytania, ale w szczegblnych sytuacjach mozna cos
konkretnego powiedzie¢. Na razie wyjasnimy, co te pytania oznaczajg.

5 Geometria algebraiczna

Uwaga 5.1. Aby twierdzenia geometrii algebraicznej powiazane z rozmaito-
Sciami siecznych mialy rece i nogi, potrzeba zalozy¢, ze cialo bazowe jest
algebraicznie domkniete. Jak nie (na przyktad nad R), to z punktu widzenia
tej tematyki wiecej sensu ma moéwienie o rozmaitosciach semi-algebraicznych,
czyli takich, ktore sa opisane przez rOwnania wielomianowe i nieré6wnosci wie-
lomianowe, np. koto 22 + 32 — 22 < 0 w przestrzeni rzutowej RP%. Jednakze,
tym tematem nie bedziemy sie tutaj zajmowac.

Ustalmy PW przestrzen rzutows. Pierécien wspotrzednych jednorodnych
PW to piericienn wielomianéow T w dim W zmiennych. Zmienne interpretu-
jemy jako funkcje liniowe na W, wiec T = @, S'W*. Jesli f € T to f
jest funkcja (wielomianowa) W — C, ale nie wyznacza funkcji PW — C.
Jegli f € T jest jednorodne, tzn f € SW*, to mamy dobrze okreslony zbior
zer f, jako podzbior w przestrzeni rzutowej PIW. Dla dowolnego podzbioru
X C PW mozemy rozpatrywac

I(X):@{fGSiW*IﬂX:O}.

Jest to jednorodny ideal w pierscieniu wielomianow 7. Z drugiej strony, dla
dowolnego ideatu jednorodnego I C T, mozemy rozpatrywac zbior zer I:

Z(I)={z e PW:ViVf eI, C SW, f(z)=0}.

Moze sie zdarzy¢, ze Z(I) jest przywiedine, to znaczy jest suma dwoch do-
mknietych podzbiorow postaci Z(I) = Z(I;)U Z(I;) (w nietrywialny sposob,
to znaczy Z(11) # Z(I) oraz Z(1y) # Z(I)). Kazdy zbior Z(I) mozna roz-
lozy¢ na sume podzbiorow nieprzywiedinych (czyli takich, ktore nie maja
nietrywialnego rozktadu Z(I) = Z(I,) U Z(I3)).

Rozmaito$é rzutowa, to nieprzywiedlny zbior X = Z(I) dla pewnego
ideatu I C T'. Przez rownania rozmaitosci X rozumiemy generatory ideatu
I, takiego, ze Z(I) = X. (Sa to tak zwane teorio-zbiorowe réwnania X,
mozna tez rozwazaé ideatowe rownania, czyli po prostu generatory I(X).)

Uwaga na boku (na przysztosé): Jesli X jest rozmaitoscia, to I(X) jest
idealem pierwszym.

Jesli W/ C W jest podprzestrzenig liniows, to mamy naturalnie PW’' C
PW. Jest to podrozmaitos¢ i I(PW’) jest generowane przez funkcje liniowe,
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te same, ktore definiujg W’ C W jako podprzestrzen liniowa. PW’ nazywamy
liniowa podprzestrzenia rzutowa, lub po prostu po podprzestrzenig liniows.

Stwierdzenie 5.2. Kazda rozmaito$é rzutowa X ma otwarty gesty podzbior
punktow gtadkich. To znaczy, istnieje otwarty gesty podzbior Xg C X taki, zZe
Xo jest rozmaitoscig rozniczkowa, a doktadniej rozmaitoscig holomorficzna.

Definicja 5.3. Wymiar X oznaczamy przez dim X i jest to zespolony wymiar
Xo.

Uwaga 5.4. X, jest spojne, gdyz X jest nieprzywiedlne i rozpatrujemy roz-
maitosci zespolone. Dlatego taka definicja jak wyzej ma sens i jest dobrze
okre$lona. Nad dowolnym cialem wymiar mozna zdefiniowa¢ algebraicznie,
a potem udowodni¢, co$ podobnego do podanej definicji.

Dla p € W, odpowiadajgcego mu p € PW, oraz jednorodnego wielomianu
[ € S mozemy rozpatrywa¢ Dyf € W* = STW* C T rozniczke f w punkcie
p. Jesli T = Clag, aq, . . ., ay) (gdzie n = dim PW), to
of of

Daf = 52 (5) w0 -+ () -

Dla ustalonego p jest to funkcja liniowa na W. Ponadto, jesli A € C oraz
deg f =i > 0 (f jest jednorodne!), to Dysf = N 7'D;f. W szczegdlnodei,
Z(Dyf) zalezy tylko od klasy [p] = p € PW. Jedli dla uproszczenia ozna-
czamy Z(D,f).

Definicja 5.5. Przestrzenie styczne. Niech I(X) C T bedzie ideatem rozma-
itosci X C P(W). Wybierzmy x € X,.

e Afiniczna przestrzen styczna to liniowa podprzestrzen T.X C W, zde-
finiowana przez znikanie funkcji liniowych Z(D,f : f € I(X)).

e Rzutowa przestrzen styczna to liniowa podprzestrzen rzutowa PT,X C
PW, zdefiniowana przez znikanie tych samych funkcji liniowych Z (D, f -
feI(X)).

Pierwsze wlasnosci:
(i) P(T,X) =PI, X.

(ii) Dla = € X,, mamy dim X = dimPT, X = dim 7T, X — 1.
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6 Odwzorowania

Rozmaitosci algebraiczne, ktore nas beda interesowaé, to rozmaitosci rzutowe
oraz X \ 'Y, gdzie X i Y sa rozmaitosciami rzutowymii Y C X.

Formalnie nie powiedzieliémy sobie, co to jest odwzorowanie rozmaitosci
algebraicznych, rzutowych lub ich otwartych podzbiorow X'\ Y. Ograniczymy
sie do kilku przyktadow. W ogoélnosci, zobacz dowolny podrecznik z geometrii
algebraicznej, np. [BB13|, [Harr95|, [Hart77],. ..

Przyktad 6.1. Jesli X 1Y sg rozmaitoSciami rzutowymi, to produkt X x Y
tez jest rozmaitoscia rzutowa:

X XY CPV xPW C P(V @ W).

Odwzorowania rzutowania X xY — X oraz X XY — Y sa odwzorowaniami
rozmaito$ci algebraicznych.

Przyktad 6.2. Jesli A i X sa podrozmaitosciami rzutowymi ustalonej prze-
strzeni rzutowej PW oraz A C X, to wlozenie A — X jest odwzorowaniem
rozmaitosci algebraicznych.

Przyktad 6.3. Jesli X, Y, Z sa rozmaito$ciami algebraicznymi, a ¢p: X — Y
i1:Y — Z sg odwzorowaniami rozmaitosci algebraicznych, to ich ztozenie
1 o ¢ jest odwzorowaniem rozmaitoéci algebraicznych.

Niech B C C bedzie malym dyskiem wokot 0. Matly oznacza, ze w razie
potrzeby go zmniejszamy i sie nie przejmujemy. (Uwaga!l B nie jest roz-
maitoScia algebraiczna!) Wektor styczny do X w x, to odwzorowanie z B
(parametryzowanego przez zmienna t) w mate otoczenie U punktu xz w X, z
doktadno$cia do réwnowaznosci:

9 0¥

¢ ~ 1 < ¢ 11 maja te same wektory styczne w 0: E(O) = E(O)

Korzystamy tu z tego, ze U jest izomorficzne z podzbiorem otwartym w
CdimX.

Moéwilismy juz o rzutowej i afinicznej przestrzeni stycznej. Dla rozmaitosci
algebraicznej X 1 punktu gladkiego x € X, abstrakcyjna przestrzen styczna

T.X (lub po prostu przestrzer styczna), to przestrzen wektorowa wymiaru
dim X, ktorej elementami sg wektory styczne.

Cwiczenie 6.1. Pokaz, ze T,PW = W/p ® (p)*, gdzie p € PW jest jedno-
czesnie p~ C C W.

Cwiczenie 6.2. Pokaz, ze dla X CPW 12z € X mamy T, X = TxX/x®x*.

16



Cwiczenie 6.3. Pokaz, ze dla X = Seg(PA x PB x C) C P(A® B® C),
mamy
PTlaebeg X =P(a®@b®C+a®@B®c+ARbRc)

t analogicznie dla innej liczby sktadnikow.

Jesli f: X — Y jest odwzorowaniem rozmaitosci algebraicznych oraz
r € X jest gladkim punktem takim, ze f(z) € Yy (to znaczy, f(z) jest
gtadkim punktem Y'), to mamy odwzorowanie rézniczki f w punkcie x:

Dxf : TxX — Tf(z)y

To odwzorowanie wyznaczone jest przez skltadanie fo ¢ z krzywymi ¢: B —
X.

Stwierdzenie 6.4. Odwzorowanie (algebraiczne) rozmaitosci algebraicznych
v: X — Y jest generycznie submersja na swoj obraz. Doktadniej, niech
Z CY bedzie domknieciem obrazu 1. Wtedy istnieje otwarty gesty podzbior
U C Xy, taki, ze dla kazdego x € U mamy ¥ (x) € Zy (czyli (z) jest gtadkim
punktem Z ), oraz T¢(I)Z = D, (T, X).

Anty-Przyklad 6.5 (Obmotka torusa, wersja rzeczywista). Majgc torus
Stx St rozwazmy odwzorowanie R — S'x S zadane wzorem t — (™, e2™t)
dla a € R\ Q. Domkniecie obrazu tego odwzorowania (niealgebraicznego!!)
jest catym torusem S' x S, podczas, gdy jego rozniczka R — R? nie jest “na”
w zZadnym punkcie.

)

Anty-Przyktad 6.6 (Obmotka torusa, wersja holomorficzna). Rozwazmy
odwzorowanie C — C? zadane wzorem t — (e',e*), dla « € R\ Q. Ana-
logicznie, domkniecie obrazu tego odwzorowania niealgebraicznego jest catym
C?, a jego rézniczka nie jest “na”.

Trescia Stwierdzenia 6.4 jest to, ze sytuacje analogiczne do Anty-Przyktadow
nie moga mie¢ miejsca dla odwzorowan algebraicznych. Co wiecej, na przy-
ktad wymiar f(X) jest rowny randze rozniczki w ogdlnym punkcie x € X.

Stwierdzenie 6.7 (Lemat Terracini’ego). Istnieje otwarty gesty podzbior U
rozmaitosci siecznych o.(X), taki, ze dla kazdego p € U, i otwartego gestego
podzbioru przedstawien p € (x1,...,x,)

PT,0.(X) = (PTy,,...,PT,,).
Dowdd...

Wnhniosek 6.8. dimo,.(X) = dim(PT,,,...,PT, ) dla pewnych ogdlnych punk-
tow T1,...,Ty.
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Wnhiosek 6.9. Dia X C PW takiego, ze (X) = PW, mamy
dimo,(X) <min{rdim X +r — 1,dim PW}
dla pewnych ogolnych punktow x4, ..., x,.
Definicja wymiar spodziewany, defekt...

Cwiczenie 6.4. Policz dim o, (Seg(P"~! x P™1)).
Cwiczenie 6.5. Policz dim oy(Seg(P"! x P! x PI1)),

(

(
Cwiczenie 6.6. Policz dim o, (vy(P*1)).

( :

( —
Cwiczenie 6.7. Policz dim oy(vg(P" 1))

7 Rownania rozmaitosci siecznych

Zalozmy, ze mamy wlozenie liniowe i: PW — PW/, takie, ze X C PW
zanurza w X' C PW'. Wtedy o,(X) C o0,(X’). Ponadto, jesli wiemy co$ o
rownaniach o,.(X’), to wiemy to samo o rownaniach o,.(X). To znaczy, jesli
f jest wielomianem (jednorodnym) znikajacym na o,.(X’) to f znika tez na
o (X").

Zat6zmy, ze mamy wtozenie liniowe 7: W — A ® B, takie, ze X C PW
zanurza w PA x PB. Niech M bedzie macierza ze wspotrzednymi (A ® B)*:

11 T12 ... T1p

To1 T22 ... Top
M =

LTagl Tg2 .. Tab

Odwzorowanie liniowe i indukuje dualne odwzorowanie i*: (A ® B)* — W*,
po prostu obciecie form liniowych do podprzestrzeni liniowych. Niech ¢;; :=
1" 2y oraz My, = *M:

AT ST AT
Mo ggl 622 Ce ng
ot Lo ... Lap

Mamy o,(X) C 0,(Seg(PA x PB)) oraz minory (r+ 1) x (r+ 1) macierzy M
znikaja na o,(Seg(PA x PB)), wiec minory (r + 1) x (r + 1) macierzy My,
znikaja na o,.(X).
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Przyktad 7.1 (splaszczenia ogolnych tensorow). W =A@ BRC,i=1id: A®
BeC— A® (B (), X =Seg(PA x PB x PC) — Seg(PA x P(B® (C)).

Przyktad 7.2 (splaszczenia tensorow symetrycznych). W = SV, i: S4V —
SRV @ SEV. X = uy(PV) = Seg(P(S4FV) x SEV).

Definicja 7.3. Rozmaitosci podprzestrzeniowe (ang. subspace varieties), to:

Subgpe. = Subgp. (ARBRC®---)CPARBRC®---)

[T]|3A’ ¢ A,B' C B,C" C C,... takie, 7e
Subgp.,. =< dimA <a,dim B’ <b,dimC’ <c¢,... oraz
TeARBRIC"R---

lub dla tensoréw symetrycznych:

Sub™ = Sub™(S4A4) C P(S4A)

[P] | 3A’ C A takie, ze }

Sub¥™ = A
Hoa { dim A’ < a oraz P € S?A’

Cwiczenie 7.1. Ustalmy r € N oraz d przestrzeni wektorowych A, B,C, . ..
Pokaz, ze:

(i) JesiT e PIABRC®---) i R(T) <r toT € Sub,,,, .

(it) Subgyp.... jest domknietym podzbiorem P(AQ BRC ® ---).
(iii) 0,(PAXPB xPC x ---) C Sub,, .

(iv) Subgy. . jest zbiorem zer (a+ 1)-minoréw pochodzqcych od sptaszczeri
AR(BC®---), (b+ 1)-minoréw pochodzgcych od spltaszczen B ®
(ARC®---), (c+ 1)-minordw pochodzqcych od sptaszczen C ® (A ®
B®:---),. ..

I analogiczne ¢wiczenie w przypadku symetrycznym:
Cwiczenie 7.2. Ustalmy r,d € N oraz przestrzen wektorowg A. Pokaz, Ze:
(i) Jesli P € P(S?A) i R(P) <r to P € Sub¥™.
(i) Sub™ jest domknietym podzbiorem P(S?A).
(117) o.(vg(PA)) C Sub*™.
(iv) Subl¥™ jest zbiorem zer (r + 1)-minorow pochodzqcych od splaszczen

SA < A (Si1A).
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Dziedziczenie (ang. inheritance).

Twierdzenie 7.4. Niech r < dim A oraz b := dim B, ¢ := dimC,. .. Roz-
wazmy lintowe rzutowania 7: A — C". Mamy:
0. (PAXPBXPC x---)=
Subppe.. N[ (T ®idp@idec @+ ) (0,(P"™' x PB x PC x --+)).

(Wystarczy rozwazaé rzutowania ™ po wspdtrzednych. )

Dowdd...
Symetryczne dziedziczenie...

8 Abiegunowos¢

Niech S i T beda dwoma pierécieniami wielomianow:
S :=Clzy,...,z,) = @Siv

=0
T:=Clay,...,a,] =PV

O pierscieniu 7" myslimy w sposob dwojaki.

7 jednej strony, jest to pierécienn wspotrzednych jednorodnych na PV.
Czyli dla © € T mozemy mys$le¢ o zbiorze zer O, jako o podzbiorze V' lub
PV. Jesli mamy skonczony podzbior R C PV, to I(R) C T jest idealem
jednorodnym wielomian6w znikajacych na R.

7 drugiej strony, T' jest pierScieniem rozniczkowan na S. To znaczy «;
utozsamiamy z a%i, i na przyktad, dla P € S:

PP 9P
81'18]33 <8I2)2

(g — 2a3)uP =
Czyli dla kazdego d i ¢ mamy dwuliniowe odwzorowanie:
10 SVE X SV = STV
Przyjmujemy, ze S7V =0 dla j < 0 oraz S°V = C (skalary).

Cwiczenie 8.1. Udowodnij nastepujgce wlasnosci J:
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(i) 5, jako element
Hom(S'V* x SV — S¥V) ~ $V* @ SV ® SV ~
Hom(S?V — S'V ® S41V),
jest sptaszczeniem SV — SV ® SV,

(11) 4 jest operacjg naturalng. To znaczy, 1 nie zalezy od wyboru bazy
x1,..., T, przestrzent V, oraz bazy dualnej aq, ..., o, przestrzeni V*.

(i4i) o wyznacza dualnosé miedzy SV a SV*. To znaczy, odwzorowanie
dwuliniowe 4: SYV* x SV — SOV jest niezdegenerowane.

(iv) Dla kazdego d istnieje stata c € C, taka, ze gdy © € SWV* il €V, to
0. = cO(r).

Lemat 8.1. X C PV jest podzbiorem algebraicznym, vg: PV — P(SV) to
odwzorowanie Veronese, I(X) C T ideal jednorodny funkcji znikajacych na
X. Wtedy:

(i) (X) C PV jest rowne Z(I(X)1), gdzie I(X); C Ty = V*, oraz
(i3) (va(X)) C P(SYV) jest rowne Z(1(X)q), gdzie [(X)g C Ty = (SV)*.

Dowdd. Niech © € S4V*. Mamy © € Z(I(X)y) wtedy i tylko wtedy, gdy
dla kazdego ¢ € X ©(¢) = 0, wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego ¢ € X
zachodzi ©_0¢ = 0, wtedy i tylko wtedy gdy dla kazdego (¢ € vy(X) zachodzi
O.0¢ = ©(¢?) = 0 (to ostatnie w sensie funkcji liniowej na SV). O

Anihilator, lub ideal apolarny wielomianu P € S:
P+ .={0cT|0O.LP=0}.
Stwierdzenie 8.2. (i) Pt jest ideatem.

(ii) Jesli P jest jednorodny (czyli P € SV ), to P+ jest ideatem jednorod-
nym.

(iii) P+ zawiera wszystkie formy jednorodne stopnia co najmniej d + 1. W
szczeqgdlnosci, Z(PL) =0 (w przestrzeni rzutowej).

Stwierdzenie 8.3 (Lemat o Abiegunowosci). Niech P € SV, oraz niech
R ={[t:],....[¢;]} C PV bedzie skoriczonym podzbiorem. Wtedy mamy réw-
nowaznosc:

[P] € (v4(R)) <= Fp,ec P =1+ +ct? <= I(R) C P~
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Na przyktad, jesli P := 2% +y?+2¢, to P+ = (af3, avy, By, al— 34, ad —~2.
Jesli R = {[z], [y], [z]}, to I(R) = (aB, av, By) C P*.

Dowdd. Zatézmy najpierw, ze P = cif¢ + -+ + 0% Jedli © € SV* oraz
O(f) =0, to ©.¢¢ = 0. Skoro mamy I(R) = (._, I([t:]), to [(R)q C (P*)a.
Teraz niech © € I(R); = S'V*NI(R) dla i < d. Chcemy pokazaé, ze
O.P =0. Mamy Ty ;- © C I(R)q C (P1)4. Czyli ©O4P jest wiclomianem
jednorodnym stopnia d — i, ktérego wszystkie rézniczki stopnia d — ¢ po
dowolnych zmiennych sa rowne 0. Jest to mozliwe, jedynie gdy ©1P = 0.
Nastepnie zalozmy I(R) C Pt. W szcezegdlnoéci 1(R)g C (P1)g, wiec
[Pl € Z(I(R)a) = (va(R))- 0

9 Funkcja Hilberta

Rozwazamy algebry ilorazowe Ap :=T/P+ oraz Ap :=T/I(R).

Definicja 9.1. Dla algebry z gradacjg A lub ideatu jednorodnego I, funkcja
Hilberta to H4(i) := dimc A;, lub H; (i) := dimc¢ I;.

Stwierdzenie 9.2. P € SV, R to r réznych punktéw w PV .
(i) Hap(i) = Hap(d — ).
(ii) Hap(i) <r.
(iit) dlai>r—1 mamy Hy, =r.
(i’t)) HAR(i) < HAR(i + 1)'
(v) Jesli [P] € (va(R)) to Ha, < Ha, (w szczegdlnosci, ranga P jest co
najmniej max Hy, ).
Dowdd (szkic). Punkt (i) wynika z symetrii. Niech
(uP);: S'V* = STV oraz (uP)4_i: STV — SV
wtedy ((uP);)" = (uP)q—;. Ponadto Hy4, (i) jest ranga odwzorowania linio-
wego (uP);.
Punkt (ii): Znikanie w kazdym punkcie zadaje podprzestrzen liniowa ko-
wymiaru 1.
Punkt (iii): redukcja do dwoch zmiennych i wyznacznik Vandermonde’a.
Punkt (iv): Wybieramy {a = 0}, hiperptaszczyzne, ktora nie zawiera
zadnego punktu z R. Mnozenie przez o daje odwzorowanie (T/I(R)); —

(T/I(R))it1, ktore jest wlozeniem.
Punkt (v) wynika z Lematu o Abiegunowosci.
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10 Przykltad: formy w dwéch zmiennych

Teraz S := Clz,y], a T := Cla, f]. Mamy Hy = (1,2,3,4,5,...). Dowolny
element jednorodny ¥ € T rozklada sie na iloczyn form liniowych.

Lemat 10.1. Niech I C T bedzie ideatem jednorodnym. Jesli Hp (i — 1) <
Hypyr(i) (lub rownowaznie Hy(i — 1) > Hy(i)), to I<; = 0.

Dowdd. Jesli HT/[(Z—l) < HT/](i)7 Czyli dim([z-_lTl) < dim Iz < dim Ii—h to
juz dim(pl;_1) = dim I;_; gdzie ¢ € T} jest dowolna niezerowa forma liniowa.
Stad wl; 1 = I;, czyli wszystkie elementy I; sa podzielne przez dowolne ¢,
co jest tylko mozliwe, gdy I; = 0, wiec I<; = 0. O

Lemat 10.2. Niech K C T; bedzie przestrzeniq liniowg wielomiancw jedno-
rodnych stopnia v. Jesl K-Ty C T,y 1 ma wymiar o jeden wiekszy niz wymiar
K, oraz wielomiany z K nie majqg wspolnego dzielnika, to K = T;.

Dowdd. Indukcja po i. Dla ¢ = 0 oraz ¢ = 1 oczywiste. W ogoélnosci, mamy
przestrzen form w K podzielnych przez o jest kowymiaru 1 w K. Niech
aK’ C K bedrzie ta podprzestrzenia, i niech & € K \ K’ bedzie jedna z
brakujacych form (w szczegolnosci ® nie jest podzielne przez a). Z zalozenia
wiemy, ze oK’ - T, a®, 5O rozpinaja przestrzen wymiaru o jeden wiekszego,
niz dim K. Z drugiej strony, f® ¢ oK' - T). Stad dim(aK'-T}) = dim(K' -
T1) < (dim K +1) —1. Jesli dim(K'-T}) < dim K, to K’ = 0 z Lematu 10.1,
sprzeczno$é. Czyli z zalozenia indukcyjnego K/ = T; 1, wiec T = oT;_1+P =
T;. O

Lemat 10.3. Niech I C T bedzie ideatem jednorodnym.

(1) Jesli Hp/r(i — 1) = Hyyq(i), to istnieje v < i, U € T,, takie, ze I;_; =
Ul 1_, oraz I, =VT,_,.

(it) Jesli I = (©1,03) oraz ©1 i Oy nie majg wspdlnych dzielnikéw, to
Hpjp=(1,2,3,...,r=2,r=1,r,r,r,...,7,r—1,7—2,...,3,2,1,0...),
gdzie r = min(deg O, deg O,).

Dowdd. Zatézmy najpierw Hyp (i — 1) = Hypyr(i), czyli

Jesli I, 1 = 0, to I; jest rozpiete przez jeden wielomian ¥, ktory spetnia
teze lematu. Zalézmy wiec, ze I, 1 # 0. Z Lematu 10.1 wiemy wiec, ze
dim [,L 7é dim [7,'71 oraz dlm([l,lTl) # dim ]ifl. Stacd dlm([l,lTl) = dim L, =
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dim I;_1 + 1 oraz I;_1T1) = I;. Niech ¥ bedzie najwiekszym wspolnym dziel-
nikiem wielomianéw z I, ;. Korzystamy z Lematu 10.2 dla K = [, /¥ i
otrzymujemy K = T,_1_4eg w, czego nalezalo dowiesc.

Jesli natomiast [ = (©1,0,) oraz ©; i O nie maja wspolnych dzielni-
kow, powiedzmy r = deg©; < deg©,. W stopniach nizszych niz r nie ma
generatoréw, wiec mamy funkcje Hilberta 7. W stopniu r mamy pierwszy
generator, wiec od tego momentu funkcja Hilberta jest nierosngca na mocy
Lematu 10.1. Z drugiej strony, az do stopnia deg O,, jedyne wielomiany w
I to te z ©1 - T, wiec funkcja Hilberta jest stala. Nastepnie w deg ©, spada
o jeden. Potem juz musi by¢ malejaca: jak nie, to na mocy pierwszej czesci
Lematu mamy wspolny dzielnik ©; i ©5. Znowu nie moze male¢ o wiecej
niz jeden na raz, gdyz w ideale mamy wytacznie kombinacje liniowe O, - T' i
O,-T. O

Twierdzenie 10.4. Dia dowolnego P € Sy, mamy P+ = (01,0,), gdzie ©,
1 Og nie majq wspdlnych dzielnikow. Co wiecej, deg ©1 + deg Oy = d + 2.

Dowdd. Niech ©1 bedzie generatorem P+ najnizszego stopnia, oraz [ = (0,),
A=T/I. Wtedy Ha = (1,2,3,...,r = 1,r,r,r,r,...), gdzie r = deg©;.
Niech ¢ bedzie najmniejszym stopniem takim, ze Hs, # Hs. Mamy g > r,
niech ©y € (P+),\ 1,. Uzywajac symetrii,

Hy,=(1,2,3,...,r—=1,rr,...,ryryr —1Lr—2,...,2/1,0,...),

wiec ¢ = d—r+2. Jesli ©1 i O, majg wspolny dzielnik @, to (P+); D (®)g =
O Ty gega, Wiee O € Pt sprzecznosé. Czyli ©; i ©5 nie maja wspolnych
dzielnikow i poréwnujac funkcje Hilberta T/(0©1,0,) i T/P+ otrzymujemy
teze. O

Stwierdzenie 10.5 (Twierdzenie Bertini’ego, w najprostszej wersji). Jesli
O1, 03 sq¢ dwoma wielomiany jednorodne stopni di < dy bez wspolnych dziel-
nikéw, to dla kazdego d > dy istnieje niezerowy ® € (O1,03)4, ktdry nie
ma wielokrotnych dzielnikow liniowych (czyli rozktada sie na iloczyn parami
nieproporcjonalnych form liniowych). Co wiecej, takich ® jest nieskoriczenie
wiele, jest to zbior otwarty gesty w (©1, O2)4.

Dowdd. Mozna domnozyé¢ O przez potege formy liniowej, ktora nie dzieli
0O,, i zalozy¢, ze d; = ds.

Tymczasowo odjednorodniamy oba wielomiany podstawiajac np. f = 1,
robigc z nich wielomiany jednej zmiennej. Dowodzimy, ze istnieja a,b € C
takie, ze a©; 4+ bO4 nie ma podwojnego zera, czyli dla pewnych a, b uktad:

a®; = —bO,
bO, = —a®)

24



nie ma rozwiazan. Wymnazajac stronami otrzymujemy ab(0©,05 — ©,0)) =
0. ©,0, — 0,0] = 0 oznacza, ze pochodna ilorazu g—; jest rowna zero.
Poniewaz ©; i ©, nie maja wspolnych dzielnikow, to iloraz nie jest staly,
wiec znikanie pochodnej ilorazu moze zachodzi¢ tylko w skoriczenie wielu
punktach ¢y, ...t (niezalezacych od a,b).

Wréémy do sytuacji jednorodnej. Poniewaz ©; i ©5 nie maja wspolnych
dzielnikow, to jaka$ ich kombinacja liniowa (rézna od ©; i ©2) nie znika w
zadnym z punktow (¢1,1),...,(t,1),(1,0). Ta kombinacja liniowa nie ma
wielokrotnych pierwiastkow. O

Twierdzenie 10.6 (Twierdzenie Sylvestera). Niech P bedzie wielomianem
jednorodnym dwoch zmiennych, a r = max H,,,. Wtedy

e Ranga brzegowa P wynosi r.
e Ranga P wynosir albo d+ 2 —r, przy czym:

— Ranga P wynosi r jesli generator P+ stopnia r nie ma wielokrot-
nych pierwiastkow. W tym przypadku, jesli 2r < d + 2, rozktad
minimalny jest jednoznaczny (z doktadnosciq do kolejnosci i prze-
skalowari).

— Ranga P wynosi d+ 2 —r jesli generator P stopnia r ma wielo-
krotne pierwiastki. W tym przypadku rozktad minimalny nie jest
wyznaczony jednoznacznie.

Dowdd. Liczba r = max Hy,, jest ograniczeniem dolnym na range, wiec tez
na range brzegowa, gdyz warunek H,, (i) < r jest znikaniem minoréw po-
chodzacych od splaszczen SV — SV @ S4-iV.

Anihilator P+ = (0y,0,), gdzie deg©; =7, a degOy = d + 2 — r. Jesli
©; nie ma wielokrotnych pierwiastkow, to dla R = Z(©;) mamy I(R) = (0,)
i I(R) C P*+. Z Lematu o Abiegunowosci (zobacz Stwierdzenie 8.3) mamy
P € (v4(R)), wiec ranga P jest co najwyzej r = #R. Takze ranga brzegowa
musi by¢ co najwyzej r, wiec obie sa rowne r. Oiler <d+2—7,to [(01) i
R sa wyznaczone jednoznacznie.

Jesli ©; ma wielokrotny dzielnik, to mozemy przyblizy¢ ©; przez wielo-
miany Wy, lim; o ®; = O, tego samego stopnia r, ktére nie maja wielokrot-
nych pierwiastkow. Definiujemy R, = Z(V(t)). Powloka liniowa (vs(R;)) C
P(S9V) jest rowna:

Lemat 8.1

(va(Ry)) =" Z(I(Ri)a) = Z2(V¢ - Tor).
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Przypominam, ze w tym miejscu I(R;)q C S4V* oraz ¥, - Ty, C SV* (a
takze przestrzenie liniowe ponizej) traktujemy jako podzbiory funkeji linio-
wych na S?V. Stad:

1g%<vd(Rt)> = 11—{% Z(\Ijt ' Tdfr) = Z((ll_{% \Ijt) ’ Tdfr) =
Z(©1-Ty,) D Z(P) =[P)].

Stad P mozemy przyblizy¢ wielomianami z (vy(R;)), ktore maja range r na
mocy pierwszej czesci twierdzenia. Czyli ranga brzegowa P jest rowna 7.
Natomiast, aby policzy¢ range P, szukamy idealu I = (@), dla jedno-
rodnego ® stopnia i, takiego, ze ® nie ma wielokrotnych pierwiastkow, ale
I(®) € P, czyli ® € P, Jesli i < d+ 2 — r, to kazdy element stopnia
i w Pt jest podzielny przez ©,, wiec ma pierwiastek wielokrotny. Stad
it >d+2—r. Alei = d+ 2 — r wystarczy na mocy Stwierdzenia 10.5
(Twierdzenia Bertini’ego). W tej sytuacji wybor (®) jest dowolny z otwar-
tego gestego podzbioru w Pdﬁ%r, niejednoznaczny, wiec rozktad tez nie jest

jednoznaczny.
O

Whniosek 10.7. Dla 2r < d + 2 mamy

o (va(P)) = {[P] € SC* | r(P) <7 lubr(P)>d+2—71}.

11  Wielomiany w wiekszej liczbie zmiennych

Jesli S = Clzy,...,x,] dlan > 3, to znajdywanie rangi i rangi brzegowej jest
trudniejsze.

Po pierwsze, struktura anihilatora nie jest koniecznie taka prosta (acz-
kolwiek, tak zwane zupelne przeciecia sa anihilatorami pewnych wielomia-
now). Dla n = 3 mamy twierdzenie strukturalne dla ideatéw (Buchsbaum-
Eisenbud), ktore sg anihilatorami, ale dla n > 3 nie ma takiej charakteryzacji.

Po drugie takze struktura idealu opisujacego skonczone podzbiory R C
P! jest trudniejsza, sa to zbiory kowymiaru n — 1, potrzebuja wiec co
najmniej n — 1 generatorow, a czesto wiece].

Omowimy krotko (bez dowodow) te twierdzenia/lematy z poprzedniego
rozdziatu, ktore uogolniajg sie na wyzsze wymiary.

Macaulay na poczatku dwudziestego wieku zbadat, jaki maksymalny wzrost
moze mie¢ funkcja Hilberta algebry z gradacja postaci T'/1 (lub inaczej, jaki
minimalny wzrost moze mie¢ funkcja Hilberta jednorodnego idealu I). W
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celu przedstawienia tego ograniczenia, zauwazmy, ze dla dowolnych liczb na-
turalnych dodatnich k,7 mozemy jednoznacznie zapisac:

= () () = () o+ ()

dla pewnych a; > a;—1 > a;—» > --- > a; > 0 i pewnego j > 0. Majac taki
zapis definiujemy:

kj<2>: al—l—l i ai,1+1 4 ai,2—|—1 NI aj+1
it i i—1 j+1)

Twierdzenie 11.1 (Ograniczenie Macaulay’a). Jesli A = T/I dla ideatu
jednorodnego I C T, to Ha(i +1) < Hu (i),

Dla dwoch zmiennych to sie redukuje do Lematu 10.1. Ogoélnie mamy, na
przyktad:

Whiosek 11.2. Jesli A =T/I jak wyzej oraz Ha(i) < i, to Ha(i+ 1) < i.

Co wiecej, mozemy powiedzie¢ co$ o algebrach, ktore maja maksymalny
mozliwy wzrost, dzieki Twierdzeniu Gotzmanna.

Twierdzenie 11.3 (Twierdzenie Gotzmanna o nieustepliwosci, ang. Got-
zmann’s persistence theorem). Dla A =T/1 jak wyzej, jesli

Hy(i) = Ha(i — 1)00
oraz I nie ma generatordw w gradacji i + 1, to Ha(i + 1) = H, (i),

Innymi stowy, jesli jaki$ ideal ma minimalny wzrost w jakims$ kroku, to
o ile nie wpltyniemy na ten ideal z zewnatrz (dodajac nowy generator), to
minimalny wzrost nie bedzie ustepowat.

Dla n = 2 dostajemy mniej wiecej Lematy 10.2 i 10.3.

Twierdzenie Bertini’ego w wiekszej og6lnosci niz Stwierdzenie 10.5 mowi,
ze jesli uktad wielomian6éw nie ma wspolnych zer, to mozna wybra¢ kom-
binacje F' tych wielomianow, taka, ze Z(F') jest gladka rozmaitoscia i tnie
transwersalnie ustalong rozmaitosé¢ X.

12 Pfaffiany

Ustalmy C" razem ze standardows baza e;. Macierz anty-symetryczna, z
jednej strony reprezentuje element /\2((:"7 z drugiej strony, jak kazda macierz,
reprezentuje odwzorowanie liniowe C" — C™. Antysymetryczno$¢ oznacza
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dla tego odwzorowania, ze (Au,v) = —(u, Av), dla standardowego produktu
skalarnego (-, -).

Dla macierzy antysymetrycznej A definiujemy jej Pfaffian Pf(A). Dla n
nieparzystego definiujemy Pf(A) := 0. Natomiast dla n = 2k, podamy trzy
definicje (zadanie: pokazaé¢, ze sa one rownowazne).

Definicja 12.1. Jesli myslimy o A € A\°C?, to Pf(A) € C jest taka liczba,

7e:
NA=ANAN-- - NA=FKIPf(A)e; Aeg A--- A egp.
0 a19 oo Qip
. . . —aiz 0 ..ooage |
Definicja 12.2. Jesli A = . 1 przyjmujac, ze a; = 0
—Q1p —A2p ... 0
1 @ji = —aij, to
1 .
Pf<A) - % Z Slgn(p>aplp2a’psp4 w0 Opog 1 pay -
" pESa

(w szczegolnosei, Pfaffian macierzy antysymetrycznej 2k X 2k, jest wielomia-
nem jednorodnym stopnia k od jej wspolrzednych).

Definicja 12.3 (analog rozwiniecia Laplace’a). Dla k = 1, A = (_Oa 8)7
definiujemy Pf(A) = a.

0 a2 e Qip
. —Qa19 0 . Aon, . . . . .
Jesli A = . 1 przyjmujac, ze a;; = 01 Qj; = —Qyj,
—a1p —Qo2p ... 0

to dla dowolnego j € {1,...,2k}:

2k

Pf(A) =) (—1)"a; Pf(Ay),

=1

gdzie A;; powstaje przez usuniecie z A dwoch wierszy i dwoch kolumn (i-tych
oraz j-tych).

Cwiczenie 12.1. Pokazaé, ze trzy definicje sq réwnowazne.
Cwiczenie 12.2. Pokaz, ze det A = (Pf A)?. Byé moze pomocna wskazdwka:
Aeg NAes A NAe, =detA-eg ANeg A---Ne,

(to rownanie definiuje wyznacznik).
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Cwiczenie 12.3. Pokaz, Ze ranga macierzy antysymetrycznej A jest zawsze
parzysta.

Cwiczenie 12.4. Pokaz, ze ranga macierzy antysymetrycznej A < 2r wtedy
i tylko wtedy, gdy wszystkie pod-Pfaffiany gltowne rozmiaru (2r+2) x (2r +2)
sq rowne zero. Wskazowka: wyraz pod-Pfaffiany gtowne jako wspotczynniki
pewnego elementu odpowiedniej potegi zewnetrznej przestrzens C™.

13 Zadania

13.1 Trzecia sieczna do powierzchni Veronese stopnia 3
V' oznacza przestrzen wektorowa wymiaru 3.

Cwiczeqie 13.1. Dla z € V, [2%] € v3(PV) policz afiniczng przestrzen
stycang Tigsv3(PV).

Cwiczenie 13.2. Policz wymiar o3(vs(IP?)). Czy jest to defektywna rozma-
ito$é siecznych?

Cwiczenie 13.3. Czy o3(v3(P" 1)) = Suby¥™ dla ktdregokolwiek n > 37

Cwiczenie 13.4. Niech F = 2® — y?>z € S3C3. Policz anihilator F*, range
brzegowq F oraz range F'.

13.2 Powierzchnia Veronese stopnia 4
Cwiczenie 13.5. Udowodnij, ze o5(vy(IP?)) C P(S*C?) jest defektywna.

Cwiczenie 13.6. Podaj przyktad konkretnego F € S*C®, takiego ze [F] ¢
o5(v4(P?)) (i uzasadnij, dlaczego nie nalezy).

14 Ranga tensorow

Niech X C PV bedzie podrozmaitoscia nie zawarta w zadnej hiperptasz-
czyzinie (I(X); = 0), oraz niech Y = PA x X C P(A® V). (Na przyktad
X =PBxPC Cc P(B®C).) Bedziemy badali Y-rangi punktow p € P(AQV).
Chcemy wyrazi¢ je za pomoca czegos zaleznego od X.

Po pierwsze, zauwazmy:

Stwierdzenie 14.1. Zatdzmy, ze A C A jest podprzestrzeniq liniowq oraz
Y'=PAXxX CP(ARV)CPARV). Jeslip e P(A'QV) to ry(p) = ry(p)
oraz ry(p) = ry/(p).
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(Dowdd jest tatwy.)

Dla dowolnego p € P(A ® V') mozemy zdefiniowaé¢ podprzestrzen liniowa
p(A*) c V. Jesli p € P(A @ V), to p(A*) = p((A)*). Co wiecej, dla
p,q € P(A® V), mamy p(A*) = q(A*) wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ = g - p,
gdzie g € GL(A) i GL(A) dziala na A ® V' przez zmiane wspotrzednych na
A oraz przez identyczno$é¢ na V.

Dla podprzestrzeni liniowej W C V' definiujemy X-range W jako naj-
mniejsza liczbe r taka, ze W C (xq,...,x,) dla jakich$ x; € X. W Gras-
smannianie Gr(dim W, V') rozpatrujemy zbior przestrzeni liniowych rangi co
najwyzej r i jego domkniecie o, gimw (X) C Gr(dim W, V). X-ranga brze-
gowa W to najmniejsze r, takie, ze W € o, gimw (X).

Twierdzenie 14.2. ry(p) = rx(p(A*)) oraz ry(p) = ry(p(A¥)).
Dowod...

Whiosek 14.3. ry(p) < dimV, np rpaxppxpc(p) < dim Bdim C.

15 “Peki” macierzy

W tym rozdziale zajmiemy sie klasyfikacja tensorow w C? @ C’ @ C¢. Przy-
pomina ona klasyfikacje endomorfizméw (twierdzenie Jordana).
Okreslmy macierz € X (e + 1) (zalezng od parametrow s i t):

Lo = L(s,t) = ,
s t
Twierdzenie 15.1 (Kronecker 1890). Dia dowolnego p € C?@CP®C* istnieje
wybdr baz C°, C°, taki, ze p((C*)*) jest zbiorem macierzy (dla wszystkich s,t):

L,

SA+1B = LT , (15.2)

Ly,
S Idf +tF

gdzie F' jest macierzq f X f w postaci Jordana.
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Szczegdtowy dowod twierdzenia Kroneckera mozna znalezé¢ na przyktad
w ksiazce |Gant59, Chapt. XII|. Tutaj oméwimy szkic tego dowodu.

Uwaga 15.3. Zachodzi rowniez analogiczne twierdzenie dla pekow kwadryk,
czyli dwuwymiarowych przestrzeni liniowych w S?C", zobacz [Gant59, XI1.6].

Szkic dowodu twierdzenia Kroneckera, w formie ¢wiczen.
Cwiczenie 15.1. Zaldzmy, ze b = c oraz p((C?)*) zawiera macierz od-

wracalng.  Pokaz, ze mozemy wybraé bazy C® i C°¢ takie, ze p((C?*)*) =
{sld; +tF'}, gdzie F jest w postaci Jordana.

Jesli b # ¢, lub W = p((C?)*) nie zawiera macierzy odwracalnej, to albo
ranga kazdej macierzy w W jest mniejsza od b albo od c. Zaldézmy, ze ranga
jest mniejsza od ¢, czyli dla dowolnej macierzy w W kolumny sa liniowo
zalezne, czyli dla kazdej M € W istnieje niezerowe rozwiazanie Mx = 0 (dla
pewnego z € C?).

Cwiczenie 15.2. Parametryzujgc W przez s,t, mozna dobraé rozwigzanie
M(s,t)x(s,t) = 0, gdzie x(s,t) jest kolumnowym wektorem zaleznym wielo-
mianowo od (s,t). Co wiecej, x(s,t) jest kolumng wielomiandw jednorodnych.

Niech
x(s,t) = 205 — 218+ - + 2 (1)

bedzie rozwigzaniem najmniejszego mozliwego stopnia ¢, dla ktérego
M (s, t)z(s,t) = 0.
Zapisujac M (s,t) = sA + tB, otrzymujemy rownowaznie:
Axg =0, Brg = Arq, Bxy = Axs,...,Br._1 = Az, Bz, = 0.

Cwiczenie 15.3. Pokaz, ze wektory xg,x1,Ts, ..., T $¢ lintowo niezalezne.
Wskazowka: najpierw pokaz, ze Axy, Axs, ..., Az, sq lintowo niezalezne. W
obu krokach korzystaj z minimalnosct €.

Whiosek 15.4. Mozemy zapisaé M(s,t) jako

_ (Le(s,t) sC+tD
SA”B_( 0 sA’+tB’)

Cwiczenie 15.4. Pokaz, ze (sA' + tB')x(s,t) = 0 nie ma (niezerowego)
rozwigzania wielomianowego stopnia mniejszego niz €.
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Cwiczenie 15.5. Pokaz, ze mozna wybraé baze tak, e

[ L(s,1) 0
SA”B_( 0 sA”+tB”>

Cwiczenie 15.6. Wywnioskuj, ze Twierdzenie Kroneckera zachodzi.

Cwiczenie 15.7. Pokaz, ze jest tylko 9 tensoréw w C* ® C*> @ C* z doktad-
noscig do dziatania grupy GLs x GLy x GL3 (wliczajgc tensor zerowy). Ile
jest istotnie roznych tensorow w C?* @ C? @ C*?

Cwiczenie 15.8. Pokaz, ze dla duzych b, ¢, jest nieskoriczenie wiele tensoréw

w C?@CP®C® réznych z doktadnosciq do dziatania grupy GLy x GLy x GL..

Cwiczenie 15.9 (trudniejsze). Pokaz, ze jest nieskoriczenie wiele tensordw
w C?@C*®@C* roznych z doktadnoscig do dziatania grupy GLy x GL4 x GLy.

16 Rangi pek6w macierzy

Ranga tensora w A ® B ® C' jest niezmiennicza przy dzialaniu grupy auto-
morfizmoéw liniowych zachowujacych zbior tensoréw prostych czyli w szcze-
golnosci GL(A) x GL(B) x GL(C). W zwiazku z tym, aby wyznaczy¢ range
tensora w C2® B® C wystarczy wyznaczy¢ range tensora w posta¢ normalnej
Kroneckera (15.2). Tym wlasnie sie zajmiemy w tym rozdziale.

Twierdzenie 16.1 (Grigoriev, Ja’Ja’, Teichert). [Grig78, Ja’J78, Teic86]
(Co najwyzej) dwuwymiarowa podprzestrzen macierzy w postaci normalnej
(15.2) ma range, ktora:

(i) jest sumg rang poszczegolnych blokéw L., , ng, oraz sId +tF, przy czym
(i) ranga bloku postaci L. (lub LT) jest réwna € + 1, oraz
(11i) Ranga bloku f x f postaci s1d +tF wynosi f + m(F), gdzie:

e myp) jest rowne liczbie klatek Jordana F' rozmiaru co najmniej
2 X 2 0 warto$ci wltasnej A\,

e natomiast m(F) = maxy my(F).

Sumarycznie, ranga tej przestrzeni lintowej wynosi:

k l

e+ > nitk+1+f+m(F).

i=1 j=1
W szczegdlnosci, maksymalna mozliwa ranga tensora w C* @ C° @ C* wynosi

13-
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W tym rozdziale zajmiemy sie dowodem tego twierdzenia. Opis jest prze-
prowadzony wedlug [BL13, §5.2] lub [Land12, §10.3.3]. Troche inne ujecie
znajdziemy w [BCS97, Chapter 19].

Na poczatek lemat, ktory pozwoli nam rozdzieli¢ range na bloki.

Stwierdzenie 16.2. Zalozimy, ze B = B ® By, C = C1 & Cy, p1 € A®
B ®Cy, pp € AR By ®Cy, and ps € A® By ® Cy. Niech m; oraz n; bedg
wymiarami, odpowiednio, B;, C; dla i =1,2. Wtedy

(i) Jeslips : By — ARCy jest zanurzeniem, to r(py+pe+p3) > 7(p1)+meo.

(it) Jesli oba odwzorowania ps : By — A® Cy oraz ps : C5 — A ® By sq
wlozeniami oraz r(py) = max{meg,ny} (minimalna mozliwa wartosé dla
takiego ps), wiedy r(p1 + p2) = r(p1) + r(p2).

Dowdd. Aby wykazaé (i) przyjmijmy p := py + p2 + ps, 7 := r(p) i zapiszmy
rozktad minimalny p = ZZ=1 a; ® b; @ ¢;. Rozwazmy rzutowanie p: B — Bs.
Poniewaz p|p; jest injekcja, mozemy zatozy¢, ze p(b1), . . ., p(bm,) tworza baze
B,. Niech B} C B bedzie powloka liniowa by, ..., b,,,. Zauwazmy, ze zto-
zenie By — B — B/B) jest izomorfizmem. Przyjrzyjmy sie nastepujacemu
ztozeniu 7:

A B®C — A® (B/By) @ C - A® (B/Bj) ® C.

Jadro m zawiera A ® B ® Cy, oraz 7|agp,ec, jest izomorfizmem. Stad
7(p) = p1 (z dokladnoscia do izomorfizmu B/Bj ~ By) a takze w(p) =
Z;mﬁl m(a; @ b; @ ¢;). Czyli R(p1) < r — my tak jak twierdzimy w (i).
Podpunkt (ii) wynika z (i) przy ps = 0 uzytym dwukrotnie (raz przy
zamienionych rolach B i C): wtedy r(p1 +p2) > r(p1) +ms oraz r(p; +p2) >
r(p1) + ne. Nieréwnosé r(pr + p2) < r(p1) + r(p2) zachodzi zawsze. O

Ogolny pek rozmiaru b x b jest diagonalizowalny. To znaczy, ze istnieje
otwarty gesty podzbior tensorow w C? ® C* ® CP, takich, ktore w pewnej
bazie sa postaci sId+tF', gdzie F' jest macierza diagonalng. Jest tak dla-
tego, ze wielomian charakterystyczny peku, czyli po prostu det(M(s,t)), ma
rozne pierwiastki i jest to warunek otwarty (gesty). W szczegolnosci ranga ta-
kiego peku wynosi b. Stad wynika, ze dla “wiekszosci” nie diagonalizowalnych
pekow zaburzenie o maly tensorek rangi 1, uczyni pek diagonalizowalnym.
W ponizszym lemacie pokazujemy, ze tak rzeczywiscie jest dla takich, ktore
maja po jednej klatce Jordana dla kazdej wartosci wtasne;j.

Lemat 16.3. Zalozmy, ze p = a1 ® Idy +ay ® F, gdzie F' jest b X b macierzq
w postaci normalnej Jordana, dla ktorej Zzadna wartosé wtasna nie ma wiecej
niz jednej klatce Jordana. Wtedy r(p) = b+ 1 jesli F' nie jest diagonalna, lub
r(p) = b jesli F jest diagonalna.
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Dowdd. Jesli F' jest diagonalna, wtedy r(p) = b. W przeciwnym wypadku
r(p) > b+ 1, wiec wystarczy pokazaé, ze r(p) < b+ 1.

Cwiczenie 16.1. Pokaz, dla macierzy M rozmiaru b x b oraz u,v € CP
zachodzi:

(i) Jesli M jest odwracalna, to
det(M 4+ uv”) = (1 + v" M) det(M).

(11) Jesli M jest dowolna, to
det(M 4+ uv’) = det M + u (M), (16.4)
gdzie MP jest macierzq dopetnieri algebraicznych.

Niech F), bedzie pojedyncza klatka Jordana rozmiaru n x 7, o wartosci
wlasnej A, oraz G, = sld, +tF\,. Niech )\; beda (réznymi) wartosciami
wlasnymi F'. Mamy:

(—s=A;t)mi—1 0 0 0
(—s=A)"i 72t (—s=Nit)i~1 . 0 0
D _ . . .
(G)\z‘ﬂh') - : : : ’
(—s=A)t"i 72 (—s=X;t)2tMi =3 . (—s—At)"i 1 0
i1 (=s=Nit)t"i 72 L (—s—Xt)1i 72t (—s—Nit)i L

oraz (sId, +tF)P sktada si¢ z blokow (H#i —(=s = At)")(Gx, )" skon-
centrowanych wokot przekatnej. Na przyktad, jesli b =5, ;1 = 2, o = 3,
to:

Mt + s t 0 0 0
0 Mt + s 0 0 0
M(s,t) == p(A*) = 0 0 Aot + 5 t 0 oraz
0 0 0 Aot + s t
0 0 0 0 Aot + s
M (s, t)P =
(A1t+s)(Aat+s)3 0 0 0 0
—(Aat+8)3t  (Ait+s)(Aat+s)3 0 0 0
0 0 (A1t+s)2(Aat+s)? 0 0
0 0 —(At+8)2(Nat+s)t  (A1t+s)?(Aat+s)? 0
0 0 (Mt+s)2t? —(At+s)2(Aat+s)t (Art+s)2(Aat+s)?

Cwiczenie 16.2. Pokaz, ze dla ogolnych u,v € C* wielomian jednorodny za-
lezny od s, t postaci uT M (s, t)Pv nie ma wielokrotnych dzielnikéw liniowych.

Pokaz, ze dla ogdlnych u,v € C° wielomian jednorodny (At+s) -+ (At +
s) + tul M (s, t)Pv nie ma wielokrotnych dzielnikow liniowych.
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Stad

det(M (s, t) + tuv?) (18 det(M (s, t)) + tu” M (s, t)"v
= (Mt +38) - (Mt +5) +tu” M(s,t)Pv

nie ma wielokrotnych pierwiastkow i zaburzony pek (M(s,t) + tuv®) jest
diagonalizowalny, wiec

r(p) < r(M(s,t) + tuv”) + r(tuw”) < b+ 1.
O

Lemat 16.5. Niech p, € C? ® C° @ C! bedzie tensorem, ktérego forma
normalna Kroneckera to L.. Wtedy r(p) = e + 1. W szczegdlnosci Stwier-
dzenie 16.2(1) stosuje sie do py. Analogicznie dla tensoréw, ktorych postaé
normalna to L.

Zobacz tez [BCS97, Prop. 19.9].

Dowdd. Rozpatrzmy p, : (C)* — C2@C¢ i zdefiniujmy E := p, ((C)*) C
C? @ C¢. Jest to podprzestrzen liniowa

(’70 Y1 Y2 oo Ye—2 %—1). (166)
Yo Y2 V3 .- V-1 e

W szczegolnosci dim £ = e+ 1, wiec mamy r(py) = e+ 1 wtedy i tylko wtedy,
gdy PFE jest rozpiete przez punkty z X := Seg(P! x P<7!). Przecigcie Z :=
X NPE jest zdefiniowane przez 2 X 2 minory macierzy (16.6). Te réwnania
definiujg zbior parametryzowany przez (z€, 2 'y, ...,y°). W szczegdlnosei
ten zbior rozpina F, czego nalezalo dowiesé. O

Lemat 16.7 (|[BCS97, Prop. 19.10]). Zatdzmy, zZe p jest pekiem sldg, +tF
gdzie F jest macierzq sktadajqcq sie zn klatek Jordana rozmiary dwa, wszyst-
kie z tq samq wartoscig wtasng. Wtedy r(p) = 3n.

Dowdd. Mozemy wybra¢ bazy takie, ze p = sldy, +tF’, gdzie

sld,, ¢ Idn>

0 sld, (16.8)

S Idgn +tF = (

Niech B = B; @ By i C = (] & (5 bedzie rozkladem na sumy proste odpo-
wiadajacemu tym blokom, oraz przyjmijmy By = By = C,* = Cy" =C" i

M = Idzn = Id01*7Bl —|—Id02*732 - Bl®01@32®02, N = Id.CQ",B1 € Bl®02.
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Tutaj Idc,- B, jest wyréznionym izomorfizmem C;* = Bj, ktorego macierz
jest macierza identycznosciows. Niech A ~ C2?. Rozwazamy tensor p €
ARBRC,p=a® M+ ® N, gdzie a, B jest baza A. Zatozmy, ze r(p) = r.
Oczywiscie r < 3n. Zapiszmy p = Y., a;®b; ®¢;. Niech p : B — Bj bedzie
rzutowaniem z jadrem B;. Poniewaz odwzorowanie po p* : B — A® C
jest injekcja, mozemy wybra¢ baze By sposrod zbioru {p(by), ..., p(b.)}. Bez
straty ogolnosci, zatozmy {p(b1),...,p(b,)} jest ta baza i niech Bj bedzie
powtoka liniowg {b1, ..., b,}. Rozwazmy zlozenie 7:

C* 5 A® B — A® (B/B)),

gdzie drugie odwzorowanie jest odwzorowaniem ilorazowym. Jesli m napi-
szemy jako tensor, to
= Z a; ® (b; mod Bj) & ¢;.
i=n+1

Wystarczy wiec pokazaé, ze r(m) = 2n, lub rownowaznie, ze © : C* —
A ® (B/B)) jest injektywne. Przypusémy, ze v € C* jest w jadrze 7. Wtedy
p(v) € A® B. Roztoimy v = 1 + 72 zgodnie z C* = C1* @ Cy*. Nastepnie
podstawiamy:

p(7) = a®(Ide,* B, +1doy 58,) (V) +BRIde, 5, (7) = a@yP +a@y5> + B2

gdzie %Bj := Id¢;# B,(vi) € Bj. Poniewaz p(y) € A® By i By N By = 0,
musimy mieé¢ @2 =0, czyli 1o = 0. Stad p(7) = a®@~P* =0, wiec vy =0
i m jest injektywne, tak jak twierdziliSmy, co konczy dowdd. O

Dowdd Twierdzenia 16.1. Zalézmy, ze p ma postac (15.2). Zgodnie z Lema-
tem 16.5 i Stwierdzeniem 16.2(ii):

I
r(p) =Y _r(Le) + > _r(L]) +r(sldy +tF)
i=1 j=1
k I
=D (6+1)+ > (n;+1) +r(sId; +tF).
i=1 j=1

Aby pokaza¢ teze twierdzenia wystarczy udowodni¢ ja dla p = sIdy +tF.
F' 0
0 D)’
gdzie D jest macierzg przekatniowa, a F” jest macierza f’ x f’ zlozona wylacz-
nie z klatek Jordana rozmiaru co najmniej 2x2. Ranga (sId;_ s +tD) wynosi
(f — f') wedle Lematu 16.3, wiec mozemy zastosowaé Stwierdzenie 16.2(ii):

r(sldy +tF) = r(sldpy +tF' )+ (f — f').

Zamieniajac kolejnos¢ klatek Jordana, mozemy zapisa¢ F' =
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Od tej pory zaktadamy, ze F' = F’ (to nam wystarczy).
Teza twierdzenia mowi, ze r(p) = f+m(F'), gdzie m(F) = maxyec ma(F)),
i my(F) jest liczbg klatek Jordana F' o wartosci wlasnej A. Aby uzyskaé
oszacowanie gorne r(p) < f + m(F), podzielmy klatki Jordana na m(F)
grup Fi,..., Fyp), tak aby (po pozamienianiu kolejnosci klatek): F =
Fy
oraz w kazdej grupie F,, mamy co najwyzej jedna klatke
Fin(r)
z ustalona wartoscia wlasna. Wtedy r(p) < ZZ”:(? r(sld+tF,) = f +m(F)
z Lematu 16.3.
Aby uzyska¢ oszacowanie dolne r(p) > f+m(F'), niech A bedzie wartoscia
whasna F', ktora pojawia sie w m(F') klatkach Jordana F'. Niech Gy bedzie
macierza z m(F') klatkami Jordana rozmiaru 2 x 2 i o wartosci wlasnej .

Wtedy zamieniajac kolejno$¢ kolumn i wierszy: F = (Cél g?’> gdzie G,
2

jest macierza w postaci Jordana. Stwierdzenie 16.2(i) mozemy zastosowac
do p = p1 + p2 + p3, gdzie p1 = sldopr) +G1, p2 = sldf_omr) +1Go,
p3 = tGs, wiec:

Lem. 16.7

r(p) = r(py) + (f = 2m(F)) 3m(F) + (f = 2m(F)) = f +m(F).

O

17 Hipotezy Comona i Strassena — zadania

Hipoteza 17.1 (Comon). Dla dowolnego F € SV C VRV ®---QV, mamy
Toav)(E) = revupvs..xpv (F), czyli ranga tensorowa i ranga symetryczna sq
rowne dla tensorow symetrycznych.

Cwiczenie 17.1. Udowodnij Hipoteze Comona dla
(1) d=2,
(1)) d =3, dimV = 2,

(iii) F = 2%y — 23,

Hipoteza 17.2 (Strassen). Niech A=A @ A", B=B @B", C=C"aC".
Wezimy p' € AAQB' @C'" orazp” € A”®@ B"Q@C" i rozpatrujemy p = p1+ps €
A® B x C. Wtedy r(p) =r(p) +r(p").
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Na przyklad, gdy mamy macierze M’, M”, N’, N” i chcemy otrzymaé¢ wy-
niki mnozeri M'N’ oraz M" N" (rozmiary macierzy dobieramy tak, zeby oba
mnozenia mialy sens), to wedle Hipotezy Strassena, optymalnym (ze wzgledu
na liczbe wykonywanych mnozen liczb zespolonych) algorytmem na uzyska-
nie tych dwoch wynikéw jest wykonanie tych mnozen osobno. A moze da sie
lepiej?

Cwiczenie 17.2. Udowodnij Hipoteze Strassena dla

(i) dim A" = dim B” = dimC” = 1 (tak naprawde wystarczy zatozyé
dim A" =1).

(11) dla tensordw p' =p" =a1 @by @ ca + a1 @by ® ¢1 + a3 R by R ¢1.

Mozna tez rozpatrywacé warianty brzegowe obu tych hipotez. To znaczy
pytamy odpowiednio, “czy symetryczna ranga brzegowa i tensorowa ranga
brzegowa sie pokrywaja dla tensoréw symetrycznych?”, oraz “czy (tenso-
rowa) ranga brzegowa p = p’ + p” jest suma rang brzegowych p; i p?”.
Na pierwsze pytanie nie znamy jeszcze odpowiedzi. Natomiast drugie pyta-
nie ma negatywna odpowiedz, co pokazemy w najblizszym ¢éwiczeniu. W je-
zyku zlozonosci obliczeniowej macierzy znaczy to, ze (dla pewnych rozmiarow
M’ M" N', N") mozna szybciej przyblizy¢ M'N' oraz M”N" jednoczesnie,
niz gdyby przybliza¢ je osobno (niezaleznie).

Cwiczenie 17.3. Rozpatrzy dwa tensory:

e ) =010 Rc1+a1 Ry RCa+a30b1 Rez+aaRby Ry € CPeC?eC*
to tensor mnozenia macierzy 2 X 1 przez 1 x 2 (ktorego wynikiem jest
macierz 2 X 2).

o ' =a30bs®cs+a, by Rc;C?RC2RC! to tensor mnozenia macierzy
1 % 2 przez 2 x 1 (ktdrego wynikiem jest macierz 1 x 1).

Pokaz, ze ranga brzegowa p' jest réwna 4, ranga brzegowa p’ jest rowna 2,
ale ranga brzegowa p' + p” jest réwna 5.

18 Przedluzenia

W tym rozdziale udowodnimy nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 18.1 (...bibligrafia...). Niech X C PV bedzie domknietq pod-
rozmaito$ciq nie zawartq w zZadnej hiperptaszczyzinie. Wtedy I1(o,.(X)), = 0,
tzn nie ma rdwnan stopnia co najwyzej r znikajgcych na o,.(X).
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Aby to pokazaé, opiszemy doktadnie ideal rozmaitosci siecznych. Jako
wynik mocno teoretyczny, jest on malo przydatny, ale akurat pozwala udo-
wodni¢ Twierdzenie 18.1.

Stwierdzenie 18.2. Niech X C PV bedzie domknietq podrozmaitosciq oraz
URS S+, & € I(0,(X))q wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych xy, ..., x, €
X, oraz podziatu d = ay + - - - + a, (gdzie a; > 0) mamy ®(z{* ---x2) = 0.

Dowdd. ® nalezy do I(0,(X))s wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnej kombi-
nacji liniowej dowolnych r punktow z X, wartosé¢ ® na tej kombinacji wynosi

d
A al .« .. a . al .« .. a e
:pl,...,:prertﬂ ----- sreC E : ( 51 S." q)—J(Il ‘TTT) =0
aly...,0p

a a
Yo oex Var o tar=d O y(xft -2ty = 0.

T

]

Poniewaz w stwierdzeniu wystepuje jedynie i elementow stopnia d (czyli
dualno$é¢ miedzy Sy = SV i T, = S4V*), to mozemy odwrdcié role pierscieni
S 17T irozwazaé¢ wlasnosé¢ z{* - -- 2% 1@ = 0. Czyli od teraz uzywamy J w
odwrotng strone, niz w rozdzialach 8, 9, 10, 11. To znaczy, r6zniczkujemy
element T; w kierunkach 5;.

Stwierdzenie 18.3. Niech X C PV bedzie domknietq podrozmaitosciq nie
zawartq w Zadnej hiperptaszezyinie. Jesli ® € I(0.(X))q, to S,_1.® C
I(X)a—rs1 (czyli jesli d > r — 1, to wszystkie rdzniczki ® stopnia co naj-
wyzej r — 1 znikajg na X ).

Oznacza to, ze ideal I(o,(X)) jest zawarty w (r — 1)-wszym przedtuzeniu
ideatu I(X).

Dowadd. Jesli d < r — 1, to stwierdzenie jest trywialne. Zalézmy wiec, ze
d>r—1.
Ze Stwierdzenia 182 dlaay =---=a,_; =1 oraz a, = d —r + 1 mamy

ed—r+1 _
vxl7...7rT€Xl’lf7, J(ZL‘l s ZET_l_J(I)) =0.
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lub réwnowaznie (zobacz Cwiczenie 8.1(iv)):

Vorwex @1z 0®)(2,) =0
Xy--- 277»_1_1(13) S [(X)d—r—H-
Z liniowo$ci 1, poniewaz X rozpina V', mozemy uzywacé zamiast x,_; rOwniez
kombinacji liniowych, czyli rownowaznie:
Vorwrpex (@1 Tpg - V@) C I(X)a—ry1.

Kolejno mozemy podmienia¢ x; na cate V' i otrzymamy warunek réwnowazny:
STTWLD C I(X)gri,
czego nalezato dowiesc. O]
7 powyzszego stwierdzenia tatwo wynika Twierdzenie 18.1:

Dowdd Twierdzenia 18.1. Zatozmy, ze ® € I(0,(X)),. Wtedy ze Stwierdze-
nia 18.3 mamy S,_1.® C I(X); = 0. Stad & = 0. O

19 Splaszczenia Younga i niezmiennik Aron-
holda — réwnania trzeciej rozmaitos$ci siecz-
nych

Rozpatrujemy tensory w C* ® C* ® C3, z bazami kolejnych C? oznaczanymi
odpowiednio ag, ay, as, oraz by, by,bs i cg,c1,co, bazy dualne odpowiednio z
gwiazdkami -*. Wspolrzedne na C* ® C* ® C?® oznaczamy przez ¢;j =
a; @ b; ® cz Rozpatrzmy nastepujacg macierz 9 x 9 zalezna liniowo od
peCeC*®C

M = M(p) :=
0 0 0 ®ooo Qoo Po20  —Poor —Poi1  —Po21
0 0 0 ®100 Q110 P20 —Po1 —P111 —Pin
0 0 0 G200 Q210 P20 —P201 —P211 —Pamn
—Pooo —®o10 —Po20 0 0 0 Gooz Qo2 Po22
—0100 —P110 —P120 0 0 0 G2 Pu2 P
—¢0 —P210 —P220 0 0 0 G202 P12 Doz
Goor Qo1 Po2r —Poo2 —QPoi2 —Poz2 0 0 0
Gro1 Q11 P21 —Pr2 — P2 —Prz2 0 0 0

G201 Q211 Q221 —Pa02 —P212 —P22 0 0 0

Zwr6¢émy uwage, ze nie jest to macierz antysymetryczna.
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Twierdzenie 19.1. Dia tensordw postaci p = u@uRw, macierz M(uQ@vw)
ma rzqd co najwyzej 2.

Dowdd. Jesli u = upag+uia;+usas i analogicznie dla v, w, to ¢ (uRVRW) =
w;vjwy. Mamy wiec (blokowo):

0 U;V;Wo —U; VW1
Mu®@vew) = [ —uvw 0 UV W2
U; VW1 —U; VW 0

Kazde 3 kolejne wiersze sa liniowo zalezne, wiec rzad macierzy jest co naj-
wyzej 3 oraz (pod warunkiem, ze u # 0) jest on réwny rzedowi macierzy
3x09:

0 Vjwy  —Vjwq
—V;Wo 0 VW2
VjWy —V;W2 0

Podobnie mozemy zredukowaé¢ kolumny (jesli v # 0) i rzad M jest roéwny
rzedowi nastepujacej macierzy 3 x 3:

0 Wo —Wq
—Wop 0 Wa
w1 — W2 0

Ale to juz jest macierz anty-symetryczna, wiec rzad jest parzysty, co konczy
dowdd. O

Whiosek 19.2. Trzecia rozmaitosé siecznych o3(P? x P2 x P?) jest zawarta
w zbiorze zer 7 x 7 minordow macierzy M. Czwarta rozmaito$¢ siecznych
o4(P? x P? x P?) jest zawarta w zbiorze zer wyznacznika M.

Cwiczenie 19.1. Pokaz, e det M nie jest identycznie réwny 0. W szczegdl-
noéci, o4(P? x P2 xP?) jest defektywna, a macierz M nie jest antysymetryczna
(nawet jesli pozamieniamy bazy).

Teraz przejdziemy na wariant symetryczny powyzszych stwierdzen, w kto-
rym to wariancie nieco tatwiej jest powiedzie¢ wiecej. Rozpatrujemy wielo-
miany w S2C3, z baza C? oznaczong g, 1, Ta, oraz baza dualng g, oy, ao.
Wspolrzedne na S*C? oznaczamy przez 1y, przy czym 1;;x = 1y,; itp. oraz
dla F € S3C? definiujemy ¢;x(F) = a;aja0F. Rozpatrzmy nastepujaca
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macierz 9 x 9 zalezng liniowo od F € S3C3:

M = M(F) =
0 0 0 Yooo Yoo Yoo  —%oor —Vorr —Yoau
0 0 0 Yoo Yo Y20~V —Yin —Yia
0 0 0 Yooo a0 Y20 Yoo Yo —Yoan
—tooo  —%o10  —Yo20 0 0 0 Yooz Yoz Yoz
=100 —%110 —%120 0 0 0 Yoz Yz Y
—tha00  —Wa10 —YP220 0 0 0 ope  to1a tox
Yoor  Yonn Yoz —Yoo2 —WYoi2 —Vo22 0 0 0
Yo i i Y2~V —Yie 0 0 0
oor  Yorr Yo:r o2 o1 —Uam 0 0 0

Zauwazmy, ze tym razem jest to macierz anty-symetryczna.

Twierdzenie 19.3. Dla wielomiandw postaci F = (3, macierz M((3) ma
rzqgd co najwyzej 2.

Dowdd. Jesli £ = ugzo + u1m1 + uaZa, t0 ¥y (0*) = 6uujug. Mamy wiec
(blokowo):

0 U; U5 U —U;UUp
M(ﬁg) =6 —U;U;Ug 0 U; U U2
U UL — Ul U 0

Kazde 3 kolejne wiersze sa liniowo zalezne, wiec rzad macierzy jest co naj-
wyzej 3. Ale jest to macierz anty-symetryczna, wiec rzad jest parzysty, co
konczy dowdd. O]

Whiosek 19.4. Trzecia rozmaito$é siecznych o3(vs(P?)) jest zawarta w zbio-
rze zer 8 X 8 Pfaffianow macierzy M.

Cwiczenie 19.2. Pokaz, Ze dimos(vs(P?)) = 8, cayli o3(vs(P?)) C P? jest
hiperpowierzchnia. Pokaz, ze 8 X 8 Pfaffiany macierzy M nie sq wszystkie
rowne identycznie 0.

Przywotamy (bez dowodu) nastepujace stwierdzenie z geometrii algebra-
icznej.

Stwierdzenie 19.5 (|Hart77, Prop. 1.1.13, Exercise 1.2.8]). Jesli Y C P»
jest domknietq podrozmaitosciq (algebraiczng) wymiaru n — 1, to 1(Y) jest
generowany przez jeden wielomian jednorodny.

Whiosek 19.6. Ideal I(o3(vs(P?))) jest generowany przez jeden wielomian
jednorodny stopnia 4, ktory jest jednym z 8 x 8 Pfaffiancw macierzy M.
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Dowdd. Zgodnie ze Stwierdzeniem 19.5 oraz Cwiczeniem 19.2, rozpatrywany
ideal I (o3(v3(P?))) jest generowany przez jeden wielomian jednorodny ® pew-
nego stopnia d. 7Z Twierdzenia 18.1 wynika, ze d > 4, a z drugiej strony,
wiemy, ze 8 x 8 Pfaffiany M sa niezerowe i nalezg do idealtu, wiec d =4. W
szczegoOlnosci, wszystkie Pfaffiany musza by¢ réwne ¢® dla pewnej statej c i
mozna przyja¢, ze ® jest jednym z tych Pfaffianow. m

Z dziedziczenia (Twierdzenie 7.4 oraz symetryczny wariant) otrzymujemy
opis trzeciej rozmaitosci siecznych do vs(P"):

a3(vsP") = Suby™ N[)(S*m) 7' (Z(®)),

gdzie 7 : C"*' — C3 jest dowolnym rzutowaniem, a ® jest jednym z 8 x 8
Pfaffiano6w macierzy M.

Dowod analogicznych stwierdzei dla o3(IP* x P* x P€) jest bardziej skom-
plikowany.

20 Do dodania

Przyktady.
Referencje do twierdzen w ksiazkach.
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