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1 Pfaffiany

Ustalmy C" razem ze standardowa baza e;. Macierz anty-symetryczna, z
jednej strony reprezentuje element /\2(3”7 z drugiej strony, jak kazda macierz,
reprezentuje odwzorowanie liniowe C" — C". Antysymetrycznosé oznacza
dla tego odwzorowania, ze (Au,v) = —(u, Av), dla standardowego produktu
skalarnego (-, -).

Dla macierzy antysymetrycznej A definiujemy jej Pfaffian Pf(A). Dla n
nieparzystego definiujemy Pf(A) := 0. Natomiast dla n = 2k, podamy trzy
definicje (zadanie: pokazaé¢, ze sa one rownowazne).

Definicja 1.1. Jesli myslimy o A € /\2<C2k’, to Pf(A) € C jest taka liczba,

ze:
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Definicja 1.2. Jesli A = . i przyjmujac, ze a; =0
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(w szczegolnosei, Pfaffian macierzy antysymetrycznej 2k X 2k, jest wielomia-
nem jednorodnym stopnia k od jej wspolrzednych).

Definicja 1.3 (analog rozwiniecia Laplace’a). Dla k = 1, A = (_Oa 8)7
definiujemy Pf(A) = a.
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Jesli A = X 1 przyjmujac, ze a; = 01 a;; = —ayj,
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to dla dowolnego j € {1,...,2k}:

2k

Pf(A) = Z(—l)iﬂaz‘j PE(A;5),
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gdzie A;; powstaje przez usuniecie z A dwoch wierszy i dwoch kolumn (i-tych
oraz j-tych).

Cwiczenie 1.1. Pokazac, ze trzy definicje sq rownowazne.

Cwiczenie 1.2. Pokaz, ze det A = (Pf A)2. Byé moze pomocna wskazéwka:
Aeg NAes A~ NAe, =det A-eg ANesg A---Ne,
(to réwnanie definiuje wyznacznik).

Cwiczenie 1.3. Pokaz, ze ranga macierzy antysymetrycznej A jest zawsze
parzysta.

Cwiczenie 1.4. Pokaz, ze ranga macierzy antysymetrycznej A < 2r wtedy i
tylko wtedy, gdy wszystkie pod-Pfaffiany gtowne rozmiaru (2r +2) x (2r + 2)
sq rowne zero. Wskazowka: wyraZ pod-Pfaffiany gtowne jako wspotczynniki
pewnego elementu odpowiedniej potegi zewnetrznej przestrzeni C".
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