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1 Pfa�any

Ustalmy Cn razem ze standardow¡ baz¡ ei. Macierz anty-symetryczna, z
jednej strony reprezentuje element

∧2Cn, z drugiej strony, jak ka»da macierz,
reprezentuje odwzorowanie liniowe Cn → Cn. Antysymetryczno±¢ oznacza
dla tego odwzorowania, »e (Au, v) = −(u,Av), dla standardowego produktu
skalarnego (·, ·).

Dla macierzy antysymetrycznej A de�niujemy jej Pfa�an Pf(A). Dla n
nieparzystego de�niujemy Pf(A) := 0. Natomiast dla n = 2k, podamy trzy
de�nicje (zadanie: pokaza¢, »e s¡ one równowa»ne).

De�nicja 1.1. Je±li my±limy o A ∈
∧2C2k, to Pf(A) ∈ C jest tak¡ liczb¡,

»e: ∧kA = A ∧ A ∧ · · · ∧ A = k! Pf(A)e1 ∧ e2 ∧ · · · ∧ e2k.

De�nicja 1.2. Je±li A =


0 a12 . . . a1n
−a12 0 . . . a2n
...
−a1n −a2n . . . 0

 i przyjmuj¡c, »e aii = 0

i aji = −aij, to

Pf(A) =
1

2kk!

∑
p∈S2k

sign(p)ap1p2ap3p4 · · · ap2k−1p2k .

(w szczególno±ci, Pfa�an macierzy antysymetrycznej 2k× 2k, jest wielomia-
nem jednorodnym stopnia k od jej wspóªrz¦dnych).

De�nicja 1.3 (analog rozwini¦cia Laplace'a). Dla k = 1, A =

(
0 a
−a 0

)
,

de�niujemy Pf(A) = a.
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Je±li A =


0 a12 . . . a1n
−a12 0 . . . a2n
...
−a1n −a2n . . . 0

 i przyjmuj¡c, »e aii = 0 i aji = −aij,

to dla dowolnego j ∈ {1, . . . , 2k}:

Pf(A) =
2k∑
i=1

(−1)i+jaij Pf(Aij),

gdzie Aij powstaje przez usuni¦cie z A dwóch wierszy i dwóch kolumn (i-tych
oraz j-tych).

�wiczenie 1.1. Pokaza¢, »e trzy de�nicje s¡ równowa»ne.

�wiczenie 1.2. Poka», »e detA = (Pf A)2. By¢ mo»e pomocna wskazówka:

Ae1 ∧ Ae2 ∧ · · · ∧ Aen = detA · e1 ∧ e2 ∧ · · · ∧ en

(to równanie de�niuje wyznacznik).

�wiczenie 1.3. Poka», »e ranga macierzy antysymetrycznej A jest zawsze
parzysta.

�wiczenie 1.4. Poka», »e ranga macierzy antysymetrycznej A ≤ 2r wtedy i
tylko wtedy, gdy wszystkie pod-Pfa�any gªówne rozmiaru (2r+ 2)× (2r+ 2)
s¡ równe zero. Wskazówka: wyra¹ pod-Pfa�any gªówne jako wspóªczynniki
pewnego elementu odpowiedniej pot¦gi zewn¦trznej przestrzeni Cn.
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