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1 Przypomnienie z poprzedniego wykladu

Stwierdzenie 1.1 (Lemat o Abiegunowosci). Niech P € SV, oraz niech
R ={[t:],....[¢;]} CPV bedzie skoriczonym podzbiorem. Wtedy mamy réw-
nowaznosc:

[P] € (v4(R)) <= Fp,ec P=c1ld+ - +ct? <= I(R) C P-.
Teraz S := Clz,yl, a T := Cla, f].

Lemat 1.2. Niech I C T bedzie ideatem jednorodnym. Jesli Hr (i — 1) <
Hypyr(i) (lub rownowaznie Hr(i — 1) > Hy(i)), to I<; = 0.

Lemat 1.3. Niech K C T; bedzie przestrzemig liniowg wielomiandw jedno-
rodnych stopnia v. Jesl K-Ty C T,y 1 ma wymiar o jeden wiekszy niz wymiar
K, oraz wielomiany z K nie majqg wspolnego dzielnika, to K = T;.

2 Przykitad: formy w dwoéch zmiennych, ciag
dalszy

Lemat 2.1. Niech I C T bedzie ideatem jednorodnym.

(i) Jesli Hpyp(i — 1) = Hyyg(i), to istnieje v < i, V € T,, takie, ze I;_y =
Wl 1, oraz I; =VT,_,.

(17) Jesli I = (©1,03) oraz ©1 i Oy nie majqg wspdlnych dzielnikéw, to
Hpyp=(1,2,3,...,r=2,r=1,r,r,r,...,7,r—1,7—2,...,3,2,1,0...),
gdzie r = min(deg O, deg O,).



Dowdd. Zatézmy najpierw Hyp (i — 1) = Hypy(i), czyli

Jesli I, 1 = 0, to I; jest rozpiete przez jeden wielomian W, ktory spetnia
teze lematu. Zalézmy wiec, ze I,y # 0. Z Lematu 1.2 wiemy wiec, ze
dim ]z 7é dim ]i—l oraz dlm(I,_lTl) 7£ dim Iz‘—l- Stqd dlm([z_lTl) = dlmlz =
dim I;_1 + 1 oraz I;_1T7) = I;. Niech ¥ bedzie najwiekszym wspolnym dziel-
nikiem wielomianow z I;,_;. Korzystamy z Lematu 1.3 dla K = [, 1/V i
otrzymujemy K = T;_1_4ep w, czego nalezalo dowiesc.

Jesli natomiast [ = (0©1,0,) oraz ©; 1 O, nie maja wspolnych dzielni-
kow, powiedzmy r = deg ©; < deg©,. W stopniach nizszych niz r nie ma
generatorow, wiec mamy funkcje Hilberta 7. W stopniu r mamy pierwszy
generator, wiec od tego momentu funkcja Hilberta jest nierosnaca na mocy
Lematu 1.2. Z drugiej strony, az do stopnia deg O, jedyne wielomiany w [
to te z ©1 - T, wiec funkcja Hilberta jest stala. Nastepnie w deg ©, spada
o jeden. Potem juz musi by¢ malejaca: jak nie, to na mocy pierwszej czesci
Lematu mamy wspdlny dzielnik ©; i ©,. Znowu nie moze male¢ o wiecej
niz jeden na raz, gdyz w ideale mamy wytacznie kombinacje liniowe © - T" i

O,-T. [l

Twierdzenie 2.2. Dla dowolnego P € Ty, mamy P+ = (0y,0,), gdzie O, i
Oy nie majqg wspdlnych dzielnikow. Co wiecej, deg ©1 + deg Oy = d + 2.

Dowdd. Niech ©; bedzie generatorem P+ najnizszego stopnia, oraz [ = (0,),
A=T/I. Wtedy Hy = (1,2,3,...,7r — 1,r,r,r,r,...), gdzie r = deg©O;.
Niech ¢ bedzie najmniejszym stopniem takim, ze H,, # Hy. Mamy ¢ > r,
niech O, € (P*), \ I,. Uzywajac symetrii,
Hy,=(1,2,3,....r =L, oryryr —1r—2,...,2,1,0,...),

wiec ¢ = d—r+2. Jesli ©1 1 O, maja wspolny dzielnik @, to (P1)y D (®)g =
DTy qega, Wiee ® € Pt sprzecznosé. Czyli ©; i ©5 nie majg wspolnych
dzielnikow i poréwnujac funkcje Hilberta T/(©y,0,) i T/P+ otrzymujemy
teze. 0

Stwierdzenie 2.3 (Twierdzenie Bertini’ego, w najprostszej wersji). Jesli
©1, 05 sq dwoma wielomiany jednorodne stopni di < dy bez wspdlnych dziel-
nikdw, to dla kazdego d > dy istnieje niezerowy ® € (©1,09)4, ktdry nie
ma wielokrotnych dzielnikéw liniowych (czyli rozktada sie na iloczyn params
nieproporcjonalnych form liniowych). Co wiecej, takich ® jest nieskoriczenie
wiele, jest to zbior otwarty gesty w (©1,O2),.



Dowdd. Mozna domnozyé¢ ©, przez potege formy liniowej, ktora nie dzieli
O,, i zalozy¢, ze d; = ds.

Tymczasowo odjednorodniamy oba wielomiany podstawiajac np. f = 1,
robiac z nich wielomiany jednej zmiennej. Dowodzimy, ze istnieja a,b € C
takie, ze a©; 4+ bO4y nie ma podwojnego zera, czyli dla pewnych a, b uktad:

a@1 = —b@z
bO, = —a®)

nie ma rozwiazan. Wymnazajac stronami otrzymujemy ab(6©,05 — ©,0)) =
0. ©,0, — 0,0] = 0 oznacza, ze pochodna ilorazu g—; jest rowna zero.
Poniewaz ©; i ©, nie maja wspolnych dzielnikow, to iloraz nie jest staly,
wiec znikanie pochodnej ilorazu moze zachodzi¢ tylko w skonczenie wielu
punktach ¢y, ...t (niezalezacych od a,b).

Wréémy do sytuacji jednorodnej. Poniewaz ©; i ©5 nie maja wspolnych
dzielnikow, to jakas ich kombinacja liniowa (rézna od ©; i ©2) nie znika w
zadnym z punktéow (t1,1),...,(¢,1),(1,0). Ta kombinacja liniowa nie ma
wielokrotnych pierwiastkow. O]

Twierdzenie 2.4 (Twierdzenie Sylvestera). Niech P bedzie wielomianem
jednorodnym dwoch zmiennych, a r = max H,,,. Wtedy

e Ranga brzegowa P wynosi r.
e Ranga P wynosir albo d+ 2 —r, przy czym:

— Ranga P wynosi r jesli generator P+ stopnia r nie ma wielokrot-
nych pierwiastkow. W tym przypadku, jesli 2r < d + 2, rozktad
minimalny jest jednoznaczny (z doktadnosciq do kolejnosci i prze-
skalowari).

— Ranga P wynosi d + 2 —r jesli generator P+ stopnia r ma wielo-
krotne pierwiastki. W tym przypadku rozktad minimalny nie jest
wyznaczony jednoznacznie.

Dowdd. Liczba r = max Hy4,, jest ograniczeniem dolnym na range, wiec tez
na range brzegowa, gdyz warunek H,, (i) < r jest znikaniem minoréw po-
chodzacych od splaszczen SV — SV @ S4-iV.

Anihilator P+ = (0,,0,), gdzie deg©; =7, a degOy = d + 2 — r. Jedli
©; nie ma wielokrotnych pierwiastkow, to dla R = Z(©;) mamy I(R) = (0,)
i [(R) C P*+. Z Lematu o Abiegunowosci (zobacz Stwierdzenie 1.1) mamy
P € (v4(R)), wiec ranga P jest co najwyzej r = #R. Takze ranga brzegowa
musi by¢ co najwyzej r, wiec obie sa rowne 7. Oiler <d+2—r,to [(01) i
R sa wyznaczone jednoznacznie.



Jesli ©; ma wielokrotny dzielnik, to mozemy przyblizy¢ O, przez wielo-
miany ¥, tego samego stopnia r, ktore nie maja wielokrotnych pierwiastkow.
Wtedy definijemy R, = Z(V(t)) i sprawdzamy, ze P € lim;(vg(R;)). Stad
ponownie ranga brzegowa P jest réwna 7.

Natomiast, aby policzy¢ range P, szukamy idealu I = (&), dla jedno-
rodnego ¢ stopnia i, takiego, ze ® nie ma wielokrotnych pierwiastkow, ale
I(®) € PL, czyli @ € P Jeslii < d+ 2 — r, to kazdy element stop-
nia i w P, jest podzielny przez ©,, wiec ma pierwiastek wielokrotny. Stad
i > d+2—r. Ale i = d+2—r wystarczy na mocy Stwierdzenia 2.3 (Twierdze-
nia Bertini’ego). W tej sytuacji wybor (@) jest dowolny z otwartego gestego
podzbioru w Pdﬁg_r, niejednoznaczny, wiec rozktad tez nie jest jednoznaczny.

]

Whniosek 2.5. Dla 2r < d+ 2 mamy

o (va(Ph)) = {[P] € S°C* | R(P) < r lub R(P) > d+2—r}.
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