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1 Abiegunowosé

Niech S i T beda dwoma pierécieniami wielomianow:

S :=Clxy,...,zy) = @Siv
i=0

T:=Clay,...,a,] =PV

O pierscieniu 7' myslimy w sposob dwojaki.

7 jednej strony, jest to pierécienn wspotrzednych jednorodnych na PV.
Czyli dla © € T mozemy mys$le¢ o zbiorze zer O, jako o podzbiorze V' lub
PV. Jesli mamy skonczony podzbior R C PV, to I(R) C T jest idealem
jednorodnym wielomian6w znikajacych na R.

7 drugiej strony, T' jest pierScieniem rozniczkowan na S. To znaczy «;
utozsamiamy z aixi’ i na przyktad, dla P € S:

PP 9P
833181’3 ((%2)2

(a3 — 2a3) 2P =
Czyli dla kazdego d i ¢ mamy dwuliniowe odwzorowanie:
10 SVE X SV = STV
Przyjmujemy, ze S’V =0 dla j < 0 oraz S°V = C (skalary).
Cwiczenie 1.1. (i) Pokaz, ze ., jako element
Hom(S'V* x SV — S¥V) ~ SV* @ SV ® SV ~
Hom(S?V — S'V ® S41V),

jest sptaszczeniem SV — SV ® STV,
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(1) Pokaz, Ze 1 jest operacjq naturalng. To znaczy, 1 nie zalezy od wyboru
bazy x1,...,x, przestrzeni V', oraz bazy dualnej aq, ..., o, przestrzeni

V.

(iii) Pokaz, ze 1 wyznacza dualnosé miedzy SV a SIV*. To znaczy, odwzo-
rowanie dwuliniowe J: SYV* x S — SOV jest niezdegenerowane.

(iv) Pokaz, ze dla kazdego d istnieje stata c € C, taka, ze gdy © € SIV* i
(eV, to O = o).

Lemat 1.1. X C PV jest podzbiorem algebraicznym, vg: PV — P(SV) to
odwzorowanie Veronese, I(X) C T ideal jednorodny funkcji znikajacych na
X. Wtedy:

(i) (X) C PV jest rowne Z(1(X)1), gdzie [(X), C Ty = V*, oraz
(ii) (va(X)) C P(SYV) jest rowne Z(1(X)q), gdzie [(X)q C Ty = (SV)*.

Dowdd. Niech © € S4V*. Mamy © € Z(I1(X)y) wtedy i tylko wtedy, gdy
dla kazdego ¢ € X ©(¢) = 0, wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego ¢ € X
zachodzi ©_0¢ = 0, wtedy i tylko wtedy gdy dla kazdego (¢ € vy(X) zachodzi
0404 = ©(¢%) = 0 (to ostatnie w sensie funkcji liniowej na SV). O

Anihilator, lub ideal apolarny wielomianu P € S:
P+ ={0cT|0O.LP=0}.
Stwierdzenie 1.2. (i) Pt jest ideatem.

(ii) Jesli P jest jednorodny (czyli P € SV ), to P+ jest ideatem jednorod-
nym.

(iii) P+ zawiera wszystkie formy jednorodne stopnia co najmniej d +1. W
szezegdlnosei, Z(PL) = 0 (w przestrzeni rzutowej).

Stwierdzenie 1.3 (Lemat o Abiegunowosci). Niech P € SV, oraz niech
R ={[t:],...,[¢:]} C PV bedzie skoriczonym podzbiorem. Wtedy mamy réw-
nowaznosc:

[P] € (v4(R)) <= Fp,ec P=c1ld+ - +cl? <= I(R) C P~

Na przyklad, jesli P := 2¢+y?+2% to P+ = (a3, ay, 87, a— 5, ad —~2.
Jesli R = {[z], [y], 2]}, to I(R) = (a8, av, By) C P*.



Dowdd. Zatézmy najpierw, ze P = cif¢ + -+ + 0% Jedli © € SV* oraz
O(f) =0, to ©4¢¢ = 0. Skoro mamy I(R) = (._, I([t:]), to I[(R)q C (P*)a.
Teraz niech © € I(R); = S'V*NI(R) dla i < d. Chcemy pokazaé, ze
OLP =0. Mamy Ty_;-© C I(R)y C (P1)4. Czyli ©.P jest wielomianem
jednorodnym stopnia d — i, ktérego wszystkie rézniczki stopnia d — ¢ po
dowolnych zmiennych sa réwne 0. Jest to mozliwe, jedynie gdy ©1P = 0.
Nastepnie zalozmy I(R) C PL. W szczegdlnosci I(R)y C (P1)4, wiec
[P) € Z(I(R)a) = (va(R)). O

2 Funkcja Hilberta

Rozwazamy algebry ilorazowe Ap := T/P+ oraz Ar :=T/I(R).

Definicja 2.1. Dla algebry z gradacja A lub ideatu jednordnego I, funkcja
Hilberta to H4(i) := dimc A;, lub H; (i) := dim¢ I;.

Stwierdzenie 2.2. P € SV, R to r réznych punktéw w PV.
(i) Hap(i) = Hap(d —i).
(it) Ha, (i) <.
(iit) dlai>r—1 mamy Hya,, =r.
(iv) Hap(i) < Hap(i+1).

(v) Jesli [P] € (va(R)) to Ha, < Hy, (w szczegdlnosci, ranga P jest co
najmniej max Hy, ).

Dowdd (szkic). Punkt (i) wynika z symetrii. Niech
(uP);: S'V* = STV oraz (uP)4_i: STV — SV

wtedy ((uP);)" = (uP)4_;. Ponadto H, (i) jest ranga odwzorowania linio-
wego (uP);.

Punkt (ii): Znikanie w kazdym punkcie zadaje podprzestrzen liniowa ko-
wymiaru 1.

Punkt (iii): redukcja do dwdch zmiennych i wyznacznik Vandermonde’a.

Punkt (iv): Wybieramy {« = 0}, hiperptaszczyzne, ktora nie zawiera
zadnego punktu z R. Mnozenie przez o daje odwzorowanie (T'/I(R)); —
(T/I(R));41, ktore jest wlozeniem.

Punkt (v) wynika z Lematu o Abiegunowosci.



3 Przyklad: formy w dwoéch zmiennych

Teraz S := Clz,y], a T := Cla, f]. Mamy Hy = (1,2,3,4,5,...). Dowolny
element jednorodny ¥ € T rozklada sie na iloczyn form liniowych.

Lemat 3.1. Niech I C T bedzie ideatem jednorodnym. Jesli Hr/r(i — 1) <
Hypyr(i) (lub rownowaznie Hy(i — 1) > Hy(i)), to I<; = 0.

Dowodd. Jesli HT/[(Z—l) < HT/](i)7 Czyli dim([z-_lTl) < dim Iz < dim Ii—h to
juz dim(pl;_1) = dim I;_; gdzie p € T} jest dowolna niezerowa forma liniowa.
Stad @I, = I;, czyli wszystkie elementy I; sa podzielne przez dowolne ¢,
co jest tylko mozliwe, gdy I; = 0, wiec I<; = 0. O

Lemat 3.2. Niech K C T; bedzie przestrzenig liniowg wielomiandw jedno-
rodnych stopnia v. Jesl K-Ty C T,y 1 ma wymiar o jeden wiekszy niz wymiar
K, oraz wielomiany z K nie majqg wspolnego dzielnika, to K = T;.

Dowdd. Indukcja po i. Dla ¢ = 0 oraz ¢ = 1 oczywiste. W ogo6lnosci, mamy
przestrzen form w K podzielnych przez o jest kowymiaru 1 w K. Niech
aK’ C K bedrzie ta podprzestrzenia, i niech & € K \ K’ bedzie jedna z
brakujacych form (w szczegolnosci ® nie jest podzielne przez «). Z zalozenia
wiemy, ze oK’ - T, a®, 5O rozpinaja przestrzen wymiaru o jeden wiekszego,
niz dim K. Z drugiej strony, f® ¢ oK' -T). Stad dim(aK'-T}) = dim(K’ -
T1) < (dim K + 1) — 1. Jesli dim(K’ - T) < dim K, to K’ = 0 z Lematu 3.1,
sprzeczno$é. Czyli z zalozenia indukcyjnego K = T; 1, wiec T = oT;_1+P =
T;. O
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