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1 Abiegunowo±¢

Niech S i T b¦d¡ dwoma pier±cieniami wielomianów:

S := C[x1, . . . , xn] =
∞⊕
i=0

SiV

T := C[α1, . . . , αn] =
∞⊕
i=0

SiV ∗

O pier±cieniu T my±limy w sposób dwojaki.
Z jednej strony, jest to pier±cie« wspóªrz¦dnych jednorodnych na PV .

Czyli dla Θ ∈ T mo»emy my±le¢ o zbiorze zer Θ, jako o podzbiorze V lub
PV . Je±li mamy sko«czony podzbiór R ⊂ PV , to I(R) ⊂ T jest ideaªem
jednorodnym wielomianów znikaj¡cych na R.

Z drugiej strony, T jest pier±cieniem ró»niczkowa« na S. To znaczy αi

uto»samiamy z ∂
∂xi

, i na przykªad, dla P ∈ S:

(α1α3 − 2α2
2)yP =

∂2P

∂x1∂x3
− 2

∂2P

(∂x2)2

Czyli dla ka»dego d i i mamy dwuliniowe odwzorowanie:

y : SiV ∗ × SdV → Sd−iV.

Przyjmujemy, »e SjV = 0 dla j < 0 oraz S0V = C (skalary).

�wiczenie 1.1. (i) Poka», »e y, jako element

Hom(SiV ∗ × SdV → Sd−iV ) ' SdV ∗ ⊗ SiV ⊗ Sd−iV '
Hom(SdV → SiV ⊗ Sd−iV ),

jest spªaszczeniem SdV ↪→ SiV ⊗ Sd−iV .
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(ii) Poka», »e y jest operacj¡ naturaln¡. To znaczy, y nie zale»y od wyboru
bazy x1, . . . , xn przestrzeni V , oraz bazy dualnej α1, . . . , αn przestrzeni
V ∗.

(iii) Poka», »e y wyznacza dualno±¢ mi¦dzy SdV a SdV ∗. To znaczy, odwzo-
rowanie dwuliniowe y : SdV ∗ × SdV → S0V jest niezdegenerowane.

(iv) Poka», »e dla ka»dego d istnieje staªa c ∈ C, taka, »e gdy Θ ∈ SdV ∗ i
` ∈ V , to Θy`d = cΘ(`).

Lemat 1.1. X ⊂ PV jest podzbiorem algebraicznym, vd : PV → P(SdV ) to
odwzorowanie Veronese, I(X) ⊂ T ideaª jednorodny funkcji znikaj¡cych na
X. Wtedy:

(i) 〈X〉 ⊂ PV jest równe Z(I(X)1), gdzie I(X)1 ⊂ T1 = V ∗, oraz

(ii) 〈vd(X)〉 ⊂ P(SdV ) jest równe Z(I(X)d), gdzie I(X)d ⊂ Td = (SdV )∗.

Dowód. Niech Θ ∈ SdV ∗. Mamy Θ ∈ Z(I(X)d) wtedy i tylko wtedy, gdy
dla ka»dego ` ∈ X Θ(`) = 0, wtedy i tylko wtedy, gdy dla ka»dego ` ∈ X
zachodzi Θy`d = 0, wtedy i tylko wtedy gdy dla ka»dego `d ∈ vd(X) zachodzi
Θy`d = Θ(`d) = 0 (to ostatnie w sensie funkcji liniowej na SdV ).

Anihilator, lub ideaª apolarny wielomianu P ∈ S:

P⊥ := {Θ ∈ T | ΘyP = 0} .

Stwierdzenie 1.2. (i) P⊥ jest ideaªem.

(ii) Je±li P jest jednorodny (czyli P ∈ SdV ), to P⊥ jest ideaªem jednorod-
nym.

(iii) P⊥ zawiera wszystkie formy jednorodne stopnia co najmniej d + 1. W
szczególno±ci, Z(P⊥) = ∅ (w przestrzeni rzutowej).

Stwierdzenie 1.3 (Lemat o Abiegunowo±ci). Niech P ∈ SdV , oraz niech
R = {[`1], . . . , [`r]} ⊂ PV b¦dzie sko«czonym podzbiorem. Wtedy mamy rów-
nowa»no±¢:

[P ] ∈ 〈vd(R)〉 ⇐⇒ ∃ci∈C P = c1`
d
1 + · · ·+ cr`

d
r ⇐⇒ I(R) ⊂ P⊥.

Na przykªad, je±li P := xd+yd+zd, to P⊥ = (αβ, αγ, βγ, αd−βd, αd−γd.
Je±li R = {[x], [y], [z]}, to I(R) = (αβ, αγ, βγ) ⊂ P⊥.
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Dowód. Zaªó»my najpierw, »e P = c1`
d
1 + · · · + cr`

d
r . Je±li Θ ∈ SdV ∗ oraz

Θ(`) = 0, to Θy`d = 0. Skoro mamy I(R) =
⋂r

i=1 I([`i]), to I(R)d ⊂ (P⊥)d.
Teraz niech Θ ∈ I(R)i = SiV ∗ ∩ I(R) dla i < d. Chcemy pokaza¢, »e
ΘyP = 0. Mamy Td−i · Θ ⊂ I(R)d ⊂ (P⊥)d. Czyli ΘyP jest wielomianem
jednorodnym stopnia d − i, którego wszystkie ró»niczki stopnia d − i po
dowolnych zmiennych s¡ równe 0. Jest to mo»liwe, jedynie gdy ΘyP = 0.

Nast¦pnie zaªó»my I(R) ⊂ P⊥. W szczególno±ci I(R)d ⊂ (P⊥)d, wi¦c
[P ] ∈ Z(I(R)d) = 〈vd(R)〉.

2 Funkcja Hilberta

Rozwa»amy algebry ilorazowe AP := T/P⊥ oraz AR := T/I(R).

De�nicja 2.1. Dla algebry z gradacj¡ A lub ideaªu jednordnego I, funkcja
Hilberta to HA(i) := dimCAi, lub HI(i) := dimC Ii.

Stwierdzenie 2.2. P ∈ SdV , R to r ró»nych punktów w PV .

(i) HAP
(i) = HAP

(d− i).

(ii) HAR
(i) ≤ r.

(iii) dla i ≥ r − 1 mamy HAR
= r.

(iv) HAR
(i) ≤ HAR

(i+ 1).

(v) Je±li [P ] ∈ 〈vd(R)〉 to HAP
≤ HAR

(w szczególno±ci, ranga P jest co
najmniej maxHAP

).

Dowód (szkic). Punkt (i) wynika z symetrii. Niech

(yP )i : S
iV ∗ → Sd−iV oraz (yP )d−i : S

d−iV ∗ → SiV,

wtedy ((yP )i)
T = (yP )d−i. Ponadto HAP

(i) jest rang¡ odwzorowania linio-
wego (yP )i.

Punkt (ii): Znikanie w ka»dym punkcie zadaje podprzestrze« liniowa ko-
wymiaru 1.

Punkt (iii): redukcja do dwóch zmiennych i wyznacznik Vandermonde'a.
Punkt (iv): Wybieramy {α = 0}, hiperpªaszczyzn¦, która nie zawiera

»adnego punktu z R. Mno»enie przez α daje odwzorowanie (T/I(R))i →
(T/I(R))i+1, które jest wªo»eniem.

Punkt (v) wynika z Lematu o Abiegunowo±ci.
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3 Przykªad: formy w dwóch zmiennych

Teraz S := C[x, y], a T := C[α, β]. Mamy HT = (1, 2, 3, 4, 5, . . . ). Dowolny
element jednorodny Ψ ∈ T rozkªada si¦ na iloczyn form liniowych.

Lemat 3.1. Niech I ⊂ T bedzie ideaªem jednorodnym. Je±li HT/I(i − 1) <
HT/I(i) (lub równowa»nie HI(i− 1) ≥ HI(i)), to I≤i = 0.

Dowód. Je±li HT/I(i−1) < HT/I(i), czyli dim(Ii−1T1) ≤ dim Ii ≤ dim Ii−1, to
ju» dim(ϕIi−1) = dim Ii−1 gdzie ϕ ∈ T1 jest dowoln¡ niezerow¡ form¡ liniow¡.
St¡d ϕIi−1 = Ii, czyli wszystkie elementy Ii s¡ podzielne przez dowolne ϕ,
co jest tylko mo»liwe, gdy Ii = 0, wi¦c I≤i = 0.

Lemat 3.2. Niech K ⊂ Ti b¦dzie przestrzeni¡ liniow¡ wielomianów jedno-
rodnych stopnia i. Je±li K ·T1 ⊂ Ti+1 ma wymiar o jeden wi¦kszy ni» wymiar
K, oraz wielomiany z K nie maj¡ wspólnego dzielnika, to K = Ti.

Dowód. Indukcja po i. Dla i = 0 oraz i = 1 oczywiste. W ogólno±ci, mamy
przestrze« form w K podzielnych przez α jest kowymiaru 1 w K. Niech
αK ′ ⊂ K b¦dzie t¡ podprzestrzeni¡, i niech Φ ∈ K \ K ′ b¦dzie jedn¡ z
brakuj¡cych form (w szczególno±ci Φ nie jest podzielne przez α). Z zaªo»enia
wiemy, »e αK ′ · T1, αΦ, βΦ rozpinaj¡ przestrze« wymiaru o jeden wi¦kszego,
ni» dimK. Z drugiej strony, βΦ /∈ αK ′ · T1. St¡d dim(αK ′ · T1) = dim(K ′ ·
T1) ≤ (dimK + 1)− 1. Je±li dim(K ′ · T1) < dimK, to K ′ = 0 z Lematu 3.1,
sprzeczno±¢. Czyli z zaªo»enia indukcyjnegoK ′ = Ti−1, wi¦c T = αTi−1+Φ =
Ti.
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