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1 Roéwnania rozmaitosci siecznych

Zalozmy, ze mamy wlozenie liniowe i: PW — PW’, takie, ze X C PW
zanuza w X' C PW’'. Wtedy o0,.(X) C o,(X’). Ponadto, jesli wiemy cos$ o
réwnaniach o,(X’), to wiemy to samo o réwnaniach o,(X). To znaczy, jesli
f jest wielomianem (jednorodnym) znikajacym na o,.(X’) to f znika tez na
o (X").

Zalozmy, ze mamy wtozenie liniowe 7: W — A ® B, takie, ze X C PW
zanuza w PA x PB. Niech M bedzie macierza ze wspotrzednymi (A @ B)*:

r11 T2 ... T1p

To1 T22 ... Top
M = .

Tagl Tg2 .. Tab

Odwzorowanie liniowe 7 indukuje dualne odwzorowanie i*: (A ® B)* — W*,
po prostu obciecie form liniowych do podprzestrzeni liniowych. Niech f; :=
"2y oraz My, = i*M:
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Mo 621 622 R ng
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Mamy o,.(X) C 0,(Seg(PA x PB)) oraz minory (r+ 1) X (r+ 1) macierzy M
znikaja na o,(Seg(PA x PB)), wiec minory (r 4+ 1) x (r + 1) macierzy My,
znikaja na o, (X).

Przyktad 1.1 (splaszczenia ogolnych tensorow). W =A@ B C,i=1id: A®
BeC — A® (B (), X =Seg(PA x PB x PC) — Seg(PA x P(B® C)).



Przyktad 1.2 (sptaszczenia tensoréw symetrycznych). W = SV, i: SV —
SRV @ SV, X = vg(PV) < Seg(P(S* V) x SFV).

Definicja 1.3. Rozmaitosci podprzestrzeniowe (ang. subspace varieties), to:

Subgpe,. = Subgp. (ARBRC®---) CPA®BRC®---)

[T]|3A" € A,B' C B,C' C C,... takie, ze
Subgpe. =< dimA <a,dimB <b dimC’' <¢c,... oraz
TcARBRC®-- -

lub dla tensoréw symetrycznych:
Sub™ = Sub®™(S5%A) C P(S?A)

[P] | 3A’ C A takie, ze }

Sub¥™ = A
HPa { dim A’ < a oraz P € S?A’

Cwiczenie 1.1. Ustalmy r € N oraz d przestrzeni wektorowych A, B,C, . ..
Pokaz, ze:

(i) JesliT e PLAR BRC®---) it R(T) <rtoT € Sub,,, .

(it) Subgy... jest domknietym podzbiorem P(A® BRC® ---).
(iii) 0,(PAXPB xPC x ---) C Suby,, .

(iv) Subgpc. . jest zbiorem zer (a + 1)-minordw pochodzgcych od sptaszczen
AR (B®C®---), (b+ 1)-minordw pochodzqcych od sptaszczeri B @
(ARC®---), (c+ 1)-minordw pochodzqcych od sptaszczen C ® (A ®
B®---),. ..

I analagiczne ¢wiczenie w przypadku symetrycznym:
Cwiczenie 1.2. Ustalmy r,d € N oraz przestrzen wektorowg A. Pokaz, Ze:
(i) Jesli P € P(S?A) i R(P) <r to P € Sub¥™.
(i3) Sub¥™ jest domknietym podzbiorem P(S?A).
(ii1) o.(va(PA)) C Sub¥™.

(iv) Subl¥™ jest zbiorem zer (r + 1)-minorow pochodzqcych od splaszczen
SiA — A® (STLA).

Dziedziczenie (ang. inheritance).



Twierdzenie 1.4. Niech r < dim A oraz b := dim B, ¢ := dimC,. .. Roz-
wazmy liniowe rzutowania w: A — C". Mamy:

0 (PAXPB xPC x +-+) = Suby.. N 7 (o2 (P x PBxPC x --)).

(Wystarczy rozwazaé rzutowania ™ po wspdtrzednych.)

Dowod...
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