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1 Odwzorowania

Rozmaito±ci algebraiczne, które nas b¦d¡ interesowa¢, to rozmaito±ci rzutowe
oraz X \ Y , gdzie X i Y s¡ rozmaito±ciami rzutowymi i Y ⊂ X.

Formalnie nie powiedzieli±my sobie, co to jest odwzorowanie rozmaito±ci
algebraiczych, rzutowych lub ich otwartych podzbiorów X \Y . Ograniczymy
si¦ do kilku przykªadów. W ogólno±ci, zobacz dowolny podr¦cznik z geometrii
algebraicznej, np. [BB13], [Harr95], [Hart77],. . .

Przykªad 1.1. Je±li X i Y s¡ rozmaito±ciami rzutowymi, to produkt X × Y
te» jest rozmaito±ci¡ rzutow¡:

X × Y ⊂ PV × PW ⊂ P(V ⊗W ).

Odwzorowania rzutowania X×Y → X oraz X×Y → Y s¡ odwzorowaniami
rozmaito±ci algebraicznych.

Przykªad 1.2. Je±li A i X s¡ podrozmiato±ciami rzutowymi ustalonej prze-
strzeni rzutowej PW oraz A ⊂ X, to wªo»enie A ↪→ X jest odwzorowaniem
rozmaito±ci algebraicznych.

Przykªad 1.3. Je±li X, Y , Z s¡ rozmaito±ciami algebraicznymi, a φ : X → Y
i ψ : Y → Z s¡ odwzorowaniami rozmaito±ci algebraicznych, to ich zªo»enie
ψ ◦ φ jest odwzorowaniem rozmaito±ci algebraicznych.

Niech B ⊂ C b¦dzie maªym dyskiem wokóª 0. Maªy oznacza, »e w razie
potrzeby go zmniejszamy i si¦ nie przejmujemy. (Uwaga! B nie jest roz-
maito±ci¡ algebraiczn¡!) Wektor styczny do X w x, to odwzorowanie z B
(parametryzowanego przez zmienn¡ t) w maªe otoczenie U punktu x w X, z
dokªadno±ci¡ do równowa»no±ci:

φ ∼ ψ ⇔ φ i ψ maj¡ te same wektory styczne w 0:
∂φ

∂t
(0) =

∂ψ

∂t
(0).
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Korzystamy tu z tego, »e U jest izomor�czne z podzbiorem otwartym w
CdimX .

Mówili±my ju» o rzutowej i a�nicznej przestrzeni stycznej. Dla rozmaito±ci
algebraicznej X i punktu gªadkiego x ∈ X, abstrakcyjna przestrze« styczna
TxX (lub po prostu przestrze« styczna), to przestrze« wektorowa wymiaru
dimX, której elementami s¡ wektory styczne.

�wiczenie 1.1. Poka», »e TpPW = W/p ⊗ (p)∗, gdzie p ∈ PW jest jedno-
cze±nie p ' C ⊂ W .

�wiczenie 1.2. Poka», »e dla X ⊂ PW i x ∈ X mamy TxX = T̂xX/x⊗ x∗.

�wiczenie 1.3. Poka», »e dla X = Seg(PA × PB × C) ⊂ P(A ⊗ B ⊗ C),
mamy

PT[a⊗b⊗c]X = P(a⊗ b⊗ C + a⊗B ⊗ c+ A⊗ b⊗ c)

i analogicznie dla innej liczby skªadników.

Je±li f : X → Y jest odwzorowaniem rozmaito±ci algebraicznych oraz
x ∈ X jest gªadkim punktem takim, »e f(x) ∈ Y0 (to znaczy, f(x) jest
gªadkim punktem Y ), to mamy odwzorowanie ró»niczki f w punkcie x:

Dxf : TxX → Tf(x)Y.

To odwzorowanie wyznaczone jest przez skªadanie f ◦φ z krzywymi φ : B →
X.

Stwierdzenie 1.4. Odwzorowanie (algebraiczne) rozmaito±ci algebraicznych
ψ : X → Y jest generycznie submersj¡ na swój obraz. Dokªadniej, niech
Z ⊂ Y b¦dzie domkni¦ciem obrazu ψ. Wtedy istnieje otwarty g¦sty podzbiór
U ⊂ X0, taki, »e dla ka»dego x ∈ U mamy ψ(x) ∈ Z0 (czyli ψ(x) jest gªadkim
punktem Z), oraz T̂ψ(x)Z = Dxψ(T̂xX).

Anty-Przykªad 1.5 (Obmotka torusa, wersja rzeczywista). Maj¡c torus
S1×S1, rozwa»my odwzorowanie R→ S1×S1 zadane wzorem t 7→ (e2πit, e2πiαt),
dla α ∈ R \ Q. Domkni¦cie obrazu tego odwzorowania (niealgebraicznego!!)
jest caªym torusem S1×S1, podczas, gdy jego ró»niczka R→ R2 nie jest �na�
w »adnym punkcie.

Anty-Przykªad 1.6 (Obmotka torusa, wersja holomor�czna). Rozwa»my
odwzorowanie C → C2 zadane wzorem t 7→ (et, eαt), dla α ∈ R \ Q. Ana-
logicznie, domkni¦cie obrazu tego odwzorowania niealgebraicznego jest caªym
C2, a jego ró»niczka nie jest �na�.
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Tre±ci¡ Stwierdzenia 1.4 jest to, »e sytuacje analogiczne do Anty-Przykªadów
nie mog¡ mie¢ miejsca dla odwzorowa« algebraicznych. Co wi¦cej, na przy-
kªad wymiar f(X) jest równy randze ró»niczki w ogólnym punkcie x ∈ X.

Stwierdzenie 1.7 (Lemat Terracini'ego). Istnieje otwarty g¦sty podzbiór U
rozmaito±ci siecznych σr(X), taki, »e dla ka»dego p ∈ U , i otwartego g¦stego
podzbioru przedstwie« p ∈ 〈x1, . . . , xr〉

PTpσr(X) = 〈PTx1 , . . . ,PTxr〉.

Dowód...

Wniosek 1.8. dimσr(X) = dim〈PTx1 , . . . ,PTxr〉 dla pewnych ogólnych punk-
tów x1, . . . , xr.

Wniosek 1.9. Dla X ⊂ PW takiego, »e 〈X〉 = PW , mamy

dimσr(X) ≤ min {r dimX + r − 1, dimPW}

dla pewnych ogólnych punktów x1, . . . , xr.

De�nicja wymiar spodziewany, defekt...

�wiczenie 1.4. Policz dimσr(Seg(Pn−1 × Pm−1)).

�wiczenie 1.5. Policz dimσ2(Seg(Pn−1 × Pm−1 × Pl−1)).

�wiczenie 1.6. Policz dimσr(v2(Pn−1)).

�wiczenie 1.7. Policz dimσ2(vd(Pn−1)).
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