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1 Odwzorowania

Rozmaitosci algebraiczne, ktore nas beda interesowaé, to rozmaitosci rzutowe
oraz X \ 'Y, gdzie X i Y sa rozmaitosciami rzutowymii Y C X.

Formalnie nie powiedzieliémy sobie, co to jest odwzorowanie rozmaitosci
algebraiczych, rzutowych lub ich otwartych podzbiorow X \ Y. Ograniczymy
sie do kilku przyktadow. W ogoélnosci, zobacz dowolny podrecznik z geometrii
algebraicznej, np. [BB13|, [Harr95|, [Hart77],. ..

Przyktad 1.1. Jesli X 1Y sg rozmaitoSciami rzutowymi, to produkt X x Y
tez jest rozmaitoscia rzutowa:

X XY CPV xPW C P(V @ W).

Odwzorowania rzutowania X xY — X oraz X XY — Y sa odwzorowaniami
rozmaito$ci algebraicznych.

Przyktad 1.2. Jesli A i X sa podrozmiatosciami rzutowymi ustalonej prze-
strzeni rzutowej PW oraz A C X, to wlozenie A — X jest odwzorowaniem
rozmaitosci algebraicznych.

Przyktad 1.3. Jesli X, Y, Z sa rozmaitoSciami algebraicznymi, a ¢: X — Y
i:Y — Z sg odwzorowaniami rozmaitosci algebraicznych, to ich ztozenie
1 o ¢ jest odwzorowaniem rozmaitoéci algebraicznych.

Niech B C C bedzie malym dyskiem wokot 0. Maly oznacza, ze w razie
potrzeby go zmniejszamy i sie nie przejmujemy. (Uwagal B nie jest roz-
maitoScia algebraiczna!) Wektor styczny do X w x, to odwzorowanie z B
(parametryzowanego przez zmienna t) w mate otoczenie U punktu xz w X, z
doktadnogcia do réwnowaznosci:

9 0¥

¢ ~ 1 < ¢ 11 maja te same wektory styczne w 0: E(O) = E(O)



Korzystamy tu z tego, ze U jest izomorficzne z podzbiorem otwartym w
Cdim X

Mowilismy juz o rzutowe]j i afinicznej przestrzeni stycznej. Dla rozmaitosci
algebraicznej X i punktu gladkiego x € X, abstrakcyjna przestrzen styczna
T.X (lub po prostu przestrzeri styczna), to przestrzen wektorowa wymiaru
dim X, ktorej elementami sg wektory styczne.

Cwiczenie 1.1. Pokaz, ze T,PW = W/p ® (p)*, gdzie p € PW jest jedno-
czednie p ~ C C W.

Cwiczenie 1.2. Pokaz, ze dla X CPW iz e X mamy T, X = TZX/x®:z:*.
Cwiczenie 1.3. Pokaz, ze dla X = Seg(PA x PB x C) C P(A® B® C),

mamy
PllagbegX =P(a®@b@C+a@BRc+ARb®c)

i1 analogicznie dla innej liczby sktadnikow.

Jesli f: X — Y jest odwzorowaniem rozmaitosci algebraicznych oraz
r € X jest gladkim punktem takim, ze f(z) € Yy (to znaczy, f(z) jest
gtadkim punktem Y'), to mamy odwzorowanie rézniczki f w punkcie x:

Dgcf : TxX — Tf(m)y

To odwzorowanie wyznaczone jest przez sktadanie f o ¢ z krzywymi ¢: B —
X.

Stwierdzenie 1.4. Odwzorowanie (algebraiczne) rozmaitosci algebraicznych
v: X — Y jest generycznie submersja na swoj obraz. Doktadniej, niech
Z CY bedzie domknieciem obrazu . Wiedy istnieje otwarty gesty podzbior
U C X, taki, ze dla kazdego x € U mamy (x) € Zy (czyli(x) jest gtadkim
punktem Z ), oraz Tw(I)Z = D, p(T, X).

Anty-Przyklad 1.5 (Obmotka torusa, wersja rzeczywista). Majgc torus
Stx St rozwazmy odwzorowanie R — S'x S zadane wzorem t — (™ e2™t)
dla a € R\ Q. Domkniecie obrazu tego odwzorowania (niealgebraicznego!!)
jest catym torusem S' x S, podczas, gdy jego rozniczka R — R? nie jest “na”
w zZadnym punkcie.

)

Anty-Przyklad 1.6 (Obmotka torusa, wersja holomorficzna). Rozwazmy
odwzorowanie C — C? zadane wzorem t — (e,e®), dla « € R\ Q. Ana-
logicznie, domkniecie obrazu tego odwzorowania niealgebraicznego jest catym
C?, a jego rézniczka nie jest “na”.



Trescig Stwierdzenia 1.4 jest to, ze sytuacje analogiczne do Anty-Przyktadow
nie moga mie¢ miejsca dla odwzorowan algebraicznych. Co wiecej, na przy-
ktad wymiar f(X) jest rowny randze r6zniczki w ogélnym punkcie x € X.

Stwierdzenie 1.7 (Lemat Terracini’ego). Istnieje otwarty gesty podzbior U
rozmaitodci siecznych o.(X), taki, ze dla kazdego p € U, i otwartego gestego
podzbioru przedstwien p € (xy,...,T,)

PT,0.(X) = (PT,,...,PT,,).
Dowod...

Whiosek 1.8. dim o, (X) = dim(PT,,,...,PT, ) dla pewnych ogdlnych punk-

tow x1,...,T,.
Whiosek 1.9. Dia X C PW takiego, ze (X) = PW, mamy
dimo,(X) <min{rdim X +r — 1, dim PW}
dla pewnych ogdlnych punktow xy, ..., x,.
Definicja wymiar spodziewany, defekt...
Cwiczenie 1.4. Policz dim o, (Seg(P"~ x P™~1)).

(
Cwiczenie 1.5. Policz dim oy(Seg(P"~! x P! x PI1)),
Cwiczenie 1.6. Policz dim o, (vy(P"1)).

(

Cwiczenie 1.7. Policz dim oy(vg(P"1)).
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