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1 Rozmaitosci siecznych i ranga brzegowa

Ustalmy domkniety zbior X C W, niezmienniczy ze wzgledu na przeskalowa-
nia. Dodatkowo, zakladamy X, ze jest rozmaitoscia afiniczng, czyli zbiorem
domknietym w W, ktory mozna opisa¢ rownaniami wielomianowymi.

7 tych dwoch zatozen wynika, ze X jest stozkiem afiniczym rzutowej
rozmaitosci X C PW, z ktora jest znacznie wygodniej pracowaé, gdyz ma
wlasnosci zwartej przestrzeni topologicznej. To znaczy,

X = (X\0)/C*CcPW = (W 0)/C*.

Od tej pory bedziemy rozwazaé rozmaitos$¢ rzutowg X C PW, a odpowia-
dajace obiekty (liniowe/afiniczne) w W beda oznaczane daszkiem’, a notacja
i sformutowania twierdzen beda gtéwnie w wersji rzutowej. Dla uproszczenia
mozna mie¢ na uwadze przyktady Veronese i Segre, tzn.:

(i) rozmaitos¢ Veronese

va(PV) CP(SV), va(PV)={[lY]:1 €V}, oraz

(i) rozmaitos¢ Segre

Seg = Seg(PA x PB x PC) C P(A® B® (),
Seg={[a®b®c|:a€ A,be B,ce C},

ewentualnie z inng liczba czynnikow.

Mozemy zastosowaé definicje X-rangi rowniez do p € PW, a wiec rx(p)
jest minimalna liczba catkowita r, taka, ze p € (x1,...,x,) dla pewnych z; €
X. Tu (R) oznacza rozpiecie rzutowej przestrzeni liniowej, czyli najmniejszej
podprzestrzeni P¥ C PW zawierajacej R.
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Definiujemy r-ta rozmaitosé siecznych rozmaitosci X jako domkniecie
sumy wszystkich podprzestrzeni linowych rozpietych przez r punktow z X:

o (X) = U{(:z:l,...,x7,> cx; € X} C PW.

Rozmaitos¢ siecznych jest wiec domknieciem zbioru punktéw rangi co najwy-
zej r. W szczegolnosei proste styczne do X sa granicami prostych siecznych,
zatem punkty zanurzonej przestrzeni stycznej do X w gladkim punkcie za-
wieraja sie w o9(X), jednak zwykle punkty tamze maja range wyzsza niz
2.

Wobec tego stratyfikacja W przez range moze by¢ bardzo skomplikowana.
Jest to motywacja dla przyjecia nastepujacej definicji. Niech p € PW (lub
p € W). Definiujemy ry(p) jako X-range brzegowg punktu p, czyli mini-
malng liczbe naturalna r, taka, ze p € 0,.(X) (lub [p] € 0,(X), gdzie [p] € PW
jest klasa p € W w przestrzeni rzutowej; przyjmujemy, ze r y(p) = rx(p) = 0,
gdy p = 0). Innymi stowy, X-ranga brzegowa punktu p to najmniejsza liczba
natularna r taka, ze p przybliza si¢ przez kombinacje liniowe r punktéw z
X. Zawsze ry(p) < rx(p). W wielu zastosowaniach wystarczajacy jest
przyblizony wynik, wiec X-ranga brzegowa jest interesujacag i waznag wiel-
koscig. Jako przyktad wroémy do mnozenia macierzy: dobre ograniczenie
na X-range brzegowa moze postuzy¢ do szybkiego pomnozenia macierzy z
dowolnie zadana doktadnoscia. Dlatego wazne jest bada¢ kryteria, ktoére po-
zwola szacowacé range brzegowa.

Kluczowy (elementarny) przyktad:

Przyktad 1.1. Jesli X = Seg(PAXPB), to zbior tensoréw X-rangi co najwyzej
r jest domkniety, wiec X-ranga jest rowna X-randze brzegowej.

Ogolnie ranga i ranga brzegowa rzadko sa sobie rowne na calej przestrzeni
rzutowej PIV.
Wazne problemy:

Problem 1.2. Ustalmy X C PW.

e Jaki jest wymiar r-tej rozmaitosci siecznych? W szczegdlnosci, jakie
jest najmniejsze r, takie, ze 0,.(X) = PW?

e Jakie sg rdwnania opisujace o,.(X) C PW?
e Dla p € 0,(X), jaka moze by¢ jego ranga?

Sa to czesto trudne pytania, ale w szczegdlnych sytuacjach mozna cos
konkretnego powiedzie¢. Na razie wyjasnimy, co te pytania oznaczaja.



2 Geometria algebraiczna

Uwaga 2.1. Aby twierdzenia geometrii algebraicznej powigzane z rozmaito-
Sciami siecznych miaty rece i nogi, potrzeba zaltozyé¢, ze cialo bazowe jest
algebraicznie domkniete. Jak nie (na przyktad nad R), to z punktu widzenia
tej tematyki wiecej sensu ma mowienie o rozmaitosciach semi-algebraicznych,
czyli takich, ktore sa opisane przez rownania wielomianowe i nieréwnosci wie-
lomianowe, np. koto 2% +1? — 22 < 0 w przestrzeni rzutowej RP2. Jednakze,
tym tematem nie bedziemy sie tutaj zajmowac.

Ustalmy PW przestrzen rzutows. PierScien wspotrzednych jednorodnych
PW to pierécien wielomianow T w dim W zmiennych. Zmienne interpretu-
jemy jako funkcje liniowe na W, wiec S = @2, S'W*. Jedli f € S to f
jest funkcja (wielomianowa) W — C, ale nie wyznacza funkcji PW — C.
Jesli f € S jest jednorodne, tzn f € S'W*, to mamy dobrze okreslony zbiér
zer f, jako podzbior w przestrzeni rzutowej PW. Dla dowolnego podzbioru
X C PW mozemy rozpatrywac

[(X):@{fGSiW*ZﬂX:O}.

Jest to jednorodny ideal w pierscieniu wielomianéw S. 7 drugiej strony, dla
dowolnego idealtu jednorodnego I C S, mozemy rozpatrywaé zbior zer [:

Z(I)={z e PW:ViVf eI, C SW, f(z)=0}.

Moze sie zdazy¢, ze Z(I) jest przywiedine, to znaczy jest suma dwoch do-
mknietych podzbiorow postaci Z(I) = Z(I,)U Z(I3) (w nietrywialny sposob,
to znaczy Z(I1) # Z(I) oraz Z(Iy) # Z(I)). Kazdy zbior Z(I) mozna roz-
lozy¢ na sume podzbioréw nieprzywiedinych (czyli takich, ktore nie maja
nietrywialnego rozktadu Z(I) = Z(I;) U Z(13)).

Rozmaito$é rzutowa, to nieprzywiedlny zbior X = Z(I) dla pewnego
ideatu I C S. Przez réwnania rozmaito$ci X rozumiemy generatory ideatu
I, takiego, ze Z(I) = X. (Sa to tak zwane teorio-zbiorowe réwnania X,
mozna tez rozwazaé ideatowe réwnania, czyli po prostu generatory 1(X).)

Uwaga na boku (na przysztosé): Jesli X jest rozmaitoscia, to I(X) jest
ideatem pierwszym.

Jesli W/ C W jest podprzestrzenia liniowa, to mamy naturalnie PW’' C
PW. Jest to podrozmaitosé i I(PW’) jest generowane przez funkcje liniowe,
te same, ktore definiuja W’ C W jako podprzestrzeni liniowa. PW' nazywamy
liniowa podprzestrzenia rzutowa, lub po prostu po podprzestrzenig liniowa.



Stwierdzenie 2.2. Kazda rozmaito$é rzutowa X ma otwarty gesty podzbior
punktow gtadkich. To znaczy, istnieje otwarty gesty podzbior Xg C X taki, zZe
Xo jest rozmaitoscig rozniczkowa, a doktadniej rozmaitoscig holomorficzna.

Definicja 2.3. Wymiar X oznaczamy przez dim X 1 jest to zespolony wymiar
Xo.

Uwaga 2.4. X, jest spojne, gdyz X jest nieprzywiedlne i rozpatrujemy roz-
maitosci zespolone. Dlatego taka definicja jak wyzej ma sens i jest dobrze
okre$lona. Nad dowolnym cialem wymiar mozna zdefiniowa¢ algebraicznie, i
potem udowodnié¢, co§ podobnego do podanej definicji.

Dla p € W, odpowiadajgcego mu p € PW, oraz jednorodnego wielomianu
f € S mozemy rozpatrywa¢ Dyf € W* = S'W* C S rozniczke f w punkcie
p. Jesli S = Clxg, 1, ..., x,] (gdzie n = dim X), to

_of of
Oy (P)- w0+ oo+ o0x,,

Dy f (D) - n.

Dla ustalonego p jest to funkcja liniowa na W. Ponadto, jesli A € C oraz
deg f =i > 0 (f jest jednorodne!), to Dyyf = N 7'D;f. W szczegdlnoei,
Z(Dyf) zalezy tylko od klasy [p] = p € PW. Jesli dla uproszczenia ozna-
czamy Z(D,f).

Definicja 2.5. Przestrzenie styczne. Niech I(X) C S bedzie ideatem rozma-
itosci X C P(W). Wybierzmy x € X,.

e Afiniczna przestrzen styczna to liniowa podprzestrzen T.X C W, zde-
fintowana przez znikanie funkcji liniowych Z(D,f : f € I(X)).

e Rzutowa przestrzen styczna to liniowa podprzestrzen rzutowa PT,X C
PW, zdefiniowana przez znikanie tych samych funkcji liniowych Z (D, f -
feI(X)).

Pierwsze wlasnosci:
(i) P(1,X) = PT,X.
(ii) Dla = € X,, mamy dim X = dimPT, X = dim 7T, X — 1.
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