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1 Wst¦p

W naukach ±cisªych i in»ynierii naukowcy analizuj¡ skomplikowane dane,
aby wyizolowa¢ stosunkowo proste zjawiska, które maj¡ kluczowe znaczenie
w badanej sytuacji.

Jako przykªad wyobra¹my sobie kilka osób rozmawi¡zj¡cych przez telefon
komórkowy w tym samym momencie. Stacja-odbiornik musi rozªo»y¢ skom-
plikowan¡ fal¦ elektromagnetyczn¡ na proste pojedyncze sygnaªy, z których
ka»dy przenosi jedn¡ rozmow¦.

Nast¦pny przykªad pochodzi ze spektroskopii �uorescencyjnej. Jest to
metoda sªu»¡ca do analizowania st¦»enia zwi¡zków chemicznych w prób-
kach roztworu. Ka»da próbka jest prze±wietlana ±wiatªem o ró»nych dªugo-
±ciach fali i badane s¡ dªugo±ci fal ±wiatªa emitowanego. Zebrane dane mog¡
by¢ skomplikowane i poszukiwany jest sposób rozªo»enia danych na proste
skªadniki pochodz¡ce od pojedynczych zwi¡zków chemicznych wchodz¡cych
w skªad roztworu.

Problemy tego rodzaju s¡ wszechobecne w nauce i stanowi¡ motywacj¦
dla naszych bada« nad rozmaito±ciami siecznych oraz nad powi¡zanymi po-
j¦ciami: rang¡, rang¡ brzegow¡ i rozkªadem minimalnym.

Rozwa»my sko«czenie wymiarow¡ przestrze« wektorow¡ W nad ciaªem
liczb zespolonych C oraz podzbiór X̂ ⊂ W rozpinaj¡cy W , jako przestrze«
liniow¡. Niech p ∈ W . De�niujemy X̂-rang¦ p jako najmniejsz¡ liczb¦
caªkowit¡ r = rX̂(p), tak¡, »e

p = λ1x̂1 + λ2x̂2 + · · ·+ λrx̂r dla pewnych x̂i ∈ X̂ i λi ∈ C.

Równowa»nie r jest minimaln¡ liczb¡ caªkowit¡ tak¡, »e p ∈ 〈x̂1, x̂2, . . . , x̂r〉,
gdzie 〈R〉 oznacza przestrze« liniow¡ rozpi¦t¡ przez zbiór R.

My±limy o V jak o zbiorze wszystkich mo»liwych stanów, za± o X̂ jak o
zbiorze prostych stanów, oraz o p jak o skomplikowanym przypadku, który
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chcemy rozªo»y¢. Wobec tego ranga powinna by¢ liczb¡ prostych skªadników,
na które mo»na rozªo»y¢ nasz wybrany skomplkowany stan.

W powy»szych przykªadach, w optymalnych warunkach, ranga jest liczb¡
rozmów przez komórk¦, lub liczb¡ substacji chemicznych w roztworze. Oczy-
wi±cie kilka wa»nych problemów mo»e stanowi¢ przeszkod¦: je±li skªadni-
ków/rozmów jest du»o, ranga mo»e nie by¢ pomocna. Nietrudno wyobrazi¢
sobie, »e gdy prowadzonych jest zbyt wiele rozmów jednocze±nie na jednym
odbiorniku, to nie jest mo»liwe oddzielenie pojedynczej rozmowy. Za moich
czasów studenckich, tak si¦ dziaªo ka»dego roku na Sylwestra w Tatrach. Nie
byªo mo»liwe zadzwonienie do krewnych z »yczeniami. Podobno ten pro-
blem jeszcze wyst¦puje, ale sam nie sp¦dzam ju» Sywestra w Tatrach, wi¦c
nie wiem. Podobnie, gdy dysponujemy niewielk¡ liczb¡ pomiarów ±wiatªa w
porównaniu z liczb¡ skªadników roztworu, to nie b¦dziemy potra�li ich zi-
denty�kowa¢. Inny wa»ny problem to zakªócenia, (dane z odbiornika s¡ nieco
znieksztaªcone). Istniej¡ metody radzenia sobie z zakªóceniami, nie jest to
jednak przedmiotem tego wykªadu.

Rozwa»my teraz kilka bardziej matematycznych przykªadów.

1.1 Mno»enie macierzy

Mno»enie macierzy jest dwuliniowym odwzorowaniem Cfg × Cgh → Cfh.
Mo»na wi¦c my±le¢ o nim jako tensorze

Mf,g,h ∈ (Cfg)∗ ⊗ (Cgh)∗ ⊗ Cfh = A⊗B ⊗ C = W.

Najprostszy, naiwny algorytm tego mno»enia potrzebuje fgh mno»e« liczb
zespolonych i zapisuje si¦ w postaci tensorowej jako:

Mf,g,h =
∑
i,j,k

aij ⊗ bjk ⊗ cik.

Jest to rozkªad na sum¦ fgh prostych tensorów postaci a⊗ b⊗ c.
Niech X̂ := Ŝeg(A × B × C) ⊂ W b¦dzie zbiorem tensorów prostych.

Wypisany powy»ej rozkªad daje oszacowanie na rang¦ rX̂(Mf,g,h) ≤ fgh.
Strassen udowoniª, »e dwie macierze 2 × 2 mo»na pomno»y¢ u»ywaj¡c

jedynie 7 mno»e« liczb zespolonych (zamiast 2 · 2 · 2 = 8 mno»e«) [Stra69]:(
a1 a2
a3 a4

)
·
(
b1 b2
b3 b4

)
=

(
a1b1 + a2b3 a1b2 + a2b4
a3b1 + a4b3 a3b2 + a4b4

)
=

(
I + IV − V + V II III + V

II + IV I + III − II + V I

)
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gdzie:

I :=(a1 + a4)(b1 + b4) II :=(a3 + a4)b1

III :=a1(b2 − b4) IV :=a4(−b1 + b3)

V :=(a1 + a2)b4 V I :=(−a1 + a3)(b1 + b2)

V II :=(a2 − a4)(b3 + b4),

co w zapisie tensorowym przekªada si¦ na:

M2,2,2 =(a1 + a4)⊗ (b1 + b4)⊗ (c1 + c4)

+(a3 + a4)⊗ b1 ⊗ (c3 − c4)
+a1 ⊗ (b2 − b4)⊗ (c2 + c4)

+a4 ⊗ (−b1 + b3)⊗ (c1 + c3)

+(a1 + a2)⊗ b4 ⊗ (−c1 + c2)

+(−a1 + a3)⊗ (b1 + b2)⊗ c4
+(a2 − a4)⊗ (b3 + b4)⊗ c1.

Zatem rX̂(M2,2,2) ≤ 7 (a tak naprawd¦ X-ranga jest równa 7). Je±li zasto-
sujemy ten algorym wielokrotnie do macierzy blokowych, dostaniemy nowy
sposób na pomno»enie dwóch f × f macierzy kwadratowych u»ywaj¡c okoªo
f log2 7 ' f 2.81 mno»e« liczb zespolonych. T¦ dyskusj¦ mo»na podsumowa¢ w
nast¦puj¡cym zdaniem: Ranga mno»enia maªych macierzy mo»e da-
wa¢ asymptotyczne ograniczenie górne na zªo»ono±¢ obliczeniow¡
mno»enia du»ych macierzy.

Mno»enie macierzy jest tylko przykªadem odwzorowania wieloliniowego,
istniej¡ te» inne bardzo wa»ne tego typu odwzorownia, które mo»emy bada¢
w analogiczny sposób.

1.2 Ewaluacja wielomianów

Niech W := SdCn b¦dzie przestrzeni¡ wektorow¡ wielomianów jednorodnych
stopnia d w n zmiennych. Oznaczmy przez X̂ := v̂d(Cn) ⊂ W zbiór ld po
wszystkich l ∈ Cn, czyli zbiór d-tych pot¦g form linowych. Zauwa»my, »e
ewaluacja formy linowej w punkcie jest operacj¡ do±¢ tani¡. Maj¡c dan¡
p = ld oraz n-tk¦ liczb zespolonych a = (a1, . . . , an), mo»emy podstawi¢ l(a)
i kolejno wyliczy¢ l(a)d = l(a)bd/2c · l(a)dd/2e. To oznacza, »e stopie« skom-
plikowania ewaluacji jest co najwy»ej ∼ n log2 d w tym przypadku. Zatem
zªo»ono±¢ ewaluacji wielomianu p wynosi co najwy»ej ∼ rX(p) · n log2 d.

W tym duchu, ranga wielomianu mierzy obliczeniow¡ zªo»ono±¢
ewaluacji wielomianów.
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Warto wspomnie¢, »e w przypadku wielomianów jednorodnych ranga jest
równie» nazywana rang¡ Waringa w hoªdzie matematykowi E. Waringowi,
który w XVIII wieku zajmowaª si¦ przedstawianiem liczb caªkowitych jako
sumy pot¦g, zobacz prac¦ przegl¡dow¡ [VW02].

2 Wielomiany jednorodne w dwóch zmiennych

Ustalamy ciaªo F. Zazwyczaj, b¦dziemy sobie »yczyli, aby F byªo algebra-
icznie domkni¦te, aby charF = 0, lub wr¦cz F = C. W trakcie ¢wicze«
b¦dziemy omawiali, jakie problemy i patologie mo»emy napotka¢, gdy które±
z tych zaªo»e« o F nie jest speªnione, jak te problemy rozwi¡za¢, lub dlaczego
lepiej te patologie zostawi¢ w spokoju.

W tym rozdziale wst¦pnie omówimy rozkªady wielomianów na sumy po-
t¦g. Na pocz¡tek, niech P (x, y) b¦dzie wielomianem jednorodnym zale»nym
od dwóch zmiennych:

P (x, y) = adx
d + ad−1x

d−1y + · · ·+ a1xy
d−1 + a0y

d

gdzie a0, a1, . . . , ad s¡ liczbami z ciaªa F.
Problem. Jak znale¹¢ rang¦ wielomianu P oraz jego rozkªad minimalny? To
znaczy, niech r b¦dzie najmniejsz¡ liczb¡ caªkowit¡ tak¡, »e

P (x, y) = `d1 + `d2 + · · ·+ `dr

dla pewnych liniowych wielomianów `i(x) = bix + ciy. Chcemy znale¹¢ r
(rang¦ P ) oraz `i (rozkªad minimalny P ).

�wiczenie 2.1. Wyznacz rang¦ wielomianu P (x, y) = x3 + 3xy2.

Ró»niczki P (x, y) to nast¦puj¡ce wielomiany:

αyP :=
∂P (x, y)

∂x
= dadx

d−1 + (d− 1)ad−1x
d−2y + · · ·+ 2a2xy

d−2 + a1y
d−1

βyP :=
∂P (x, y)

∂y
= ad−1x

d−1 + 2ad−2x
d−2y + · · ·+ (d− 1)a1xy

d−2 + da0y
d−1

�wiczenie 2.2. Policz αy(x2 + xy + 1
2
y2), βy(x2 + xy + 1

2
y2).

Wielokrotne pochodne b¦dziemy oznacza¢ podobnie. Na przykªad:

α2yP := d(d− 1)adx
d−2 + (d− 1)(d− 2)ad−1x

d−3y + · · ·+ a2y
d−2

4



i tak dalej. Ta konwencja jest wygodna dla operacji algebraicznych na ró¹-
niczkach, przykªadowo

(αβ − α2)yP = (αy(βyP ))− αy(αyP )

(α2 + αβ − 2β2)yP = αy(αyP ) + (αy(βyP ))− 2(βy(βyP ))P (x)

(α− β)(α + 2β)yP = αy(αyP + 2βyP )− βy(αyP + 2βyP ).

�wiczenie 2.3. Policz

(αβ − α2)y(x2y − xy2).

Standardowe wªasno±ci ró»niczek:

• Θy(P +R) = ΘyP + ΘyR;

• (Θ + Φ)yP = ΘyP + ΦyP ;

• (fΘ)yP = Θy(fP ) = f(ΘyP );

• (Θ + Φ)y(P +R) = ΘyP + ΘyR + ΦyP + ΦyR;

• ΘΦyP = Θy(ΦyP ) = Φy(ΘyP );

• (fα + gβ)y(PR) = ((fα + gβ)yP )R + P ((fα + gβ)yR).

Powy»ej P = P (x, y) i R = R(x, y) s¡ wielomianami w zmiennych x, y,
natomiast Θ i Φ s¡ wielomianami w zmiennych α i β. Ponadto f, g ∈ F, a
(fα + gβ) jest dowoln¡ liniow¡ ró»niczk¡.

�wiczenie 2.4. Poka», »e (bα−aβ)y
[
(ax+ by)d

]
= 0 dla dowolnych a, b ∈ F

i dowolnego d > 0.

�wiczenie 2.5. Poka», »e β(2α − β)y
[
(x+ 2y)d + xd

]
= 0 dla dowolnego

d > 0.

�wiczenie 2.6. Poka», »e (α+β)β(2α−β)y
[
(x+ 2y)d + xd + (x− y)d

]
= 0

dla dowolnego d > 0.

�wiczenie 2.7. Przypu±¢my, »e (bα − aβ)yP = 0 dla jakiego± wielomianu
P = P (x, y) stopnia d. Poka», »e P = c(ax+ by)d dla pewnego c ∈ F.

�wiczenie 2.8. Znajd¹ niezerowy wielomian kwadratowy Θ w zmiennych α
i β postaci:

Θ = aα2 + bαβ + cβ2,

taki, »e Θy(x3y + xy3) = 0. Jak¡ rang¦ ma P (x, y) = x3y + xy3?
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�wiczenie 2.9. Zaªó»my, »e

Θ = (b1α− a1β)(b2α− a2β) · · · (brα− arβ)

dla parami nieproporcjonalnych form liniowych (biα − aiβ). Poka», »e je±li
ΘyP = 0 dla wielomianu P ∈ F[x, y], to

P (x, y) = c1(a1x+ b1y)d + c2(a2x+ b2y)d + · · ·+ cr(arx+ bry)d

dla pewnych ci ∈ F.

�wiczenie 2.10. �wiczenie podsumowuj¡ce:

(i) Opisz dobr¡ metod¦, któr¡ mo»na wyznaczy¢ rang¦ r dowolnego wielo-
mianu jednorodnego dwóch zmiennych P (x, y) oraz policzy¢ jego rozkªad
minimalny:

P (x, y) = (a1x+ b1y)d + (a2x+ b2y)d + · · ·+ (arx+ bry)d.

(Uwaga: to zadanie mo»na ró»nie interpretowa¢ i ró»nie rozwi¡za¢;
Uznamy, »e metoda jest wystarczaj¡co dobra, je±li uda si¦ j¡ przete-
stowa¢ na poni»szych przykªadach.)

(ii) Uzasadnij poprawno±¢ swojej metody. Mo»na korzysta¢ z poprzednich
¢wicze«, pod warunkiem umieszczenia ich rozwi¡za« w swojej pracy.

(iii) Przetestuj swoj¡ metod¦ na kilku przykªadach (w szczególno±ci znajd¹
rangi i rozkªady minimalne tych wielomianów):

(a) 3x5y + 40x3y3 + 48xy5,

(b) 5x4y + y5,

(c) x4 + 6x2y2 + 2y4,

(d) wªasny przykªad.

(Mo»na, jak kto± chce, zaimplementowa¢ swoj¡ metod¦ na komputerze.
Jednak»e te przykªady powinno si¦ da¢ policzy¢ r¦cznie. Je±li s¡ z tym
problemy, to mo»e to ±wiadczy¢ o w¡tªej jako±ci metody.)

(iv) Co nale»aªoby zde�niowa¢ inaczej, »eby analogiczna metoda zadziaªaªa,

(a) gdy F nie jest algebraicznie domkni¦te;

(b) gdy charF > 0?
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Jest jasne, »e rozkªad prawie nigdy nie jest jednoznaczny, gdy» mo»emy
zmienia¢ kolejno±¢ skªadników oraz przeskalowywa¢ formy przez pierwiastki
z jedno±ci. Na przykªad:

P (x, y) = 3x6 + 6x5y + 75x4y2 + 140x3y3 + 255x2y4 + 186xy5 + 65y6.

Wtedy:

P (x, y) = (x+ 2y)6 + x6 + (x− y)6

= x6 + (x− y)6 + (x+ 2y)6

= (−x+ y)6 + (x+ y)6 +
(
−1+

√
−3

2
x
)6

i tak dalej. B¦dziemy uto»samia¢ te rozkªady, mówi¡¢, »e s¡ one takie same z
dokªadno±ci¡ do kolejno±ci i przeskalowa«. W rzeczy samej, powy»szy wielo-
mian P ma jednoznaczny rozkªad z dokªadno±ci¡ do kolejno±ci i przeskalowa«.

�wiczenie 2.11. Znajd¹ rang¦ P (x, y) = x3y. Czy rozkªad minimalny jest
jednoznaczny z dokªadno±ci¡ do kolejno±ci i przeskalowa«?

�wiczenie 2.12. Udowodnij, »e ranga wielomianu

P (x, y) = x4y + 8x2y3 + 16
5
y5

jest równa 2. Czy rozkªad minimalny jest jednoznaczny z dokªadno±ci¡ do
kolejno±ci i przeskalowa«?

�wiczenie 2.13. Czy istnieje wielomian (jednorodny, dwóch zmiennych)
P (x, y) rangi 2, który ma wi¦cej ni» jeden rozkªad minimalny (z dokªadno±ci¡
do kolejno±ci i przeskalowa«)? Je±li tak, to ile ma on takich rozkªadów?

3 Przestrzenie tensorów

Niech V b¦dzie przestrzeni¡ wektorow¡ nad F. Przez V ∗ oznaczamy dualn¡
przestrze« wektorow¡, czyli przestrze« odwzorowa« liniowych V → F.
Uwaga 3.1. Wykªad dotyczy geometrii. To znaczy, »e o przestrzeniach wek-
torowych my±limy jako o obiektach geometrycznych, cz¦sto V b¦dzie miaªo
jak¡± dodatkow¡ struktur¦. Pierwsze twierdzenie, którego uczymy si¦ na kur-
sie algebry liniowej nam mówi, »e ka»de dwie przestrzenie wektorowe tego sa-
mego wymiaru s¡ izomor�czne, wi¦c niby V i V ∗ powinny by¢ izomor�czne.
Jednak te dwie przestrzenie maj¡ zupeªnie inne interpretacje geometryczne,
o czym b¦dziemy si¦ przekonywa¢ w trakcie tego wykªadu.

�wiczenie 3.1. Pokaza¢ (naturalny) izomor�zm V ' (V ∗)∗, tzn. taki, który
nie zale»y od »adnych wyborów, w szczególno±ci od wyboru bazy.
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