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1 Wstep

W naukach $cistych i inzynierii naukowcy analizuja skomplikowane dane,
aby wyizolowa¢ stosunkowo proste zjawiska, ktore maja kluczowe znaczenie
w badanej sytuacji.

Jako przyktad wyobrazmy sobie kilka os6b rozmawiazjacych przez telefon
komorkowy w tym samym momencie. Stacja-odbiornik musi rozlozyé¢ skom-
plikowang fale elektromagnetyczng na proste pojedyncze sygnaly, z ktorych
kazdy przenosi jedng rozmowe.

Nastepny przyktad pochodzi ze spektroskopii fluorescencyjnej. Jest to
metoda shuizaca do analizowania stezenia zwigzkéw chemicznych w prob-
kach roztworu. Kazda prébka jest przeswietlana swiattem o roéznych dtugo-
Sciach fali i badane sa dlugosci fal $wiatla emitowanego. Zebrane dane mogg
byé¢ skomplikowane 1 poszukiwany jest sposob roztozenia danych na proste
sktadniki pochodzace od pojedynczych zwiazkéw chemicznych wchodzacych
w sktad roztworu.

Problemy tego rodzaju sa wszechobecne w nauce i stanowia motywacje
dla naszych badan nad rozmaitosciamsi siecznych oraz nad powigzanymi po-
jeciami: ranga, ranga brzegows i rozkltadem minimalnym.

Rozwazmy skoniczenie wymiarowa przestrzen wektorowa W nad cialem
liczb zespolonych C oraz podzbior Xcw rozpinajacy W, jako przestrzen
liniowa. Niech p € W. Definiujemy X—mng@ p jako najmniejsza liczbe
calkowitg r = r¢(p), taka, ze

D= A&7 4+ Aadg + -+ + \&, dla pewnych #; € X i \; € C.

Rownowaznie r jest minimalna liczba catkowita taka, ze p € (1, 29, ..., Z,),
gdzie (R) oznacza przestrzen liniowa rozpieta przez zbior R.

Myslimy o V' jak o zbiorze wszystkich mozliwych stanow, za$ o X jak o
zbiorze prostych stanoéw, oraz o p jak o skomplikowanym przypadku, ktory



chcemy roztozy¢. Wobec tego ranga powinna by¢ liczbg prostych sktadnikow,
na ktore mozna roztozy¢ nasz wybrany skomplkowany stan.

W powyzszych przyktadach, w optymalnych warunkach, ranga jest liczbg
rozmow przez komorke, lub liczbg substacji chemicznych w roztworze. Oczy-
wiscie kilka waznych probleméw moze stanowié¢ przeszkode: jesli sktadni-
kow /rozmow jest duzo, ranga moze nie by¢ pomocna. Nietrudno wyobrazié
sobie, ze gdy prowadzonych jest zbyt wiele rozmoéow jednoczesnie na jednym
odbiorniku, to nie jest mozliwe oddzielenie pojedynczej rozmowy. Za moich
czasOw studenckich, tak sie dziato kazdego roku na Sylwestra w Tatrach. Nie
byto mozliwe zadzwonienie do krewnych z zyczeniami. Podobno ten pro-
blem jeszcze wystepuje, ale sam nie spedzam juz Sywestra w Tatrach, wiec
nie wiem. Podobnie, gdy dysponujemy niewielkg liczba pomiaréw $wiatta w
porownaniu z liczba sktadnikéw roztworu, to nie bedziemy potrafili ich zi-
dentyfikowa¢. Inny wazny problem to zaktdcenia, (dane z odbiornika sg nieco
znieksztatcone). Istnieja metody radzenia sobie z zakloceniami, nie jest to
jednak przedmiotem tego wyktadu.

Rozwazmy teraz kilka bardziej matematycznych przyktadow.

1.1 Mnozenie macierzy

Mnozenie macierzy jest dwuliniowym odwzorowaniem C/9 x C9 — C/".
Mozna wiec mysle¢ o nim jako tensorze

Mg € (CT) @ (C")@CM"=A B C=W.

Najprostszy, naiwny algorytm tego mnozenia potrzebuje fgh mnozen liczb
zespolonych i zapisuje sie w postaci tensorowej jako:

My gn = Z aij @ bj @ ci.

i7j7k

Jest to rozktad na sume fgh prostych tensordw postaci a ® b ® c.
Niech X := S’eg(A x B x C') C W bedzie zbiorem tensoréw prostych.
Wypisany powyzej rozklad daje oszacowanie na range 7 (My,5) < fgh.
Strassen udowonil, ze dwie macierze 2 X 2 mozna pomnozy¢ uzywajac
jedynie 7 mnozeni liczb zespolonych (zamiast 2 -2 -2 = 8 mnozeni) [Stra69|:

(a1 ag) ) (b1 bz) . <a1b1 + (lgbg ale + a2b4)
as ay bs by)  \asby + asbs azbs + asby
(I + IV -V +VII 1117 +Vv
_< I+1v ]+I]]—H+V]>



gdzie:

I :=(a; + a4)(by + by) IT :=(a3 + a4)b
117 I:a1<b2 — b4> A% I:CL4(—b1 + bg)
V ;:(al —+ a2)b4 VI Z:(—CL1 —+ ag)(bl + bg)

VII Z:(CLQ - a4)(b3 + b4),
co w zapisie tensorowym przektada sie¢ na:

Msso =(a' +a*) ® (b" +b*) @ (c1 + c4)
+(a® +a*) @b @ (c3 — ¢4)
+a'' @ (0 —bY) @ (c2 + c4)
+a* @ (=b' + %) ® (c1 + ¢3)
+Ha' 4+ a®) @b ® (—c1 + )
+(—a' +a®) @ (b' +b*) ® 4
+(a* —a") ® (b® +b*) ® ;.

Zatem 1 (Msoo) < 7 (a tak naprawde X-ranga jest rowna 7). Jesli zasto-
sujemy ten algorym wielokrotnie do macierzy blokowych, dostaniemy nowy
spos6b na pomnozenie dwoch f x f macierzy kwadratowych uzywajac okoto
flos2T ~ 281 mmozen liczb zespolonych. Te dyskusje mozna podsumowaé w
nastepujgcym zdaniem: Ranga mnozenia malych macierzy moze da-
waé asymptotyczne ograniczenie gérne na zlozono$é obliczeniowa
mnozenia duzych macierzy.

Mnozenie macierzy jest tylko przyktadem odwzorowania wieloliniowego,
istnieja tez inne bardzo wazne tego typu odwzorownia, ktére mozemy badaé
w analogiczny sposob.

1.2 Ewaluacja wielomianéw

Niech W := S9C" bedzie przestrzeniag wektorowa wielomianéw jednorodnych
stopnia d w n zmiennych. Oznaczmy przez X = 94(C") € W zbiér ¢ po
wszystkich [ € C", czyli zbior d-tych poteg form linowych. Zauwazmy, ze
ewaluacja formy linowej w punkcie jest operacja dosé¢ taniag. Majac dang
p = 1 oraz n-tke liczb zespolonych a = (ay, ..., a,), mozemy podstawi¢ I(a)
i kolejno wyliczyé I(a)? = (a)l%?) - 1(a)l¥?!. To oznacza, 7e stopieti skom-
plikowania ewaluacji jest co najwyzej ~ nlog,d w tym przypadku. Zatem
ztozono$é¢ ewaluacji wielomianu p wynosi co najwyzej ~ rx(p) - nlog, d.

W tym duchu, ranga wielomianu mierzy obliczeniowa zlozono$é
ewaluacji wielomianéw.



Warto wspomnie¢, ze w przypadku wielomianéw jednorodnych ranga jest
roOwniez nazywana rangg Waringa w holdzie matematykowi E. Waringowi,
ktory w XVIII wieku zajmowal sie przedstawianiem liczb catkowitych jako
sumy poteg, zobacz prace przegladowa [VW02].

2 Wielomiany jednorodne w dwo6ch zmiennych

Ustalamy cialo F. Zazwyczaj, bedziemy sobie zyczyli, aby F bylo algebra-
icznie domkniete, aby charF = 0, lub wrecz F = C. W trakcie ¢wiczen
bedziemy omawiali, jakie problemy i patologie mozemy napotkac, gdy ktores
z tych zatozen o [ nie jest spetnione, jak te problemy rozwiaza¢, lub dlaczego
lepiej te patologie zostawi¢ w spokoju.

W tym rozdziale wstepnie oméwimy rozktady wielomianéw na sumy po-
teg. Na poczatek, niech P(z,y) bedzie wielomianem jednorodnym zaleznym
od dwoch zmiennych:

P(2,y) = agz® + ag 12y + - - + ey + agy’

gdzie ag, aq, ..., aq sa liczbami z ciata F.

Problem. Jak znalez¢ range wielomianu P oraz jego rozktad minimalny? To
znaczy, niech r bedzie najmniejsza liczba catkowita taka, ze

P(z,y) =]+ 05+ + (]

dla pewnych liniowych wielomianow ¢;(z) = bz + ¢;y. Chcemy znalezé r
(range P) oraz {; (rozklad minimalny P).

Cwiczenie 2.1. Wyznacz range wielomianu P(x,y) = x* + 3zy?.

Rézniczki P(x,y) to nastepujace wielomiany:

oP
aiP = éx, y) = dagz®™ + (d — Dag_12" %y + - - 4 2a90y* 2 + a1y
x
oP
BuP = # = g7 4 204 00 2y + -+ (d — Dayzy? ™ + dagy®!

Cwiczenie 2.2. Policz a(z® + zy + 1y?), Bo(a? +zy + 147).
Wielokrotne pochodne bedziemy oznacza¢ podobnie. Na przyktad:

o&®JP = d(d — 1)agz?™ + (d — 1)(d — 2)ag_12% 3y + - - + ayy® >
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i tak dalej. Ta konwencja jest wygodna dla operacji algebraicznych na roz-
niczkach, przyktadowo

(aff —a?)JP = (as(BiP)) — as(alP)
(a2 +af — 2ﬁ2)JP = as(asP) + (as(BuP)) —2(Bu(BuP))P(x)
(o — B)(a+28)sP = as(asP +28.P) — Bu(aiP + 2B.P).

Cwiczenie 2.3. Policz
(af — a®)s(zy — xy?).
Standardowe wtasnosci rézniczek:
e O(P+ R)=0.P+OJR;
e (O+P)4,P=0O.P+ PP

(f©)aP = O4(fP) = f(B1P);

O+ ®)4(P+ R)=04P+0O.R+ PP+ DR,

OD,P = O(DP) = D4(O.P);

(fa+gB)s(PR) = ((fa+ gB)2aP)R+ P((fa + gB)iR).

Powyzej P = P(x,y) i R = R(z,y) sa wielomianami w zmiennych z,y,
natomiast © i ® sa wielomianami w zmiennych « i 5. Ponadto f,g € F, a
(fa+ gB) jest dowolna liniowa rozniczka.

Cwiczenie 2.4. Pokaz, ze (ba—af3)_ [(ax + by)d] = 0 dla dowolnych a,b € F
 dowolnego d > 0.

Cwiczenie 2.5. Pokaz, ze (2 — B)1 [(z +2y)? + 2% = 0 dla dowolnego
d>0.

Cwiczenie 2.6. Pokaz, ze (a+3)B(20—B)s [(x +2y)? + 2 + (z —y)¥] =0
dla dowolnego d > 0.

Cwiczenie 2.7. Przypusémy, ze (ba — aB)2P = 0 dla jakiegos wielomianu
P = P(x,y) stopnia d. Pokaz, ze P = c(ax + by)? dla pewnego c € F.

Cwiczenie 2.8. Znajds niezerowy wielomian kwadratowy © w zmiennych o
i B postaci:
0 = aa® + bafB + 3,

taki, ze ©(x3y + xy®) = 0. Jakq range ma P(z,y) = 23y + x> ?



Cwiczenie 2.9. Zalézmy, Ze

O = (hha — a1 ) (byax — asf) - - - (bra — a,.3)

dla parami nieproporcjonalnych form liniowych (b — a;8). Pokaz, Ze jesli
O.LP =0 dla wielomianu P € Fx,y], to

P(z,y) = ci(a1x + b1y)d + coagr + bzy)d +- 4o (ax+ bry)d

dla pewnych c; € F.

Cwiczenie 2.10. Cwiczenie podsumowujgce:

(i)

(i1)

(iii)

Opisz dobrg metode, ktorg mozna wyznaczyé range r dowolnego wielo-
mianu jednorodnego dwdch zmiennych P(x,y) oraz policzyé jego rozktad
minimalny:

P(z,y) = (a1 + bly)d + (agx + bgy)d + -+ (ax + bry)d.

(Uwaga: to zadanie mozna rézinie interpretowac i réznie rozwigzaé;
Uznamy, zZe metoda jest wystarczajaco dobra, jesl uda sie jg przete-
stowaé na ponizszych przyktadach.)

Uzasadniy poprawnosé swojej metody. Mozna korzystaé z poprzednich
cwiczen, pod warunkiem umieszczenia ich rozwigzan w swojej pracy.

Przetestuj swojq metode na kilku przyktadach (w szczegdlnosci znajds
rangi i rozktady minimalne tych wielomiandw):

(a) 3z°y + 4023y + 48xy°,

(b) 5zty + v°,

(c) o' +62°y* + 29",

(d) wtasny przyktad.

(Mozna, jak ktos chee, zaimplementowaé swojg metode na komputerze.

Jednakze te przyktady powinno sie dac policzyé recznie. Jesli sq z tym
problemy, to moze to Swiadczyé o waqtlej jakosci metody.)

(iv) Co nalezatoby zdefiniowaé inaczej, Zeby analogiczna metoda zadziatata,

(a) gdy F nie jest algebraicznie domkniete;
(b) gdy charF > 07



Jest jasne, ze rozktad prawie nigdy nie jest jednoznaczny, gdyz mozemy
zmienia¢ kolejno$é¢ sktadnikow oraz przeskalowywacé formy przez pierwiastki
z jednosci. Na przyktad:

P(z,y) = 32° + 62°y + 752*y* + 1402°y> + 2552%y* + 1862y° + 65¢°.
Wtedy:

P(z,y) = (z+2y)° +2°+ (z — y)°
=2+ (z —y)° + (z +2y)°

=(—z+y)°’+(@+y)°+ <%x>6

i tak dalej. Bedziemy utozsamiac te rozklady, méwiac, ze sa one takie same z
dokladnoscia do kolejnosci i przeskalowan. W rzeczy samej, powyzszy wielo-
mian P ma jednoznaczny rozktad z doktadnoscig do kolejnosci i przeskalowan.

Cwiczenie 2.11. Znajd? range P(x,y) = 2%y. Czy rozktad minimalny jest
jednoznaczny z doktadnoscig do kolejnosci i przeskalowarn ?

Cwiczenie 2.12. Udowodnij, ze ranga wielomianu
P(z,y) = o'y + 82%y® + %?ﬁ

jest rowna 2. Czy rozktad minimalny jest jednoznaczny z doktadno$cig do
kolejnosci i przeskalowarn ?

Cwiczenie 2.13. Czy istnicje wiclomian (jednorodny, dwdch zmiennych)
P(z,y) rangi 2, ktory ma wiecej niz jeden rozktad minimalny (z doktadnosciq
do kolejnosci i przeskalowan)? Jesli tak, to ile ma on takich rozktadéw?

3 Przestrzenie tensorow

Niech V' bedzie przestrzenia wektorowa nad F. Przez V* oznaczamy dualng
przestrzen wektorowg, czyli przestrzen odwzorowan liniowych V' — F.

Uwaga 3.1. Wyktad dotyczy geometrii. To znaczy, ze o przestrzeniach wek-
torowych myslimy jako o obiektach geometrycznych, czesto V' bedzie miato
jakas dodatkowa strukture. Pierwsze twierdzenie, ktoérego uczymy sie na kur-
sie algebry liniowej nam mowi, ze kazde dwie przestrzenie wektorowe tego sa-
mego wymiaru sg izomorficzne, wiec niby V' i V* powinny by¢ izomorficzne.
Jednak te dwie przestrzenie majg zupetnie inne interpretacje geometryczne,
o czym bedziemy sie przekonywa¢ w trakcie tego wyktadu.

Cwiczenie 3.1. Pokaza¢ (naturalny) izomorfizm V ~ (V*)*, tzn. taki, ktory
nie zalezy od zZadnych wyborow, w szczegolnosci od wyboru bazy.



Literatura

[Stra69] Volker Strassen. Gaussian elimination is not optimal. Numer. Math.,
13:354-356, 1969.

[VW02| R. C. Vaughan and T. D. Wooley. Waring’s problem: a survey. In
Number theory for the millennium, III (Urbana, IL, 2000), pages
301-340. A K Peters, Natick, MA, 2002.



	Wstep
	Mnozenie macierzy
	Ewaluacja wielomianów

	Wielomiany jednorodne w dwóch zmiennych
	Przestrzenie tensorów

