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Streszczenie

W pracy wprowadzono poj¦cie rozmaito±ci generycznie kontaktowej poprzez uogólnienie
de�nicji zespolonej rozmaito±ci kontaktowej. Osªabienie de�nicji polega na dopuszczeniu
zdegenerowania pochodnej formy kontaktowej na zbiorze brzegowym. Pokazano, »e ka»da
struktura generycznie kontaktowa na przestrzeni rzutowej jest kontaktowa. Podano warunki
wystarczaj¡ce, by struktura generycznie kontaktowa na urzutowieniu wi¡zki liniowej byªa kon-
taktowa. Zbadano lokaln¡ posta¢ i lokalne niezmienniki 3-wymiarowej rozmaito±ci generycznie
kontaktowej.
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Wprowadzenie

Gªadk¡ rozmaito±¢ X nazywamy kontaktow¡, je±li istnieje podwi¡zka F kowymiaru 1 wi¡zki
stycznej TX, taka »e przeksztaªcenie dθ : F ⊗ F → TX/F wyznaczone przez pochodn¡
przeksztaªcenia ilorazowego TX → TX/F jest niezdegenerowane.

Rzeczywiste rozmaito±ci kontaktowe znane byªy ju» w XIX wieku, z zastosowaniami w me-
chanice, optyce i termodynamice ([5]). Zespolone rozmaito±ci kontaktowe s¡ zwi¡zane z kon-
strukcj¡ przykªadu zwartej rozmaito±ci kwaternionowo-Kählerowskiej ([9]). Znane s¡ dwie
rodziny przykªadów rzutowych zespolonych rozmaito±ci kontaktowych: urzutowienie wi¡zki
kostycznej rozmaito±ci projektywnych (patrz przykªad 3.1) oraz pewne przestrzenie jedno-
rodne ([2]).

Celem niniejszej pracy jest zbadanie osªabienia de�nicji zespolonej rozmaito±ci kontakto-
wej poprzez dopuszczenie degeneracji przeksztaªcenia dθ na zbiorze brzegowym. Uzyskane
w ten sposób przykªady rozmaito±ci generycznie kontaktowych mog¡ pomóc w zrozumieniu
sztywno±ci zespolonych struktur kontaktowych i w ich klasy�kacji.

Poj¦cie rozmaito±ci generycznie kontaktowej pojawiªo si¦ wcze±niej jedynie w pracy [3],
gdzie zauwa»ono, »e cz¦±¢ wªasno±ci krzywych wymiernych na rozmaito±ciach kontaktowych
zachodzi tak»e dla analogicznych krzywych na rozmaito±ciach generycznie kontaktowych, np.
[3], twierdzenie 1.5.

W pracy znajduje si¦ przykªad niekontaktowej struktury generycznie kontaktowej na zwar-
tej rozmaito±ci rzutowej (przykªad 1.10). Okazuje si¦, »e na przestrzeni rzutowej ka»da struk-
tura generycznie kontaktowa jest kontaktowa (twierdzenie 2.5). Znale¹li±my warunki wystar-
czaj¡ce na to, by struktura generycznie kontaktowa na urzutowieniu wi¡zki byªa kontaktowa
(stwierdzenie 3.5). Wskazali±my uproszczon¡, cho¢ niejednoznaczn¡, lokaln¡ posta¢ formy
generycznie kontaktowej na rozmaito±ci wymiaru 3 (stwierdzenie 4.1) oraz niezmienniki tej
lokalnej postaci (podrozdziaª 4.1).

Wszystkie twierdzenia dotycz¡ce rozmaito±ci generycznie kontaktowych przedstawione
w tej pracy s¡ jej oryginalnym wynikiem, cho¢ niektóre, jak na przykªad stwierdzenie 1.6,
s¡ natychmiastowym uogólnieniem uwag o zwykªych rozmaito±ciach kontaktowych.

Znalezienie przykªadów struktury generycznie kontaktowej okazaªo si¦ zaskakuj¡co trudne.
Naturalne wydaje si¦ pytanie o rozstrzygni¦cie, kiedy biwymierna mody�kacja rozmaito±ci
kontaktowej prowadzi do uzyskania rozmaito±ci generycznie kontaktowej. Warto znale¹¢ te»
osªabienie warunków dla struktury generycznie kontaktowej na urzutowieniu wi¡zki, by byªa
struktur¡ kontaktow¡. Nierozwi¡zany pozostaje tak»e problem lokalnej klasy�kacji rozmaito-
±ci generycznie kontaktowych, zwªaszcza w wy»szych wymiarach.
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Rozdziaª 1

De�nicja rozmaito±ci kontaktowej

i generycznie kontaktowej

1.1. De�nicje

Rozpatrzmy ci¡g dokªadny zespolonych wi¡zek wektorowych nad gªadk¡ zespolon¡ rozmaito-
±ci¡ algebraiczn¡ (lub holomor�czn¡) X wymiaru 2n+ 1:

0→ F → TX
θ−→ L→ 0,

gdzie TX jest wi¡zk¡ styczn¡, a F podwi¡zk¡ wi¡zki stycznej kowymiaru 1. Lokalnie istniej¡
wspóªrz¦dne y1, . . . , y2n+1 oraz wielomiany (lub funkcje holomor�czne) A1(y1, . . . , y2n+1), . . . ,
A2n+1(y1, . . . , y2n+1), takie »e z dokªadno±ci¡ do niejednoznacznej trywializacji liniowej wi¡zki
L, odwzorowanie θ jest 1-form¡ holomor�czn¡

θ =
2n+1∑
i=1

Aidyi,

F = {v ∈ TX :

2n+1∑
i=1

Aidyi(v) = 0},

dθ =
2n+1∑
i=1

dAi ∧ dyi.

Po zmianie trywializacji wi¡zki L, czyli wyborze g : L→ GL(1) ≈ C∗ otrzymujemy w nowych
wspóªrz¦dnych

θ =
2n+1∑
i=1

Bidyi = g ·
2n+1∑
i=1

Aidyi,

dθ =

2n+1∑
i=1

dBi ∧ dyi =

2n+1∑
i=1

d(g ·Ai) ∧ dyi = dg ·
2n+1∑
i=1

Ai ∧ dyi + g ·
2n+1∑
i=1

dAi ∧ dyi.

Na F zachodzi
∑
Aidyi = 0, czyli w nowych wspóªrz¦dnych

dθ = g ·
2n+1∑
i=1

dAi ∧ dyi.

Zatem dθ zadaje przeksztaªcenie wi¡zek dθ|F : Λ2F → L.
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De�nicja 1.1. Rozmaito±¢ X wraz z podwi¡zk¡ F wi¡zki stycznej kowymiaru 1 jest kontak-
towa, je±li dθ|F jest nigdzie niezdegenowan¡ form¡ dwuliniow¡ na wi¡zce F .

Osªabienie de�nicji rozmaito±ci kontaktowej prowadzi do poj¦cia badanego w niniejszej
pracy:

De�nicja 1.2. Rozmaito±¢ X wraz z podwi¡zk¡ F wi¡zki stycznej kowymiaru 1 jest gene-
rycznie kontaktowa, je±li dθ|F jest niezdegenowan¡ form¡ dwuliniow¡ na wi¡zce F obci¦tej do
pewnego otwartego zbioru g¦stego w X.

1.2. Podstawowe wªasno±ci

Lemat 1.3. Dla ci¡gu dokªadnego wi¡zek wektorowych 0→ U
ι−→ V

π−→W → 0 zachodzi

∧dimV V = ∧dimUU ⊗∧dimWW.

Dowód. Niech k = dimU , m = dimW . Niech ψ : ∧kU ⊗ ∧mW → ∧k+mV b¦dzie prze-
ksztaªceniem wi¡zek wektorowych, zadanym przez

ψ(u1 ∧ . . . ∧ uk ⊗ w1 ∧ . . . ∧ wm) = ι(u1) ∧ . . . ∧ ι(uk) ∧ v1 ∧ . . . ∧ vm,

gdzie vi ∈ V takie, »e π(vi) = wi dla i = 1, . . . ,m. Sprawd¹my, »e przeksztaªcenie ψ jest
dobrze okre±lone.

Niech i ∈ {1, . . . ,m} oraz vi, v′i ∈ V , takie »e π(vi) = π(v′i) = wi. Wtedy vi− v′i ∈ kerπ =
Im ι, czyli vi − v′i = ι(u) dla pewnego u ∈ U . Wówczas u1 ∧ . . . ∧ uk ∧ u ∈ ∧k+1U = 0,
czyli ι(u1) ∧ . . . ∧ ι(uk) ∧ (vi − v′i) = 0. Zatem warto±¢ funkcji ψ nie zale»y od wyboru
przeciwobrazu wi.

Przeksztaªcenie ψ na ka»dym wªóknie jest niezerowym przeksztaªceniem mi¦dzy 1-wymia-
rowymi przestrzeniami wektorowymi, czyli ψ jest izomor�zmem wi¡zek wektorowych ∧kU ⊗
∧mW oraz ∧k+mV .

Stwierdzenie 1.4. Niech x ∈ X. Wówczas forma dθ|F jest niezdegenerowan¡ form¡ dwuli-

niow¡ na wi¡zce F w punkcie x wtedy i tylko wtedy, gdy forma (dθ)∧n ∧ θ na wi¡zce TX jest

niezerowa w punkcie x.

Dowód. Lemat 1.3 pozwala uto»sami¢ ∧2n+1TX z ∧2nF ⊗ L. Dla dowolnych f1, . . . , f2n ∈
Fx = ker θx, l ∈ Lx, v ∈ θ−1(l) zachodzi(

(dθ)∧n∧θ
)
(f1∧ . . .∧f2n⊗ l) = (dθ)∧n(f1, . . . , f2n) ·θ(v)−(dθ)∧n(f1, . . . , f2n−1, v) ·θ(f2n)+

+ . . .+ (dθ)∧n(v, f2 . . . , f2n) · θ(f1) = (dθ)∧n(f1, . . . , f2n) · θ(v).

Poniewa» forma θ jest w dowolnym punkcie niezerowa, wi¦c w punkcie x forma (dθ)∧n ∧ θ
jest zerowa wtedy i tylko wtedy, gdy zerowa jest forma (dθ)∧n|F , czyli gdy forma dθ|F jest
zdegenerowana.

Stwierdzenie 1.4 pozwala na nast¦puj¡ce przeformuªowanie de�nicji rozmaito±ci kontakto-
wej oraz generycznie kontaktowej.

Uwaga 1.5. Niech KX oznacza dywizor kanoniczny rozmaito±ci X. Wówczas rozmaito±¢

X z podwi¡zk¡ F wi¡zki stycznej kowymiaru 1 jest kontaktowa, je±li (dθ)∧n ∧ θ jest nigdzie

nieznikaj¡cym przekrojem wi¡zki O(KX)⊗ L⊗(n+1) oraz genercznie kontaktowa, gdy przekrój

ten jest niezerowy na otwartym, g¦stym podzbiorze X.
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Miejsca zerowe tego przekroju wyznaczaj¡ dywizor na rozmaito±ci X. Dywizor ten jest
pusty wtedy i tylko wtedy, gdy rozmaito±¢ jest kontaktowa.

Stwierdzenie 1.6. Niech B oznacza dywizor zerowania si¦ przekroju (dθ)∧n ∧ θ struktury

generycznie kontaktowej 0 → F → TX → L → 0 na (2n + 1)-wymiarowej rozmaito±ci X.

Wówczas

O(−KX) = L⊗(n+1) ⊗O(−B).

Dowód. Na mocy lematu 1.3, ∧2n+1TX = ∧2nF ⊗L. Jednocze±nie (dθ|F )∧n : ∧2nF → L⊗n

zadaje izomor�zm ∧2nF = L⊗n ⊗O(−B). Zatem

O(−KX) = ∧2n+1TX = ∧2nF ⊗ L = L⊗(n+1) ⊗O(−B).

1.3. Przykªady

Lemat 1.7 (Ci¡g Eulera). Niech V bedzie przestrzeni¡ wektorow¡ wymiaru m + 1. Istnieje

krótki ci¡g dokªadny wi¡zek nad P(V ):

0→ O ι−→ O(1)m+1 π−→ TP(V )→ 0,

gdzie dla v ∈ V \ {0}, t ∈ O[v]

ι(t) = t · v ⊗ 〈v〉∗ ∈ V ⊗ 〈v〉∗ =
(
O(1)m+1

)
[v]
,

natomiast przeksztaªcenie π pochodzi od odwzorowania stycznego do przeksztaªcenia ilorazo-

wego V \ {0} → P(V ).

Dowód. [6], twierdzenie II.8.13.

Przykªad 1.8. Rozpatrzmy V = C2n+2, X = P(V ) = P2n+1 wraz z niezdegenerowan¡ form¡

ω ∈ Λ2V ∗. Niech v ∈ V \{0}, [v] ∈ X, wówczas na mocy lematu 1.7, T[v]P(V ) = V
/
〈v〉⊗〈v〉∗.

Wi¡zka F zde�niowana jako F[v] = 〈v〉⊥ω
/
〈v〉 ⊗〈v〉∗ ⊂ T[v]P(V ) zadaje ci¡g dokªadny wi¡zek

0→ F → TP(V )
θ−→ O(2)→ 0

wraz ze struktur¡ kontaktow¡ na P2n+1 ([2], stwierdzenie E.1).

Przykªad 1.9. Zgodnie z sugesti¡ w [3] (komentarz po stwierdzeniu 5.3), biwymierne mody�-
kacje P3 powinny tworzy¢ rzutow¡ rozmaito±¢ generycznie kontaktow¡. Rozpatrzmy rozdmu-
chanie X rozmaito±ci P3 w punkcie. Dokªadniej, niech ω = dx1∧dx2 +dx3∧dx4, rozpatrzmy
otoczenie a�niczne x4 6= 0 rozdmuchiwanego punktu [0 : 0 : 0 : 1], sparametryzowane jako
{[t1 : t2 : t3 : 1]}. Ustalaj¡c lokaln¡ trywializacj¦ wi¡zki L, mo»emy przyj¡¢

θ = t1dt2 − t2dt1 − dt3.

Przeci¡gaj¡c θ na fragment pokrycia rozdmuchania wzdªu» przeksztaªcenia

Φ(u1, u2, u3) = (u1, u1 · u2, u1 · u3),
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otrzymujemy
Φ∗θ = −u3du1 + u2

1du2 − u1du3.

Powy»sza forma nie jest epimor�zmem wi¡zek TX → Φ∗L na prostej u1 = u3 = 0, roz-
dmuchajmy wi¦c rozmaito±¢ wzdªu» tej krzywej i przeci¡gnijmy form¦ ponownie na fragment
pokrycia:

Ψ(t, u2, u3) = (t · u3, u2, u3),

Ψ∗Φ∗θ = −u2
3dt+ t2u2

3du2 − 2tu3du3.

Otrzymana forma zeruje si¦ na podzbiorze kowymiaru 1, po stenserowaniu Ψ∗Φ∗L przezO(E),
gdzie E to dywizor zerowy powy»szej formy, dostajemy

1

u3
Ψ∗Φ∗θ = −u3dt+ t2u3du2 − 2tdu3.

Zde�niujmy ci¡g form postaci

θn = −u3dwn + w2
nu

n−1
3 du2 − nwndu3.

W szczególno±ci, θ2 = 1
u3

Ψ∗Φ∗θ. Forma θn nie jest epimor�zmem na prostej wn = u3 = 0.
Przeci¡gnijmy j¡ wzdªu» rozdmuchania tej krzywej:

Ψ(wn+1, u2, u3) = (wn+1 · u3, u2, u3),

Ψ∗θn = −u2
3dwn+1 + w2

n+1u
n+1
3 du2 − (n+ 1)wn+1u3du3.

Po stensorowaniu wi¡zki liniowej Ψ∗Ln przez O(En), gdzie En to dywizor zerowy formy Ψ∗θn,
otrzymujemy form¦ θn+1. Zatem rozdmuchiwanie rozmaito±ci kontaktowej w punkcie nie pro-
wadzi w oczywisty sposób do otrzymania rozmaito±ci generycznie kontaktowej. Tym niemniej,
powy»sze rozmaito±ci zawieraj¡ otwarte podzniory, które s¡ przykªadami niezwartych rozma-
ito±ci generycznie kontaktowych, zobacz przykªad 4.3.

Przykªad 1.10. Rozpatrzmy rozdmuchanie tej samej struktury kontaktowej z przykªadu 1.8
na rozmaito±ci P3, pochodz¡cej od formy antysymetrycznej ω = dx1 ∧ dx2 + dx3 ∧ dx4 na
przestrzeni liniowej V . Tym razem niech X b¦dzie rozdmuchaniem P(V ) wzdªu» podrozma-
ito±ci Y = {x1 = x2 = 0}. Sparametryzujmy otoczenie a�niczne x3 6= 0 punktu [0 : 0 : 1 : 0]
jako {[t1 : t2 : 1 : t4]}. Na nim, po odpowiednim ustaleniu lokalnej trywializacji wi¡zki L,
mo»emy przyj¡¢

θ = t1dt2 − t2dt1 + dt4.

Przeci¡gaj¡c form¦ θ na element U pokrycia a�nicznego rozmaito±ciX wzdªu» przeksztaªcenia

Φ(u1, u2, u4) = (u1, u1 · u2, u4),

otrzymujemy
Φ∗θ = u1d(u1u2)− u1u2du1 + du4 = u2

1du2 + du4,

dΦ∗θ = 2u1du1 ∧ du2,

dΦ∗θ ∧ Φ∗θ = 2u1du1 ∧ du2 ∧ du4.

Grupa symplektyczna Sp(V ) przeksztaªce« liniowych przestrzeni V , zachowuj¡cych form¦ an-
tysymetryczn¡ ω, dziaªa tak»e na rozmaito±ci P(V ), zachowuj¡c form¦ θ. Niech G ⊂ Sp(V )
oznacza podgrup¦ przeksztaªce« zachowuj¡cych podrozmaito±¢ Y . Grupa G dziaªa przechod-
nio na podrozmaito±ci Y , dziaªanie to podnosi si¦ na rozmaito±¢ X. Obraz otoczenia G · U
zawiera otoczenie przeciwobrazu punktu [0 : 0 : 1 : 0] ∈ Y . Zatem forma Φ∗θ jest generycznie
kontaktowa na rozmaito±ci X, dywizor zdegenerowania struktury generycznie kontaktowej to
dywizor wyj¡tkowy rozdmuchania.
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W przykªadzie 1.10 rozmaito±¢ kontaktow¡ rozdmuchali±my wzdªu» podrozmaito±ci Y ,
na której wi¡zka F po obci¦ciu do wi¡zki stycznej TY wyznacza struktur¦ kontaktow¡ na
rozmaito±ci Y . Przykªad ten sugeruje, »e rozdmuchanie rozmaito±ci kontaktowej wzdªu» pod-
rozmaito±ci kontaktowej przyjmuje struktur¦ generycznie kontaktow¡.
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Rozdziaª 2

Struktura rozmaito±ci generycznie

kontaktowej na przestrzeni rzutowej

W tym rozdziale chcemy sklasy�kowa¢ struktury generycznie kontaktowe dla X = P2n+1, to
znaczy rozmaito±¢, nad któr¡ szukamy wi¡zki F ⊂ TX, jest przestrzeni¡ rzutow¡. Okazuje
si¦ (twierdzenie 2.5), »e jedyna mo»liwo±¢ to standardowa struktura kontaktowa (przykªad
1.8).

Potrzebujemy klasycznego stwierdzenia, które mówi, »e je±li k wielomianów jednorodnych
ma jednopunktowy zbiór wspólnych zer, to stanowi¡ one ci¡g regularny (lemat 2.4). Przypo-
mnijmy niezb¦dne de�nicje z algebry przemiennej ([4], pocz¡tki rozdziaªów 17 i 18).

De�nicja 2.1. NiechM b¦dzie moduªem nad pier±cieniemR. Wówczas elementy x1, . . . , xn ∈
R stanowi¡ M -ci¡g regularny, je±li

1. (x1, . . . , xn)M 6= M

2. Dla i = 1, . . . , n, xi nie jest dzielnikiem zera w M
/

(x1, . . . , xi−1)M .

De�nicja 2.2. Gª¦boko±¢ ideaªu I pier±cienia R to dªugo±¢ (dowolnego) maksymalnego R-
ci¡gu regularnego o wyrazach z I.

De�nicja 2.3. Pier±cie« R jest pier±cieniem Cohena-Macaulaya, je±li ka»dy jego ideaª mak-
symalny ma gª¦boko±¢ równ¡ jego kowymiarowi.

Lemat 2.4. Je±li wielomiany jednorodne s1, . . . , sk ∈ R = C[x1, . . . , xk] maj¡ zbiór wspólnych

zer Z(s1, . . . , sk) = {(0, . . . , 0)}, to stanowi¡ Rk-ci¡g regularny.

Dowód. Niech M = Rk. Dla dowolnego ideaªu I pier±cienia R zachodzi M
/
I ·M =

(
R
/
I
)k
.

W szczególno±ci,

M
/

(s1, . . . , sk)M =
(
R
/

(s1, . . . , sk)
)k 6= 0,

czyli (s1, . . . , sk)M 6= M . Pozostaje udowodni¢, »e si nie jest dzielnikiem zera

w M
/

(s1, . . . , si−1)M =
(
R
/

(s1, . . . , si−1)
)k
. Wystarczy, »e si nie jest dzielnikiem zera

w R
/

(s1, . . . , si−1) .

W przestrzeni rzutowej rozmaito±¢ o dodatnim wymiarze przecina si¦ z dowoln¡ hiper-
powierzchni¡ niepusto, a ka»da skªadowa przeci¦cia ma wymiar mniejszy o co najwy»ej 1

([6], twierdzenie 7.2). St¡d ró»nica w wymiarze Krulla pier±cieni R
/

(s1, . . . , sj−1) oraz
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R
/

(s1, . . . , sj) wynosi co najwy»ej 1, ale dimR − dim
(
R
/

(s1, . . . , sk)
)

= k − 0 = k, czyli

wymiar przy ka»dym kolejnym dzieleniu spada oraz dim R
/

(s1, . . . , sj) = k − j.
Pier±cie«R = C[x1, . . . , xk] jest pier±cieniem Cohena-Macaulaya oraz codim(s1, . . . , si−1) =

i−1, wi¦c w rozkªadzie prymarnym ideaªu (s1, . . . , si−1) = Q1∩ . . .∩Ql ka»dy stowarzyszony
ideaª pierwszy

√
Qj jest minimalny oraz ma kowymiar i− 1 ([4], wniosek 18.14).

Gdyby si byªo dzielnikiem zera w R
/

(s1, . . . , si−1) , to istniaªoby r ∈ R, takie »e si, r /∈
(s1, . . . , si−1), ale si · r ∈ (s1, . . . , si−1). Poniewa» codim(s1, . . . , si) = i, wi¦c si nie nale»y do
»adnego z

√
Qj . Jednak wtedy dla ka»dego j, si /∈

√
Qj , si · r ∈ Qj , czyli r ∈ Qj . St¡d r ∈

Q1∩ . . .∩Ql = (s1, . . . , si), sprzeczno±¢. Zatem si nie jest dzielnikiem zera w R
/

(s1, . . . , sj) .

Twierdzenie 2.5. Na przestrzeni rzutowej ka»da struktura rozmaito±ci generycznie kontak-

towej jest kontaktowa.

Dowód. Ustalmy na P2n+1 nigdzie zerow¡ skr¦con¡ form¦ θ : TP2n+1 → L. Jednowymia-
rowa wi¡zka liniowa L nad przestrzeni¡ rzutow¡ jest izomor�czna z O(d+ 1) dla pewnego d.
Wówczas

θ ∈ Hom(TP2n+1, L) = Hom(TP2n+1,O(d+ 1)) = H0(ΩP2n+1(d+ 1)).

Zdualizowany i skr¦cony ci¡g Eulera (lemat 1.7)

0→ ΩP2n+1(d+ 1)
π∗
−→ O(d)2n+2 ι∗−→ O(d+ 1)→ 0

indukuje dªugi ci¡g dokªadny grup kohomologii:

0→ H0(ΩP2n+1(d+ 1))
H0(π∗)−−−−→ H0(O(d)2n+2)

H0(ι∗)−−−−→ H0(O(d+ 1))→ . . . ,

gdzie (
H0(ι∗)

)
(s0, . . . , s2n+1)[x0:...:x2n+1] = s0x0 + . . .+ s2n+1x2n+1,

a przeksztaªcenieH0(π∗) pochodzi od odwzorowania stycznego do przeksztaªcenia ilorazowego
C2n+2 \ {0} → P2n+1. Form¦ θ mo»emy wi¦c uto»sami¢ z form¡ na rozmaito±ci C2n+2 \ {0}
o postaci

(
H0(π∗)

)
(θ) =

∑2n+1
i=0 sidxi, gdzie s0, . . . , s2n+1 ∈ R = C[x0, . . . , x2n+1] to wie-

lomiany jednorodne stopnia d, speªniaj¡ce równo±¢
∑2n+1

i=0 sixi = 0. Skr¦cona forma θ jest
nigdzie zerowa, wi¦c zbiór wspólnych zer wielomianów s0, . . . , s2n+1 na pªaszczy¹nie a�nicznej
to Z(s0, . . . , s2n+1) = {0}.

Je±li d = 0, to forma
(
H0(π∗)

)
(θ) jest staªa. Przeksztaªcenie H0(π∗) pochodzi od prze-

ksztaªcenia rozmaito±ci, wi¦c jest przemienne z ró»niczkowaniem form. Z dªugiego ci¡gu
dokªadnego jest tak»e wªo»eniem. Zatem dθ = 0, co prowadzi do sprzeczno±ci z zaªo»eniem
o niezerowo±ci przekroju (dθ)∧n ∧ θ formy generycznie kontaktowej.

Je±li d = 1, to [s0, . . . , s2n+1] = [x0, . . . , x2n+1] ·M dla pewnej macierzy M ∈ Mat2n+1
2n+1(C).

Z warunku
∑2n+1

i=0 sixi = 0 wynika, »e macierz M jest antysymetryczna. Je±li macierz M jest
niezdegenerowana, to liniowa zmiana wspóªrz¦dnych sprowadzi M do standardowej macierzy
antysymetrycznej, czyli rozmaito±¢ ta jest kontaktowa. Je±li macierz M jest zdegenerowana,
to jej rz¡d jest parzysty, czyli kowymiaru co najmniej 2. Wówczas θ nie jest wsz¦dzie epimor-
�zmem, czyli θ nie wyznacza podwi¡zki F wi¡zki stycznej TP2n+1.
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Je±li d > 1, to na mocy lematu 2.4 wielomiany s0, . . . , s2n+1 stanowi¡ R
2n+2-ci¡g regularny.

Wówczas dla I = (s0, . . . , s2n+1) poni»szy ci¡g moduªów nad R jest minimaln¡ rezolwent¡
moduªu R

/
I ([4], twierdzenie 17.16):

. . .→ R[−2d]⊕(2n+2
2 ) π2−→ R[−d]⊕2n+2 π1−→ R→ R

/
I → 0,

gdzie e0, . . . , e2n+1 ∈ R[−d]⊕2n+2 generuj¡ wolny moduª R[−d]⊕2n+2 oraz π1(ei) = si. Wów-
czas

∑2n+1
i=0 xiei ∈ kerπ1 = Imπ2, jednak deg(

∑2n+1
i=0 xiei) = d + 1, a wszystkie elementy

moduªu R[−2d]⊕(2n+2
2 ) maj¡ stopie« co najmniej 2d, co prowadzi do sprzeczno±ci z zaªo»e-

niem d > 1.
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Rozdziaª 3

Struktura rozmaito±ci generycznie

kontaktowej na urzutowieniu wi¡zki

W tym rozdziale zajmiemy si¦ strukturami generycznie kontaktowymi na rozmaito±ci X b¦d¡-
cej urzutowieniem wi¡zki wektorowej E nad rozmaito±ci¡ Y . W przypadku strutury kontak-
towej, gdy dodatkowo Y jest zwart¡ rozmaito±ci¡ rzutow¡, wi¡zka E oraz iloraz L = TX/F
s¡ jednoznacznie wyznaczone (przykªad 3.1). W przypadku generycznym, stopie« wi¡zki ilo-
razowej L okazuje si¦ by¢ dodatni na wªóknach (stwierdzenie 3.2). Stwierdzenie 3.4 pokazuje,
»e dodatkowe zaªo»enie o styczno±ci wªókien do wi¡zki F pozwala na skonstruowanie prze-
ksztaªcenia z X do wi¡zki z przykªadu 3.1, stwierdzenie 3.3 podaje warunek wystarczaj¡cy
dla tego nowego zaªo»enia. Przy dalszych dodatkowych zaªo»eniach, przeksztaªcenie to jest
izomor�zmem (stwierdzenie 3.5).

Przykªad 3.1. Na urzutowieniu wi¡zki kostycznej rozmaito±ci Y istnieje nast¦puj¡ca struk-
tura kontaktowa: niech X = P(ΩY ) oraz niech π : X → Y to rzutowanie wi¡zki. Wówczas
dla dowolnego v ∈ ΩyY \ {0} zachodzi [v] ∈ P(ΩY ) oraz poni»szy ci¡g jest dokªadny:

0→ T[v]P(ΩyY )→ T[v]X
T[v]π−−−→ TyY → 0.

Okre±lmy teraz podwi¡zk¦ F wi¡zki TX:

F[v] = ker(v ◦ T[v]π).

Wtedy L[v] = T[v]X
/
F[v]

= TyY
/

ker v , czyli L
∗
[v] = C · v.

Tak okre±lona struktura jest kontaktowa. Co wi¦cej, je±li rozmaito±¢ X postaci urzutowie-
nia wi¡zki E nad zwart¡ rozmaito±ci¡ rzutow¡ Y jest wyposa»ona w struktur¦ kontaktow¡,
to E = ΩY oraz L ≈ OP(ΩY )(1) ([8], twierdzenie 2.12). Struktury te odpowiadaj¡ automor�-
zmom wi¡zki kostycznej ΩY ([8], twierdzenie 2.14).

W dalszym ci¡gu tego rozdziaªu przyjmijmy nast¦puj¡ce oznaczenia: niech E b¦dzie
(a+ 1)-wymiarow¡ wi¡zk¡ wektorow¡ nad b-wymiarow¡ rozmaito±ci¡ Y , gdzie b = (2n+1−a).
Niech X = P(E). Zaªó»my, »e (2n+1)-wymiarowa rozmaito±¢ X jest wyposa»ona w struktur¦
generycznie kontaktow¡

0→ F → TX
θ−→ L→ 0.

Stwierdzenie 3.2. Dla ka»dego wªókna zachodzi a+1 = (n+1) degL|Pa−degB|Pa . W szcze-

gólno±ci degL|Pa > 0.
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Dowód. Wybierzmy ogólne wªókno Pa ⊂ X oraz ogóln¡ lini¦ P1 ⊂ Pa we wªóknie. Wªo»enia
zadaj¡ krótkie ci¡gi dokªadne:

0→ TPa|P1 → TX|P1 → O2n+1−a
Pa |P1 → 0,

0→ OP1(2) ≈ TP1 → TPa|P1 → OP1(1)a−1 → 0.

Powy»sze dwa ci¡gi na mocy lematu 1.3 ±wiadcz¡ o to»samo±ci

∧2n+1TX|P1 = ∧a(TPa|P1)⊗OP1 = OP1(2)⊗OP1(1)⊗(a−1) ⊗OP1 = OP1(a+ 1).

Korzystaj¡c ze stwierdzenia 1.6, otrzymujemy

OP1(a+ 1) = ∧2n+1TX|P1 = L|⊗(n+1)
P1 ⊗O(−B)|P1 ,

gdzie B to dywizor zdegenerowania struktury generycznie kontaktowej. St¡d

a+ 1 = (n+ 1) degL|P1 − degB|P1 .

Poniewa» linia i wªókno s¡ ogólne, to B|P1 i B|Pa s¡ efektywne, czyli degB|P1 = degB|Pa ≥ 0.
Zatem degL|P1 = (degB|P1 + a+ 1)/(n+ 1) > 0, czyli degL|Pa > 0.

Stwierdzenie 3.3. Je±li a = n oraz dla ka»dego wªókna L|Pa = OPa(1), to wªókna X nad Y
s¡ styczne do F .

Dowód. Rozpatrzmy wªókno Pn ⊂ X. Zªo»enie TPn ↪→ TX|Pn � L|Pn = OPn(1) jest elemen-
tem Hom(TPn,OPn(1)) = Hom(OPn ,ΩPn(1)) = H0(ΩPn(1)).

Ci¡g Eulera (lemat 1.7) po zdualizowaniu i skr¦ceniu przyjmuje posta¢

0→ ΩPn(1)→ On+1
Pn → OPn(1)→ 0.

Ten krótki ci¡g dokªadny indukuje dªugi ci¡g dokªadny grup kohomologii:

0→ H0(ΩPn(1))→ H0(On+1
Pn )→ H0(OPn(1))→ . . . ,

gdzie elementy H0(On+1
Pn ), czyli przekroje (n+1)�wymiarowej wi¡zki trywialnej, odpowia-

daj¡ce (n+1)�elementowym ci¡gom funcji staªych (a0, a1, . . . , an), przechodz¡ na przekroje
wi¡zki OPn(1) postaci a0x0 +a1x1 +. . .+anxn, gdzie x0, x1, . . . , xn to wspóªrz¦dne jednorodne
na Pn. Zatem Hom(TPn,OPn(1)) = H0(ΩPn(1)) jako j¡dro izomor�zmu jest grup¡ trywialn¡,
czyli zªo»enie TPn ↪→ TX|Pn � L|Pn jest zerowe. St¡d wªo»enie TPn ↪→ TX|Pn faktoryzuje
si¦ przez TF |Pn ↪→ TX|Pn , czyli wªókna s¡ styczne do podwi¡zki F .

Stwierdzenie 3.4. Je±li wªókna X nad Y s¡ styczne do wi¡zki F , to istnieje naturalne

przeksztaªcenie X → P(ΩY ) struktur generycznie kontaktowych, zachowuj¡ce wªókna nad Y .

Dowód. Rzutowanie wi¡zki π : X � Y zadaje ci¡g dokªadny wi¡zek wektorowych nad roz-
maito±ci¡ X

0→ π∗ΩY → ΩX → ΩX/Y → 0,

a odwzorowanie ilorazowe TX � L zadaje wªo»enie L∗ ↪→ ΩX. Poniewa» wªókna X nad Y
s¡ styczne do F , to zªo»enie L∗ ↪→ ΩX � ΩX/Y jest zerowe, czyli wªo»enie to faktoryzuje si¦
przez ι : L∗ ↪→ π∗ΩY . Wªo»enie ι zadaje przeksztaªcenie rozmaito±ci Φ : X → P(ΩY ), które
zachowuje wªókna nad Y .
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Lokalnie wi¡zka E trywializuje si¦ nad dyskiem Db ⊂ Y , czyli rozmaito±¢ X jest lokalnie
postaci Db×Pa. St¡d przestrze« styczna w punkcie x = (y, z) ∈ X jest postaci TyD

b⊕TzPa.
Styczno±¢ wªókien do wi¡zki F oznacza, »e zªo»enie

TzPa ↪→ TxX
θ−→ Lx

jest zerowe. Zatem skr¦cona forma θ jest postaci θ(y, z) =
∑b

i=1 si(y, z)dyi. Przy tych
oznaczeniach, dla punktu x = (y, z) ∈ X zachodzi

Φ(y, z) =
(
y, [s1(y, z) : . . . : sb(y, z)]

)
∈ Y × P(ΩyY ).

Niech p : P(ΩY ) → Y oznacza rzutowanie wi¡zki, niech y ∈ Y , ϕ ∈ P(ΩyY ). Na rozma-
ito±ci P(ΩY ) forma kontaktowa z przykªadu 3.1 w punkcie (y, ϕ) ∈ P(ΩY ) jest postaci

ev(y,ϕ) : T(y,ϕ)P(ΩY ) = TyY ⊕ TϕP(ΩyY )
T(y,ϕ)p−−−−→ TyY

ϕ−→ O(1).

Aby przeksztaªcenie Φ zachowywaªo struktur¦ generycznie kontaktow¡, musi zachodzi¢
(ev ◦TΦ)|F = 0. Niech (u, v) ∈ TyY ⊕ TzPa = TxX. Wówczas je±li (u, v) ∈ Fx, czyli
u ∈ kerϕ, gdzie ϕ = [s1(y, z) : . . . : sb(y, z)], to(

ev(y,ϕ) ◦TxΦ
)
(u, v) =

(
ϕ ◦ T(y,ϕ)p ◦ TxΦ

)
(u, v) =

(
ϕ ◦ Tx(p ◦Φ)

)
(u, v) =

(
ϕ ◦ Txπ

)
(u, v) =

= ϕ(u) = 0.

Zatem tak okre±lone przeksztaªcenie Φ zachowuje struktur¦ generycznie kontaktow¡.

Stwierdzenie 3.5. Je±li degB|Pa = 0 (na przykªad, gdy dywizor B jest cofni¦ciem pewnego

dywizora z bazy Y), to struktura na X jest izomor�czna z opisan¡ w przykªadzie 3.1.

Dowód. Poniewa» degB|Pa = 0, to ze stwierdzenia 3.2 zachodzi równo±¢ a + 1 = (n +
1) degL|Pa . Jednocze±nie 1 ≤ a ≤ 2n, wi¦c a = n oraz degL|Pa = 1. St¡d na mocy stwierdze-
nia 3.3 wªókna X nad Y s¡ styczne do F , czyli stwierdzenie 3.4 pozwala na skonstruowanie
przeksztaªcenia X → P(ΩY ).

Niech y ∈ Y , Pa = π−1(y). Nad tym wªóknem

OPa(−1) = L∗|Pa ↪→ π∗ΩY |Pa = Pa × ΩyY.

Powy»sze wªo»enie jest elementem

Hom(O(−1),Oa+1) = Hom(O,O(1)a+1) = H0(O(1)n+1) = Matn+1
n+1(C).

Liniowa zmiana parametryzacji Pa oraz zmiana bazy O(1)n+1 zadaj¡ liniowe zamiany wspóª-
rz¦dnych w dziedzinie i przeciwdziedzinie tej macierzy. W odpowiednio dobranych bazach
przyjmuje ona posta¢ macierzy diagonalnej z jedynkami i zerami na przek¡tnej. Jednak to
przeksztaªcenie wi¡zek jest wªo»eniem, czyli wyznaczony przez nie przekrój nie zeruje si¦, wi¦c
macierz ta jest monomor�zmem. St¡d w tych wspóªrz¦dnych macierz jest identyczno±ci¡ oraz

L∗|Pa = {(x, v) : x = P(v)} ⊂ Pa × ΩyY.

Zatem przeksztaªcenie struktur generycznie kontaktowych X → P(ΩY ) jest izomor�zmem
mi¦dzy X a struktur¡ opisan¡ w przykªadzie 3.1.
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Przykªad 3.6. W wymiarze 3, czyli gdy n = 1, a mo»e przyj¡¢ warto±¢ 1 lub 2. Równo±¢
wymiarów ze stwierdzenia 3.2 przybiera wi¦c posta¢ degB|Pa + a+ 1 = 2 degL|Pa .

Przy ustalonej warto±ci degB|Pa , stopie« degL|Pa przyjmuje caªkowit¡ warto±¢ spo±ród
{(degB|Pa +2)/2, (degB|Pa +3)/2}. W szczególno±ci, dla degB|Pa = 0 zachodzi degL|Pa = 1.

Przy ustalonej warto±ci degL|Pa , degB|Pa przyjmuje jedn¡ z dwóch warto±ci {2 degL|Pa − 2,
2 degL|Pa − 3}. W szczególno±ci, dla degL|Pa = 1 jedna z tych warto±ci jest ujemna, a dla
wªókna ogólnego B|Pa jest efektywny. St¡d degB|Pa = 0.

Warunki degB|Pa = 0 oraz degL|Pa = 1 s¡ wi¦c równowa»ne oraz na mocy stwierdzenia
3.5 rozmaito±¢ X jest wtedy urzutowieniem wi¡zki z przykªadu 3.1.
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Rozdziaª 4

Lokalna posta¢ formy generycznie

kontaktowej na rozmaito±ci

3-wymiarowej

Znana jest lokalna posta¢ formy kontaktowej � twierdzenie Darboux mówi, »e lokalnie w pew-
nych wspóªrz¦dnych

θ = dx0 +

n∑
i=1

xidxn+i

([1], dodatek 4., podrozdziaª H � rozumowanie to jest poprawne tak»e w przypadku zespolo-
nym). Poni»ej opisuj¦ podobn¡ posta¢ formy generycznie kontaktowej w wymiarze 3.

Stwierdzenie 4.1. Na rozmaito±ci 3-wymiarowej lokalnie istniej¡ wspóªrz¦dne holomor�czne

x1, x2, x3 oraz wybór trywializacji wi¡zki L, w których forma generycznie kontaktowa θ ma

posta¢

θ = f(x1, x2, x3)dx1 + dx2.

Dowód. Niech x ∈ X, gdzie X jest 3-wymiarow¡ rozmaito±ci¡ generycznie kontaktow¡. Wy-
bierzmy w otoczeniu x nieznikaj¡cy przekrój wi¡zki F . Nast¦pnie wyprostujmy pole wek-
torowe, które ten przekrój wyznacza, to znaczy znajd¹my ukªad wspóªrz¦dnych, w których
przekrój ten to ∂/∂x3 ([7], twierdzenie 1.18), by¢ mo»e pomniejszaj¡c otoczenie x. Otrzymu-
jemy ukªad wspóªrz¦dnych x1, x2, x3 na otoczeniu x, speªniaj¡cy θ(∂/∂x3) = 0, czyli θ jest
postaci

θ(x1, x2, x3) = f̃(x1, x2, x3)dx1 + g(x1, x2, x3)dx2

dla pewnych funkcji f̃ , g. Bez straty ogólno±ci g(x) 6= 0, czyli w pewnym otoczeniu x funk-
cja g przyjmuje niezerowe warto±ci. Skaluj¡c lokaln¡ parametryzacj¦ L przez czynnik 1/g,
otrzymujemy posta¢

θ(x1, x2, x3) = f(x1, x2, x3)dx1 + dx2.

Rozpatrzmy teraz form¦ θ o postaci ze stwierdzenia 4.1. Wówczas

dθ∧ θ = (∂f/∂x2 ·dx2∧dx1 +∂f/∂x3 ·dx3∧dx1)∧ (fdx1 + dx2) = ∂f/∂x3 ·dx1∧dx2∧dx3.

Forma θ jest wi¦c kontaktowa, gdy funkcja ∂f/∂x3 nie zeruje si¦, a jest ona generycznie
kontaktowa, gdy funkcja ta jest niezerowa.
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Przykªad 4.2. Przeci¡gni¦cie formy kontaktowej wzdªu» rozdmuchania w przykªadzie 1.9
prowadziªo do otrzymania formy

θ = −u3du1 + u2
1du2 − u1du3.

Nie jest ona epimor�zmem wzdªu» krzywej u1 = u3 = 0, jednak

dθ ∧ θ = (2u1 · du1 ∧ du2) ∧ (−u3du1 + u2
1du2 − u1du3) = −2u2

1 · du1 ∧ du2 ∧ du3,

czyli θ jest zdegenerowana na wi¦kszym zbiorze u1 = 0. Rozpatrzmy t¦ form¦ w otoczeniu
punktu x = (0, 0, 1). Wybierzmy niezdegenerowany przekrój V wi¡zki ker θ

V = ∂/∂u2 + u1 · ∂/∂u3.

Zmiana wspóªrz¦dnych

(u1, u2, u3) = (v2, v3, v1 + v2v3)

prostuje pole V do pola ∂/∂v3, prowadz¡c do postaci formy

θ = −v2dv1 − (v1 + 2v2v3)dv2.

W nowych wspóªrz¦dnych punkt x przechodzi na punkt (1, 0, 0), czyli w pewnym otoczeniu
x funkcja −(v1 + 2v2v3) nie przyjmuje warto±ci zerowej. Po przeskalowaniu lokalnej parame-
tryzacji L przez czynnik −1/(v1 + 2v2v3) otrzymujemy posta¢

θ = v2/(v1 + 2v2v3)dv1 + dv2.

4.1. Lokalne niezmienniki

Otrzymana w stwierdzeniu 4.1 lokalna posta¢ formy nie jest jednoznaczna.

Przykªad 4.3. Niech θ = x2
3dx1 + dx2. Dla ustalonego parametru t ∈ [0, 1], zamiana zmien-

nych

(x1, x2, x3) =
(
y1 − 2y3, y2 − t2

12y
3
1 + t2

2 y
2
1y3 + t(1− t)y1y

2
3 + 2

3(1− t)2y3
3,

t
2y1 + (1− t)y3

)
przeprowadza form¦ θ na

θ =
(
ty1y3 + (1− t)y2

3

)
dy1 + dy2.

Nie wszystkie formy s¡ lokalnie równowa»ne, ±wiadcz¡ o tym niezmienniki zmiany wspóª-
rz¦dnych. Jednym z nich jest dywizor B zerowania si¦ przekroju (dθ)∧n ∧ θ, liczba jego skªa-
dowych i ich krotno±ci oraz typ osobliwo±ci. W dalszej cz¦±ci pracy opiszemy dokªadniejszy
niezmiennik.

Zaªó»my, »e dywizor B jest gªadki. Wówczas wi¡zki TB oraz F |B stanowi¡ dwie podwi¡zki
kowymiaru 1 wi¡zki stycznej TX|B. Ich przeci¦cie w ka»dym punkcie ma kowymiar 1 lub 2.
Niech

σ = {x ∈ B | TxB = Fx}.

Korzystaj¡c ze stwierdzenia 4.1, w wymiarze 2n + 1 = 3 nale»enie do dywizora B dege-
neracji struktury zadanej przez θ(x1, x2, x3) = f(x1, x2, x3)dx1 + dx2 odpowiada speªnianiu
równania ∂f/∂x3 = 0. Natomiast równo±¢ wi¡zek TB = F , czyli liniowa zale»no±¢ wektorów
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(∇∂f/∂x3)T i θ, wyra»a si¦ jako ukªad równa« ∂2f/∂x1∂x3−f ·∂2f/∂x2∂x3 = ∂2f/∂x2
3 = 0.

St¡d σ jest domkni¦tym zbiorem postaci

σ = {(x1, x2, x3) ∈ C3 | ∂f/∂x3 = 0, ∂2f/∂x2
3 = 0, ∂2f/∂x1∂x3 = f · ∂2f/∂x2∂x3}.

Gdy dywizor B nie jest gªadki, okre±lmy σ jako

σ = {x ∈ B0 | TxB = Fx},

gdzie B0 to punkty gªadkie skªadowych pierwszych dywizora B.

Przykªad 4.4. Niech B = {(x1, x2, x3) ∈ C3 | x2 = 0}. Poni»sze trzy ró»ne formy, których
dywizory degeneracji s¡ równe B, s¡ parami nieizomor�czne:

1. θ1 = x2x3dx1 + dx2, dla tej formy σ = B, czyli dywizor B jest styczny do podwi¡zki F .

2. θ2 = (x2x3 + 1)dx1 + dx2, tutaj σ = ∅, czyli TB ∩ F |B jest wi¡zk¡ 1-wymiarow¡.

3. θ3 = (x2x3 + x1)dx1 + dx2, wówczas σ = {(x1, x2, x3) ∈ C3 | x1 = x2 = 0}.

Mo»liwe s¡ równie» inne podzbiory, wzdªu» których TB = F |B:

4. θ = (x3
3 + x2x3 + x1)dx1 + dx2, dla niej B = Z(3x2

3 + x2), σ = {(0, 0, 0)}.

5. θ = (x3
3 + x2

1x
2
2x3 + 1)dx1 + dx2, wtedy B = Z(3x2

3 + x2
1x

2
2), σ = {(x1, x2, x3) ∈ C3 |

x3 = x1x2 = 0}.

6. θ = (1
2x1x2x

2
3 + 1)dx1 + dx2, co daje B = Z(x1x2x3), σ = {(x1, x2, x3) ∈ C3 | x1x2 =

x1x3 = x2x3 = 0}.

Przykªad 4.5. Rozpatrywana w przykªadzie 4.2 forma θ = −u3du1 +u2
1du2−u1du3 speªnia

dθ∧θ = −2u2
1 ·du1∧du2∧du3. St¡d jej dywizor degeneracji w otoczeniu punktu x = (0, 0, 1)

to B = Z(u2
1) oraz

TB = ker du1 = ker(θ|B).

Zatem dla tej formy generycznie kontaktowej σ = B.

Przykªad 4.6. Forma z przykªadu 1.10 jest lokalnie postaci θ = x2
3dx1 + dx2. Tutaj

f(x1, x2, x3) = x2
3, czyli w ka»dym punkcie ∂2f/∂x2

3 = 1 6= 0. St¡d dla tej formy generycznie
kontaktowej σ = ∅.
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