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Zadanie 1 (Zrobione 26.02). Oblicz pochodne (w tych punktach, w ktorych
one istnieja) nastepujacych funkcji:

= x)f(l S arcsin(cos ), V3,

z”, \/x+ \/ 22 + V 3z, "z

(n jest stala liczba naturalna).

Zadanie 2 (Zrobione 26.02). ZnajdZ rownanie stycznej do wykresu funkeji f
w punkcie P, lub wykaz, ze w tym punkcie wykres funkcji f nie ma stycznej,
jesli

(i) f=cos?x —2sinz, P = (m,1),
(i) f = arctg(2z), P = (0,0),
(iii) f=¥er =1, P = (0,0).

Zadanie 3 (Zrobione 26.02). Wylicz maksimum objetosci bryt powstatych
w wyniku obrotu tréjkata prostokatnego o obwodzie 1 wokél przeciwprosto-
katnej.

Zadanie 4 (Zrobione 01.03). Znajdz najwieksza i najmniejsza wartosé¢ funk-
cji f, gdzie:

(i) f(z)=|2*+2z—3[+ 3z dlaze[},2],
(i) f(z) =2exInzx dla z € (0,2].

(iii) f(z) =eV=lHldlaz e [1,2].



Zadanie 5 (Zrobione 26.02). Podaj przyktad funkcji rozniczkowalnej i Scisle
rosnacej f: R — R, ktorej pochodna znika dla wszystkich liczb catkowitych,
czyli f'(n) =0 dla n € Z, lub udowodnij, ze taka funkcja nie istnieje.

Zadanie 6 (Zrobione 8.03). Podaj przyklad funkeji f, takiej, ze f’ istnieje na
przedziale (a,b), oraz pochodna nie jest ciagta w g € (a,b), lub udowodnij,
ze taka funkcja nie istnieje.

Zadanie 7 (Zrobione 01.03). Zalozmy, ze f: R — R jest rozniczkowalna,
xo € R jest punktem takim, ze f'(zq) = 0.

(i) Niech h(z) = f(z)g(z), gdzie g jest rozniczkowalna na R oraz f(x)g’ (xo) #
0. Pokaz, ze prosta styczna do krzywej y = h(z) w punkcie (zg, h(xg))
oraz prosta styczna do krzywej y = g(x) w punkcie (zg, g(xo)) przeci-
naja sie na osi r-6w.

(i) Zaltozmy, ze f(zo) # 01iniech h(z) = f(x)(x—z1) dla pewnego z; € R.
Pokaz, ze prosta styczna do krzywej y = h(x) w punkcie (zq, h(xg))
przecina sie z osig x-6w w punkcie (z1,0).

(iii) Zalozmy, ze f(xg) # 0 i niech h(z) = f(x)(x — z1)* dla pewnego
x1 € R\ {zo}. Pokaz, ze prosta styczna do krzywej y = h(x) w punkcie
(xo, h(xo)) przecina sie z osia z-6w w $rodku odcinka (x¢,0), (z1,0).

(iv) Niech h(x) = (ax?® + bx + ¢)(z — 1), gdzie a # 0, b> — 4ac # 0. Niech
Ty = —%. Pokaz, ze prosta styczna do krzywej y = h(z) w punkcie
(xo, h(x0)) przecina sie z osia z-6w w punkcie (x1,0).

Zadanie 8 (Zrobione 08.03). Przez C([a,b]) oznaczamy zbior funkcji cia-
glych [a,b] — R.

Niech f,g € C([a,b]) beda funkcjami rozniczkowalnymi w przedziale
otwartym (a,b) i niech f(a) = f(b) = 0. Udowodnij, ze w przedziale (a,b)
istnieje co najmniej jeden pierwiastek rownania ¢'(x)f(z) + f'(z) =0

Zadanie 9 (Zrobione 01.03). Niech aq,as,...,a, beda liczbami rzeczywi-
stymi réznymi od zera, i niech aq,as, ..., a, beda ré6znymi liczbami rzeczy-
wistymi. Udowodnij, ze réwnanie

ax + ax? + -+ apx®™ =0
moze mieé co najwyzej n — 1 pierwiastkow w (0, 00).

Zadanie 10 (Zrobione 01.03, 04.03). Ile roznych pierwiastkow rzeczywistych
maja rownania (w zaleznosci od parametru a € R):

a) 3z* —42® — 62 + 122 —20 =0, b)e” =az®, c)2° —5r =a.



Zadanie 11 (Zrobione 08.03-11.03). Oblicz granice:

: T : 1000 - : T
a) ;Lr%(Q zr)tgz, b) zh—golom (1,001)7*, «¢) ili%x :

Zadanie 12 (Zrobione 08.03-11.03). Mowimy, ze funkcja gtadka f: (a,b) —
R ma co najmniej n zer wliczajac krotnosci, jesli istnieja parami rozne punkty
T1,%9,...,T,, takie, ze

gdzie ny +ng + --- +n, = n. Udowodnij, ze jesli f ma co najmniej n zer
wliczajac krotnosci, to f’ ma co najmniej n — 1 zer wliczajac krotnosci.

Zadanie 13 (Zrobione 08.03-11.03). Niech g € C*°(R) i niech f: (a,b) —
R bedzie funkcja rozniczkowalna na (a,b). Zalozmy ponadto, ze f'(x) =
g(f(z)), = € (a,b). Pokaz, ze f € C*(a,b)

Zadanie 14 (Zrobione 08.03-11.03). Zalozmy, ze «, 3,7 sa dowolnymi sta-
lymi rzeczywistymi takimi, ze a i 8 nie zerujg sie jednoczes$nie. Pokaz, ze
jesli f: (a,b) — R ma druga pochodna f” na (a,b) oraz spetnia warunek:

af’(x)+ Bf (x) +vf(x) =0, =z € (ab),
to f € C*(R).

Zadanie 15 (Zrobione 15.03). (trudniejsze) P = apt" + ay, 1t" ' + -+ +
a1t + ap jest wielomianem, ktérego wszystkie pierwiastki maja ujemne czesci
rzeczywiste. Pokaz, ze jesli f jest taka funkcja, ze

lim P (di> F@) =0,

T—00 x

to lim, o f(2) = 0. Powyzej oznaczamy:

d
P (@) F(@) = anf™() + any fO V(@) + -+ arf' () + aof ().
Zadanie 16 (Zrobione 11.03-22.03). Znajdz f™(z) dlan =1,2,3, ..., jedli:
a) f(z) = j - D) f(2) =In(@® — 52+ 6), ) f(z) =sinzcosa.
xr

(Punkt ¢ zrobiony 11.03, punkty a i b pisemnie na 22.03)

Zadanie 17 (Zrobione 04.03). Wykaz, ze jesli f919)(z) = 0 dla kazdej liczby
x € R, to funkcja f jest wielomianem stopnia mniejszego od 2016.



Zadanie 18. Naszkicuj wykres funkcji f. W tym celu znajdz przedzialy mo-
notonicznosci oraz wypuktosci lub wklestosci funkcji f; jej lokalne ekstrema i
punkty przegiecia, asymptoty pionowe, poziome oraz ukosne, granice funkcji
f w koricach przedzialow sktadajacych sie na jej dziedzine; wyjasnij, w jakich
punktach funkcja ma pochodng skoticzona, w jakich nieskoriczona, a w jakich
w ogole jej nie ma; znajdZz granice pochodnej w koricach przedzialow skta-
dajacych sie na jej dziedzine. Wykres funkcji powinien uwzglednia¢ wyniki
obliczen! Zaktadamy, ze dziedziny funkcji sa tak dobrane, ze operacje defi-
niujgce funkcje sa wykonalne oraz ze dziedziny sg maksymalnymi zbiorami o
tej wlasnosci. Pierwiastki stopnia nieparzystego sa okreslone dla wszystkich
liczb rzeczywistych x.

a) f(r) = 22" —82° + 922, b) f(x) = ¢ :z:x—jl’ ¢) f(z) = sinx sin 3z.

(Punkt a zrobiony 15.03, punkt b pisemnie na 22.08)

Zadanie 19. Rozwin funkcje f w szereg potegowy o srodku w punkcie p:

a) f=sin?z,p=0, b) f=e"p=1, c) f(x)Zﬁ,pZO

d) f=sinz,p=m, e)f=uxsinz,p=0.
(Punkt ¢ zrobiony 15.03)
Zadanie 20. Niech F(z) = &——; L. Niech M = —L 422 (()). Wykaz,

) . ) 1—-z 1.—302 1—'ac5 o 1000! da;1000
ze M jest liczba sposobdw, na jakie mozna rozmieni¢ 1000 ztotych na monety

1, 21 5 zlotowe.

Zadanie 21 (Zrobione 15.03). Niech f bedzie taka funkcja okreslona w pew-
nym otoczeniu 0, ze f(z) = 1 + kz + o(z) dla pewnego k € R. Udowodnij,
ze

lim f(z)Y/* = e*.

z—0
Zadanie 22. Niech f: R — R bedzie dwukrotnie rézniczkowalna. Dla ¢ =
0,1,2 niech M; = sup,g |f?(x)| (powszechnie przyjeta konwencja jest taka,
ze fO = f). Przypusémy, ze My, M1, M, < oo. Udowodnij, ze M? <
92 My M.

Zadanie 23 (Zrobione 22.03 (domowe)). Niech A bedzie macierza n x n.
Niech F'(t) = det(I + tA), gdzie I jest macierza jednostkowa. Wykaz, ze
F'(0) = Tr A.



Zadanie 24 (Zrobione 22.03 (domowe)). Dla z gory ustalonego N > 0 skon-
struuj dwie funkcje wypukte z R do R, ktorych wykresy maja doktadnie N
punktéw wspolnych.

Zadanie 25. Zalozmy, ze f jest funkcja rozniczkowalna tyle razy ile nam
potrzeba. Pokaz, ze:

lim — f(I + 3h) — 3f(l’ + 2};) + 3f(l’ + h) — f(l’) _ f”/(ﬂi).

h—0

(trudniejsza cze$¢ zadania) Zatozmy, ze f”(x) istnieje. Jakie sa inne mi-
nimalne zalozenia o rozniczkowalnosci f, tak zeby powyzsza rownosé zacho-
dzita? Podaj odpowiednie kontrprzyktady, jesli jakas cze$¢ tych minimalnych
zalozen nie jest spetniona.

Zadanie 26. Pokaz, ze

1 1 1 1 1
1—|—§x—§m2<\/1+m<1+§x—§x2+1—6x3 dla z > 0.

Zadanie 27. Zbadaj rozniczkowalnosé funkcji:

flz) = {ﬁ— = dlaz #0,

% dla z = 0.

Zadanie 28 (Zrobione 12.04). Pokaz, ze jesli f: R — R jest funkcja wy-
pukly i ograniczong z gory, to f jest funkcja stalyg. Czy funkcja wypukla i
ograniczona na przedziale nieskoriczonym (a, 00) lub (—o0, a) musi by¢ stata?

Zadanie 29 (Zrobione 22.03). Udowodnij, ze:

zlnzx 1
2_1<§dlax>0,:c;zé1,

a) 1nx<£dlax7ée, b)
e

X
¢) (x+y)*<z*+y*dlad<a<l,z>0,y>0.

Zadanie 30 (Zrobione 12.04). Znajdz ekstrema funkcji

2 n

) f(:c):<1+a:—i—%+~'+%

wl=
W

)w, b) f(z) = 23 (1 — 2)5.

Zadanie 31 (Zrobione 12.04). Znajdz maksimum funkcji

f(z) =sin®" x - cos™ x



Zadanie 32 (Zrobione 05.04). Znajd7 najwieksza wartos¢ funkcji

b 1
Sl 141 -

f(x)

Zadanie 33 (Zrobione 05.04). (trudniejsze) Znajdz sup {2_“3 +25 x> 0}

Zadanie 34 (Zrobione 05-12.04). Zalozmy, ze funkcje f, g sa jednostajnie
ciagle na (a,b) lub na [a,00). Czy wynika stad ciagto$¢ jednostajna funkeji
f+g, fg, x— f(x)sinz na (a,b) lub na [a, c0)?

Zadanie 35 (Zrobione 22.03). Udowodnij, ze funkcja okresowa i ciagta na
R jest jednostajnie ciagta.

Zadanie 36. Ktore z funkcji xsin%, e_%, Inx, ctgx, e, e%, cosw - cos T sa
jednostajnie ciagle na przedziale (0,1)?

Zadanie 37. Ktore z funkcji /z, sin®z, e®, sin(sinz), sin(v/z), e sy
jednostajnie ciagte na przedziale [0,00)? (druga i czwarta zrobione 22.03)

Zadanie 38. Niech f: [0,00) — R bedzie funkcja jednostajnie ciagta. Pokaz,
ze istnieje takie M > 0, ze dla wszystkich x > 0 prawdziwa jest nieréwnosé

sup {|f(z +u) — f(u)|} < M(z +1).

u>0

Zadanie 39. Zbadaj zbieznos¢ jednostajng na przedziale [0, 1] nastepujacych
ciaggow funkcyjnych:

L e e L L By sy
) fule) = a"(1 — ), Dfula) = na"(1— ),
) () = nla(1 — )", (o) = 1

(punkt c zrobiony 22.03)

Zadanie 40 (Zrobione 05.04). Niech f: (0,00) — R bedzie funkcja réznicz-
kowalna, taka, ze lim, . f'(x) = co. Czy f moze by¢ jednostajnie ciagla na
(0,00)? (Albo podaj przyktad takiego jednostajnie ciagtego f, albo udowod-
nij, ze nie istnieje takie jednostajnie ciagte f.)



