
AM 1.2, zadania na ¢wiczenia

Jarosªaw Buczy«ski

12 kwietnia 2016

Zadanie 1 (Zrobione 26.02). Oblicz pochodne (w tych punktach, w których
one istniej¡) nast¦puj¡cych funkcji:

x

(1− x)2(1 + x)3
, arcsin(cosx), x

√
3,

xx,

√
x+

√
2x+

√
3x, xn−1|x|

(n jest staª¡ liczb¡ naturaln¡).

Zadanie 2 (Zrobione 26.02). Znajd¹ równanie stycznej do wykresu funkcji f
w punkcie P , lub wyka», »e w tym punkcie wykres funkcji f nie ma stycznej,
je±li

(i) f = cos2 x− 2 sinx, P = (π, 1),

(ii) f = arctg(2x), P = (0, 0),

(iii) f = 3
√
ex − 1, P = (0, 0).

Zadanie 3 (Zrobione 26.02). Wylicz maksimum obj¦to±ci bryª powstaªych
w wyniku obrotu trójk¡ta prostok¡tnego o obwodzie 1 wokóª przeciwprosto-
k¡tnej.

Zadanie 4 (Zrobione 01.03). Znajd¹ najwi¦ksz¡ i najmniejsz¡ warto±¢ funk-
cji f , gdzie:

(i) f(x) = |x2 + 2x− 3|+ 3
2
lnx dla x ∈ [1

2
, 2],

(ii) f(x) = 2ex lnx dla x ∈ (0, 2].

(iii) f(x) = e
√
x2|x+1| dla x ∈ [1

2
, 2].
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Zadanie 5 (Zrobione 26.02). Podaj przykªad funkcji ró»niczkowalnej i ±ci±le
rosn¡cej f : R→ R, której pochodna znika dla wszystkich liczb caªkowitych,
czyli f ′(n) = 0 dla n ∈ Z, lub udowodnij, »e taka funkcja nie istnieje.

Zadanie 6 (Zrobione 8.03). Podaj przykªad funkcji f , takiej, »e f ′ istnieje na
przedziale (a, b), oraz pochodna nie jest ci¡gªa w x0 ∈ (a, b), lub udowodnij,
»e taka funkcja nie istnieje.

Zadanie 7 (Zrobione 01.03). Zaªó»my, »e f : R → R jest ró»niczkowalna,
x0 ∈ R jest punktem takim, »e f ′(x0) = 0.

(i) Niech h(x) = f(x)g(x), gdzie g jest ró»niczkowalna na R oraz f(x0)g
′(x0) 6=

0. Poka», »e prosta styczna do krzywej y = h(x) w punkcie (x0, h(x0))
oraz prosta styczna do krzywej y = g(x) w punkcie (x0, g(x0)) przeci-
naj¡ si¦ na osi x-ów.

(ii) Zaªó»my, »e f(x0) 6= 0 i niech h(x) = f(x)(x−x1) dla pewnego x1 ∈ R.
Poka», »e prosta styczna do krzywej y = h(x) w punkcie (x0, h(x0))
przecina si¦ z osi¡ x-ów w punkcie (x1, 0).

(iii) Zaªó»my, »e f(x0) 6= 0 i niech h(x) = f(x)(x − x1)
2 dla pewnego

x1 ∈ R\{x0}. Poka», »e prosta styczna do krzywej y = h(x) w punkcie
(x0, h(x0)) przecina si¦ z osi¡ x-ów w ±rodku odcinka (x0, 0), (x1, 0).

(iv) Niech h(x) = (ax2 + bx + c)(x− x1), gdzie a 6= 0, b2 − 4ac 6= 0. Niech
x0 = − b

2a
. Poka», »e prosta styczna do krzywej y = h(x) w punkcie

(x0, h(x0)) przecina si¦ z osi¡ x-ów w punkcie (x1, 0).

Zadanie 8 (Zrobione 08.03). Przez C([a, b]) oznaczamy zbiór funkcji ci¡-
gªych [a, b]→ R.

Niech f, g ∈ C([a, b]) b¦d¡ funkcjami ró»niczkowalnymi w przedziale
otwartym (a, b) i niech f(a) = f(b) = 0. Udowodnij, »e w przedziale (a, b)
istnieje co najmniej jeden pierwiastek równania g′(x)f(x) + f ′(x) = 0.

Zadanie 9 (Zrobione 01.03). Niech a1, a2, . . . , an b¦d¡ liczbami rzeczywi-
stymi ró»nymi od zera, i niech α1, α2, . . . , αn b¦d¡ ró»nymi liczbami rzeczy-
wistymi. Udowodnij, »e równanie

a1x
α1 + a2x

α2 + · · ·+ anx
αn = 0

mo»e mie¢ co najwy»ej n− 1 pierwiastków w (0,∞).

Zadanie 10 (Zrobione 01.03, 04.03). Ile ró»nych pierwiastków rzeczywistych
maj¡ równania (w zale»no±ci od parametru a ∈ R):

a) 3x4 − 4x3 − 6x2 + 12x− 20 = 0, b) ex = ax2, c) x5 − 5x = a.
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Zadanie 11 (Zrobione 08.03-11.03). Oblicz granice:

a) lim
x→π

2

(π
2
− x) tg x, b) lim

x→∞
x1000(1, 001)−x, c) lim

x→0
xx.

Zadanie 12 (Zrobione 08.03-11.03). Mówimy, »e funkcja gªadka f : (a, b)→
Rma co najmniej n zer wliczaj¡c krotno±ci, je±li istniej¡ parami ró»ne punkty
x1, x2, . . . , xp, takie, »e

f (j)(xi) = 0 ∀0 ≤ j ≤ ni − 1, 1 ≤ i ≤ p,

gdzie n1 + n2 + · · · + np = n. Udowodnij, »e je±li f ma co najmniej n zer
wliczaj¡c krotno±ci, to f ′ ma co najmniej n− 1 zer wliczaj¡c krotno±ci.

Zadanie 13 (Zrobione 08.03-11.03). Niech g ∈ C∞(R) i niech f : (a, b) →
R b¦dzie funkcj¡ ró»niczkowaln¡ na (a, b). Zaªó»my ponadto, »e f ′(x) =
g(f(x)), x ∈ (a, b). Poka», »e f ∈ C∞(a, b)

Zadanie 14 (Zrobione 08.03-11.03). Zaªó»my, »e α, β, γ s¡ dowolnymi sta-
ªymi rzeczywistymi takimi, »e α i β nie zeruj¡ si¦ jednocze±nie. Poka», »e
je±li f : (a, b)→ R ma drug¡ pochodn¡ f ′′ na (a, b) oraz speªnia warunek:

αf ′′(x) + βf ′(x) + γf(x) = 0, x ∈ (a, b),

to f ∈ C∞(R).

Zadanie 15 (Zrobione 15.03). (trudniejsze) P = ant
n + an−1t

n−1 + · · · +
a1t+ a0 jest wielomianem, którego wszystkie pierwiastki maj¡ ujemne cz¦±ci
rzeczywiste. Poka», »e je±li f jest tak¡ funkcj¡, »e

lim
x→∞

P

(
d

dx

)
f(x) = 0,

to limx→∞ f(x) = 0. Powy»ej oznaczamy:

P

(
d

dx

)
f(x) = anf

(n)(x) + an−1f
(n−1)(x) + · · ·+ a1f

′(x) + a0f(x).

Zadanie 16 (Zrobione 11.03-22.03). Znajd¹ f (n)(x) dla n = 1, 2, 3, . . . , je±li:

a) f(x) =
x

x+ 1
, b) f(x) = ln(x2 − 5x+ 6), c) f(x) = sinx cosx.

(Punkt c zrobiony 11.03, punkty a i b pisemnie na 22.03)

Zadanie 17 (Zrobione 04.03). Wyka», »e je±li f (2016)(x) = 0 dla ka»dej liczby
x ∈ R, to funkcja f jest wielomianem stopnia mniejszego od 2016.
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Zadanie 18. Naszkicuj wykres funkcji f . W tym celu znajd¹ przedziaªy mo-
notoniczno±ci oraz wypukªo±ci lub wkl¦sªo±ci funkcji f ; jej lokalne ekstrema i
punkty przegi¦cia, asymptoty pionowe, poziome oraz uko±ne, granice funkcji
f w ko«cach przedziaªów skªadaj¡cych si¦ na jej dziedzin¦; wyja±nij, w jakich
punktach funkcja ma pochodn¡ sko«czon¡, w jakich niesko«czon¡, a w jakich
w ogóle jej nie ma; znajd¹ granice pochodnej w ko«cach przedziaªów skªa-
daj¡cych si¦ na jej dziedzin¦. Wykres funkcji powinien uwzgl¦dnia¢ wyniki
oblicze«! Zakªadamy, »e dziedziny funkcji s¡ tak dobrane, »e operacje de�-
niuj¡ce funkcj¦ s¡ wykonalne oraz »e dziedziny s¡ maksymalnymi zbiorami o
tej wªasno±ci. Pierwiastki stopnia nieparzystego s¡ okre±lone dla wszystkich
liczb rzeczywistych x.

a) f(x) = 2x4 − 8x3 + 9x2, b) f(x) =
3

√
x2

x+ 1
, c) f(x) = sin x sin 3x.

(Punkt a zrobiony 15.03, punkt b pisemnie na 22.03)

Zadanie 19. Rozwi« funkcj¦ f w szereg pot¦gowy o ±rodku w punkcie p:

a) f = sin2 x, p = 0, b) f = ex, p = 1, c) f(x) =
1

(1− x)3
, p = 0

d) f = sinx, p = π, e) f = x sinx, p = 0.

(Punkt c zrobiony 15.03)

Zadanie 20. Niech F (x) = 1
1−x

1
1−x2

1
1−x5 . Niech M = 1

1000!
d1000F
dx1000

(0). Wyka»,
»eM jest liczb¡ sposobów, na jakie mo»na rozmieni¢ 1000 zªotych na monety
1, 2 i 5 zªotowe.

Zadanie 21 (Zrobione 15.03). Niech f b¦dzie tak¡ funkcj¡ okre±lon¡ w pew-
nym otoczeniu 0, »e f(x) = 1 + kx + o(x) dla pewnego k ∈ R. Udowodnij,
»e

lim
x→0

f(x)1/x = ek.

Zadanie 22. Niech f : R → R b¦dzie dwukrotnie ró»niczkowalna. Dla i =
0, 1, 2 niech Mi = supx∈R |f (i)(x)| (powszechnie przyj¦ta konwencja jest taka,
»e f (0) = f). Przypu±¢my, »e M0,M1,M2 < ∞. Udowodnij, »e M2

1 ≤
2M0M2.

Zadanie 23 (Zrobione 22.03 (domowe)). Niech A b¦dzie macierz¡ n × n.
Niech F (t) = det(I + tA), gdzie I jest macierz¡ jednostkow¡. Wyka», »e
F ′(0) = TrA.
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Zadanie 24 (Zrobione 22.03 (domowe)). Dla z góry ustalonego N ≥ 0 skon-
struuj dwie funkcje wypukªe z R do R, których wykresy maj¡ dokªadnie N
punktów wspólnych.

Zadanie 25. Zaªó»my, »e f jest funkcj¡ ró»niczkowaln¡ tyle razy ile nam
potrzeba. Poka», »e:

lim
h→0

=
f(x+ 3h)− 3f(x+ 2h) + 3f(x+ h)− f(x)

h3
= f ′′′(x).

(trudniejsza cz¦±¢ zadania) Zaªó»my, »e f ′′′(x) istnieje. Jakie s¡ inne mi-
nimalne zaªo»enia o ró»niczkowalno±ci f , tak »eby powy»sza równo±¢ zacho-
dziªa? Podaj odpowiednie kontrprzykªady, je±li jaka± cz¦±¢ tych minimalnych
zaªo»e« nie jest speªniona.

Zadanie 26. Poka», »e

1 +
1

2
x− 1

8
x2 <

√
1 + x < 1 +

1

2
x− 1

8
x2 +

1

16
x3 dla x > 0.

Zadanie 27. Zbadaj ró»niczkowalno±¢ funkcji:

f(x) =

{
1

x ln 2
− 1

2x−1 dla x 6= 0,
1
2

dla x = 0.

Zadanie 28 (Zrobione 12.04). Poka», »e je±li f : R → R jest funkcj¡ wy-
pukª¡ i ograniczon¡ z góry, to f jest funkcj¡ staª¡. Czy funkcja wypukªa i
ograniczona na przedziale niesko«czonym (a,∞) lub (−∞, a) musi by¢ staªa?

Zadanie 29 (Zrobione 22.03). Udowodnij, »e:

a) lnx <
x

e
dla x 6= e, b)

x lnx

x2 − 1
<

1

2
dla x > 0, x 6= 1,

c) (x+ y)α < xα + yα dla 0 < α < 1, x > 0, y > 0.

Zadanie 30 (Zrobione 12.04). Znajd¹ ekstrema funkcji

a) f(x) =

(
1 + x+

x2

2!
+ · · ·+ xn

n!

)
e−x, b) f(x) = x

1
3 (1− x)

2
3 .

Zadanie 31 (Zrobione 12.04). Znajd¹ maksimum funkcji

f(x) = sin2m x · cos2n x
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Zadanie 32 (Zrobione 05.04). Znajd¹ najwi¦ksz¡ warto±¢ funkcji

f(x) =
1

1 + |x|
+

1

1 + |1− x|

Zadanie 33 (Zrobione 05.04). (trudniejsze) Znajd¹ sup
{
2−x + 2−

1
x : x > 0

}
Zadanie 34 (Zrobione 05-12.04). Zaªó»my, »e funkcje f, g s¡ jednostajnie
ci¡gªe na (a, b) lub na [a,∞). Czy wynika st¡d ci¡gªo±¢ jednostajna funkcji
f + g, fg, x 7→ f(x) sinx na (a, b) lub na [a,∞)?

Zadanie 35 (Zrobione 22.03). Udowodnij, »e funkcja okresowa i ci¡gªa na
R jest jednostajnie ci¡gªa.

Zadanie 36. Które z funkcji x sin 1
x
, e−

1
x , lnx, ctg x, ex, e

1
x , cosx · cos π

x
s¡

jednostajnie ci¡gªe na przedziale (0, 1)?

Zadanie 37. Które z funkcji
√
x, sin2 x, ex, sin(sinx), sin(

√
x), esin(x

2) s¡
jednostajnie ci¡gªe na przedziale [0,∞)? (druga i czwarta zrobione 22.03)

Zadanie 38. Niech f : [0,∞)→ R b¦dzie funkcj¡ jednostajnie ci¡gª¡. Poka»,
»e istnieje takie M > 0, »e dla wszystkich x ≥ 0 prawdziwa jest nierówno±¢

sup
u>0
{|f(x+ u)− f(u)|} ≤M(x+ 1).

Zadanie 39. Zbadaj zbie»no±¢ jednostajn¡ na przedziale [0, 1] nast¦puj¡cych
ci¡gów funkcyjnych:

a)fn(x) =
1

1 + (nx− 1)2
, b)fn(x) =

x2

x2 + (nx− 1)2
,

c)fn(x) = xn(1− x), d)fn(x) = nxn(1− x),

e)fn(x) = n3xn(1− x)4, f)fn(x) =
1

1 + xn
.

(punkt c zrobiony 22.03)

Zadanie 40 (Zrobione 05.04). Niech f : (0,∞)→ R b¦dzie funkcj¡ ró»nicz-
kowaln¡, tak¡, »e limx→∞ f

′(x) =∞. Czy f mo»e by¢ jednostajnie ci¡gªa na
(0,∞)? (Albo podaj przykªad takiego jednostajnie ci¡gªego f , albo udowod-
nij, »e nie istnieje takie jednostajnie ci¡gªe f .)
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