Zadania z Analizy [*

Jarostaw Buczynski

22 stycznia 2016

Zadania wybrane na ¢wiczenia z Analizy I w grupie JSIM 2015/2016. Za-
dania (czasem z mala modyfikacja) pochodza miedzy innymi z nastepujacych
publikacji:

e zbior zadan Kaczor-Nowak,
e zbiér zadan Biler-Witkowski.

Zadanie 1. S C Z jest podzbiorem o dopelnieniu skoficzonym. Pokaz, ze
istnieja dwa nieskonczone zbiory X,Y C Z, takie ze

X+Y={z+ylzeXyeY}=9

oraz kazdy element s € S przedstawia sie na doktadnie jeden spos6b w postaci
x+vy, gdziex € X orazy €Y.

Zadanie 2. P(t) jest wielomianem, ktory dla argumentéw wymiernych przyj-
muje wartoSci wymierne, a dla argumentéw niewymiernych przyjmuje war-
tosci niewymierne. Pokaz, ze P(t) = at + b dla statych a,b € Q.

Zadanie 3. P(t) jest wielomianem, ktory dla argumentow rzeczywistych
przyjmuje wartosci rzeczywiste, a dla argumentéw nierzeczywistych przyj-
muje wartosci nierzeczywiste. Pokaz, ze P(t) = at + b dla statych a,b € R.

Zadanie 4. Udowodnij, ze dla dowolnego z € C istnieje granica lim,, (1 +
ag

Definiujemy e := limy, oo (1 + ).
Zadanie 5. Udowodnij, ze e*1 752 = ¢ . %2,

Zadanie 6. Policz e™.

Zadanie 7. Pokaz, ze odwzorowanie z — % jest inwersja plaszczyzny zespo-
lonej wzgledem okregu o promieniu 1 i $rodku w 0 € C.



Zadanie 8. Obliczy¢

1 1
1' . e
nlfol<>(1-2-:s+2-3-4LJr +n~(n+1)~(n+2)>

Zadanie 9. Pokazac, ze
n 2
. 1 s
lim - =—.
n—o00 7 6
i=1

Zadanie 10. Zaltézmy 0 < by < aq, oraz

an + by,
Ap41 = 9 ) bn+1 = anbn'

Wykazac, ze oba ciagi sa zbiezne do tej samej granicy.

Zadanie 11. Policz

lim ({/n—1)"

n—o0

a __

Zadanie 12. Pokaz, ze granice nastepujacych szeregow istnieja oraz, ze §

3

a=1-— L + 1.1 - 11 + - (znaki na przemian, utamki po kolei)
2 3 4 5 6 ’

b=1+ 1 — 1 + l 1 — 1 1 + i - 1 + -+ (dwie odwrotnosci nieparzystych
3 2 5 7 4 9 11 6 ’

minus jedna odwrotno$é¢ parzystej)

Zadanie 13. Wykaza¢, ze istnieja homografie z — Zjis, ktore przenoszg

ustalone trzy punkty na dowolne inne trzy punkty, np. 0,1,7. Pokazaé, ze
odwzorowanie odwrotne do homografii jest homografia.

(Tez: zlozenie homografii jest homografia.)

Zadanie 14. Pokaz, ze dla z € R:
Ly 1y 14

sma::x—ix —l—gx —ﬁx +
costz =1— le + ix‘l — =5+
2! 4] 6!

Znajdz podobny wzor na log(1+ x) dla |z| < 1, tzn, ciag liczb rzeczywistych
a, taki, ze
log(1 + ) = ag + a1z + aza® + - --



Zadanie 15. Dla jakich wartoéci liczby rzeczywistej o > 0 szereg postaci
= 1
P
n=1

jest zbiezny?

Zadanie 16. Pokaz, ze

=1
Z (n!)2

n=1
jest liczbg niewymierng.
Zadanie 17. Oblicz
o0 2
; m+1D(n+2)(n+3)(n+4)
Zadanie 18. Niech p € N oraz ay,as, ..., a, beda dowolnie ustalonymi licz-

bami rzeczywistymi dodatnimi. Obliczy¢

n—oo

lim <</<n+a1)(n+a2)---(n+ap) —n) .

Zadanie 19. Udowodnij, ze e**2 = (e*)?, dla wszystkich mozliwych war-
tosci (e*1)*2.

Zadanie 20. Znajdz ciag liczb rzeczywistych a, taki, ze dla |z| < 1
log(1 + ) = ag + a1z + agz® + - - -

Zadanie 21. Niech S? bedzie sferg Riemanna, czyli S? = Uy U U, gdzie
Uy ~ C, Uy, ~ Coraz UyNUs ~ C\{0} i z € Uy\{0} odpowiada 1 € U, \{0}.
Punkty ze zbioru Uy odpowiadajace liczbie z € C oznaczamy po prostu przez
z. Punkty ze zbioru U, odpowiadajace liczbie w € C oznaczamy %U, jesli
w # 0 oraz oo, jesli w = 0.

(i) Pokazac, ze funkcja wymierna z — f(2) = ;252519 definiuje odwzo-

rowanie ciagte S? — S2. Co to jest f(o00), f~1(00)?
(i) Dla jakich n,m,a;,b; funkcja wymierna f jest odwracalna?

(iii) Pokazaé, ze nie mozna rozszerzy¢ odwzorowania exp: C — C, exp(z) =
e do cigglego odwzorowania S? — S2.



Zadanie 22. Policzy¢ wszystkie wartodci ¢, gdzie i = v/—1 € C, natomiast
dla z,y € C, definiujemy 2¥ = e¥1°8% = {e¥* € C | €* = z}.

Zadanie 23. (i) Niech f: R — R bedzie funkcja ciagla taka, ze f(x+y) =
f(z)f(y). Pokazac, ze istnieje a € R takie, ze f(z) = a”, dla wszystkich
x € R. (Wystarczy zakladac, ze f jest ciagta w 0.)

(ii) Niech f: C — C bedzie funkcja ciagta taka, ze f(z +w) = f(z)f(w).
Czy f(z) = e*?

(iii) Jesli w poprzednim punkcie odpowiedz jest twierdzaca, to przedysku-
tuj, ktore zalozenia sa nie potrzebne, a ktére mozna ostabi¢. Jesli w

poprzednim punkcie odpowied? jest negatywna, to przedyskutuj, przy
jakich dodatkowych zalozeniach mozna pokazaé, ze f(z) = €.

Zadanie 24. Udowodnij, ze dla dowolnej liczby a € R rownanie

ezza+z

a—z
Nie ma rozwiazan w zbiorze {z € C | Rez > 0,Im z > 0}.

Zadanie 25. Niech p, oznacza n-ta liczbe pierwsza. Zbadac¢ zbieznosé sze-

regu
oo

1

Pn

n=1

Zadanie 26. Pokaz, ze dla dowolnych liczb zespolonych zq, ..., z, istnieje
zbior B C {1,...,n}, taki, ze

S

keB

n
>t Z |2k |-
k=1

Zadanie 27. Udowodnij, ze istnieje kwadrat, w ktérym mozna umiesci¢ ciag
parami rozlacznych kwadratéow o bokach 1, %, %, i, e

Zadanie 28. Obliczy¢ granice:

D e T
. — +1
n—o0 Zkzzk_n

Zadanie 29. Jakie warunki musza spelniaé¢ ciagi a,, i b,, aby istnialy stalte
Ai B, AB # 0 takie, ze ciag Aa, + Bb, jest zbiezny?



Zadanie 30. Wyznaczy¢ granice (o ile istnieja) ciagéw zadanych wzorami:

1

bn+1:/ min(z, a,)dz,
o

an+1:/ max(z, b, )dz
0

w zalezno$ci od ay, by € R.

Zadanie 31. Niech a, bedzie ciggiem, ktorego wyrazy spelniaja nastepujace
warunki:
0<a,<1dlaneN oraz a; # 0.

Niech ponadto
S, =a;+ -+ an, T,=8+---+S,.

Zbadaé¢ zbieznos¢ szeregu

i n

Ta

n=1""
w zalezno$ci od parametru o > 0.
Zadanie 32. Pokaz, ze jeSli ag =11

an = a2 + apn) + apny,

to

an, 12

lim — =

Zadanie 33. Dla jakich wartosci a; ciag okreslony rekurencyjnie:
Uny1 = a2 — 2
jest zbiezny?

. : w - . oo

Zadanie 34. Czy z warunku lim, o, * = 1 wynika, ze szeregi > 7 an,
o0 . s . e , P 7

> 2, b, sa jednoczesnie zbiezne, badz rozbiezne’

Zadanie 35. Dla z € C, |z| # 1, warto$ci a; obliczy¢:

1 sin >
lim — E s

n—oo 1, 1 1— ze—?m‘% ’



Zadanie 36. Obliczy¢:

lim (sup(\/n + 1sin" z - cos x))

n—oo z€R
Zadanie 37. Pokazac, ze

> 1

2 : -
L4357 (2n+1) 2

Zadanie 38. Ciag a,, okreslamy wzorem:

a =z, any1 = log
Pokazac, ze
1+ a1 + ayas + ajasas + - - - = e”.
Zadanie 39. WprowadZmy nastepujace oznaczenie:
oo
Y= {a = {a,} | szereg Z a, jest zbieZny} :
n=1

Skonstruuj ciag b ¢ ¥ taki, ze

a
f 1—-21=0
e
oraz ciag a € X taki, ze
a
f 1——=1=0
i

Zadanie 40. Oblicz

35202 (ﬁ—l)

Zadanie 41. Ciag u,, liczb dodatnich jest $cisle rosnacy, a szereg » - =
jest zbiezny. Oznaczmy przez f(x) liczbe par liczb naturalnych (4, j), dla
ktorych >7 . u, < x. Udowodnij, ze lim, . f(z)/z = 0.

Zadanie 42. Znajdz ciag liczb naturalnych n, taki, ze

=1 =1

E — < 00, ale E — = 0.
T Ny,

k=1 k=1 k



Zadanie 43. Zalozmy, ze 0 < oy < ap < -+ < a, < § oraz n > 1. Wykaz,

ze
SIn oy + sSinag + - -+ 4+ sin «,
tg oy < < tgay,
cosay + cosag + -+ - 4 cos ay,

Zadanie 44. Obliczy¢ wartosé iloczynu

()

Zadanie 45. Wykazaé, ze

n—oo

lim 1+2\/1+3\/l+...\/1+(n—1)\/1+n:3

Zadanie 46. a, jest ciagiem liczb rzeczywistych z przedziatu (0, 1). Pokazac,
ze szereg > - a, jest rozbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy

a1+ as(1 —ar) + az(1 —ar)(1 —ag) + -+~ = 1.

Zadanie 47. Niech A bedzie zbiorem wszystkich tych liczb naturalnych,
ktore w swoim zapisie dziesietnym nie maja cyfry 0. Wyznacz wszystkie a,
dla ktorych szereg Y, 4 - jest zbiezny.

Zadanie 48. Oblicz Y7, arctg 3.

Zadanie 49. Dla a € C okreslmy funkcje ¢,: C — C? wzorem ¢,(z) =
(€%, e**). Opisz domkniecie obrazu ¢, w zaleznosci od parametru a:

e dla a € mQ,
e dlaaen(R\Q),
e dlaaecC\R

Zadanie 50. Definiujemy f,: [0,1] — [0,1]*> C R? jako n-te przyblizenie
krzywej Peano: czyli w kazdym kroku, kazdy kwadrat dzielimy na dziewieé¢
mniejszych kwadratow i zastepujemy przekatna przez tamang biegnaca, ktora
jest suma przekatnych tych kwadratow (wedtug rysunku na tablicy na ¢wi-
czeniach). Pokaza¢, ze:

(i) dla kazdego x € [0,1] istnieje lim,, o fn(x) € [0,1]?,

(ii) funkcja f: [0,1] — [0, 1]? okreslona wzorem f(x) := lim,, o fn(x) (jest
to granica punktowa ciagu funkcji f,,) jest ciagta (vwaga na boku: gra-
nica punktowa ciggu funkcji ciggtych nie musi byé ciggtal),

7



(iii) funkcja f: [0,1] — [0,1]? jest “na”.
Zadanie 51 (nieréwnos¢ Schwarza). Pokaz, ze:

(i) Dla dowolnych liczb (rzeczywistych lub zespolonych) z;, y; zachodzi:

w1y + ot Tyl < (o ) ([l + o+ Lyal?).

(ii) Dla dowolnych ciggow liczb (rzeczywistych lub zespolonych) (z;), (v:),
takich, ze Y oo |@;|* < 001D oo, |ys]? < oo zachodzi:

o 2 o oo
inyz‘ < (Z |$z’2) <Z ’yi|2> '
i=1 i=1 i=1

(iii) Dla dowolnych funkcji f,g: : [a,b] — R, gdzie a,b € R, takich, ze calki
f: |f(2)]?dx oraz fab |g(z)|?dx istnieja i sa skoriczone mamy:

< ([ rras) ([Corar).

Zadanie 52 (nier6wno$¢ Holdera). Zalozmy, ze p, q € (1, 00) oraz %—i—é = 1.
Pokaz, ze:

/  f()g(a)de

(i) Dla dowolnych liczb (rzeczywistych lub zespolonych) z;, y; zachodzi:

Q=

1
21y + -t Tpyn] < (e ]” 4 ) e (] 4o 4 [yl e

(ii) Dla dowolnych ciagow liczb (rzeczywistych lub zespolonych) (z;), (v:),
takich, ze > o, [x;P < ool > 0, Jyi|? < oo zachodzi:

< (fj ) (fjw)

(iii) Dla dowolnych funkcji f,g: : [a,b] — R, gdzie a,b € R, takich, ze calki
f: |f(z)|Pdx oraz f: |g(2)]|9dx istnieja i sg skoriczone mamy:

([ !f(rc)\”dx); (f |g<x>|qu); |

[oe)
E TiYi
i=1

[ gty




Zadanie 53 (jednostajna granica ciagu funkcji ciagtych jest ciagta). Niech
A i B beda podzbiorami R lub C (ogdlniej, za A i/lub B mozna wzigé do-
wolny podzbior R™, C™ lub inng przestrzen, w ktdrej sensowne jest okreslenie
odlegtosci miedzy dwoma punktamsi). Mowimy, ze ciag funkcji f,: A — B
jest jednostajnie zbiezny do funkcji f: A — B, jesli

VeanVnsnVeea|fu(x) — f(2)] < e

W takiej sytuacji oznaczamy f, = f. Pokaz, ze jesli f, = f i funkcje f, sa
ciagte, to f jest ciagla.

Zadanie 54 (lokalnie jednostajna zbieznos¢). Niech A i B beda podzbiorami
R. Moéwimy, ze ciag funkcji f,: A — B jest lokalnie jednostagnie zbiezny do
funkcji f: A — B, jesli kazdy punkt x € A ma otoczenie otwarte U, =
(x — 0,2+ ) N A (dla pewnego 0 > 0), takie, ze f,|v, = fu,.

(i) (zadanie wytacznie domowe) Kontempluj przez co najmniej 10 minut
definicje lokalnie jednostajnej zbieznosci i jednostajnej zbieznosci. W
szczegolnosci:

e 7rozum, ze jednostajna zbieznos¢ implikuje lokalnie jednostajna
zbieznosc¢.

e Zrozum, ze A, B w definicji jednostajnej zbieznosci moze byc do-
wolnym zbiorem, na ktérym mamy sensowne pojecie odlegtosci
dwoch punktéow (tzw przestrzenia metryczna). Jesli nie chcesz
wnikaé¢ w przestrzenie metryczne, to rozwazaj wytacznie podzbiory
R™ i C™ (nizej tez).

e Zrozum, ze B w definicji lokalnie jednostajnej zbieznosci moze byc
dowolna przestrzenig metryczna.

e Zmodyfikuj definicje lokalnie jednostajnej zbieznosci, aby A mogto
by¢ dowolng przestrzenia metryczna.

(ii) Pokaz, ze granica lokalnie jednostajna funkcji ciagtych jest ciagla.

(iii) Udowodnij, ze jesli A C R jest podzbiorem domkni¢tym, ograniczo-
nym (ogdlniej: zwartym), to lokalnie jednostajna zbieznosé implikuje
jednostajna zbieznosc.

(iv) Podaj przyktad ciagu funkcji ciaglych, ktory jest lokalnie jednostajnie
zbiezny, ale nie jest jednostajnie zbiezny.



Zadanie 55 (o wielomianach symetrycznych). Wstep. Niech K[xq, o, ..., z,]
oznacza zbior wielomianéw wielu zmiennych x4, ..., x, o wspolczynnikach w
ciele K. Czyli K[zy, zo,...,x,] to (nieskoriczenie wymiarowa) przestrzen li-
niowa nad K sktadajaca si¢ z elementow:

k
f=flxy,...,z,) = ZajxDj,
j=1

. . djn d; djn
gdzie a; € K, D; = (djy,...,djn) € 2%, oraz xPi = 27" - 25° - -~ 2" Sto-

pien wielomianu f jak wyzej to deg f :==max{>_ D; |j € {1,...,n}}. Wie-
lomiany mozna mnozy¢ i sktadaé¢, np., jesli f,g1,...,9, € Klzy,...,z,], to
f(g1,- .., gn) tez jest elementem K[z, ..., x,]. Permutacja zbioru {1,... n}
to bijekcja o: {1,...,n} — {1,...,n}. Wielomian f € Klxy,...,z,] jest
symetryczny, jesli dla dowolnej permutacji ¢ mamy

f(-rla cee axn) = f($a(1)7 B 7xd(n))'

Polecenie 1. Pokaz, ze jesli f € Kz, zo,...,x,] jest wielomianem
symetrycznym, to istnieje dokladnie jeden wielomian g € Kz, zo, ..., z,],
taki, ze

f(xlax% v 71’”) - 9(517527 . ‘7Sn)7

gdzie Sk jest k-tym elementarnym wielomianem symetrycznym:

Ic{1,....,n},
4T — k

Polecenie 2. Zalézmy, ze K = R, lub K = C. ZnajdZ odwzorowanie
ciagle “na” ¢: K" — K", takie, ze dla kazdego x = (x1,...,z,) mamy:

67 (¥) = {(@otrys- -+ To) | & jest permutacia {1,...,n}},

gdzie y := ¢(x).

Zadanie 56 (zaproponowane przez pana Wojciecha Zwolinskiego). Znajdz
wszystkie liczby zespolone z € C, takie, ze

. ()

n=1
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Zadanie 57. Dla p € [1,00) definiujemy odlegtosé w sensie £, dwoch punk-
tow x = (z1,...,2,) 1y = (Y1,---,Yn) W R™

1
n b
pe, (T, y) = (Z |z — y¢|p> :
=1

Jesli p = oo, to
P (x,y) = max |z; — yi.

Pokaz, ze dla kazdego x,y € R™ mamy
lim py, (2,9) = pe (T,y).
pP—00
Pokaz, ze (dla dowolnego p € [1, o0]) speliony jest warunek trojkata:

pe, (T, Y) + pe, (Y, 2) = pe, (2, 2).

Zadanie 58. n-wymiarowa kula otwarta (w sensie {,) o srodku w x € R" i
0 promieniu r, to zbior

By, (z,r) :={y € R" | py,(x,y) <7} .
Narysuj i wyobraz sobie kule dla niektérych wartosci p, n, np:
o n=1,
en=2oraz: p=1lubpe (1,2), lubp=2, lubp € (2,00), lub p = oo,
e n=3oraz: p=11lub p=2lub p = o0,
o ...

Zadanie 59. Podzbior U C R" jest otwarty (w sensie £,), jesli dla kazdego
x € U istnieje € > 0 takie, ze By, (x,¢) C U. Pokaz, ze otwarto$¢ nie zalezy
od wyboru p, czyli dla dowolnych p, q € [1, 00| zbior U C R" jest otwarty w
sensie £, wtedy i tylko wtedy, gdy jest otwarty w sensie £,. W tej sytuacji
mowimy, ze U jest otwarty.

Zadanie 60. Niech A C R" bedzie podzbiorem. Odwzorowanie ¢: A — R™

jest ciggle (w sensie ¢,), jesli

VeeaVes03550Vyea P, (%?J) <= P€p<¢($)a ¢(y>) < e

Pokaz, ze ¢ jest ciagte, wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego otwartego
U C R™ przeciwobraz ¢~ (U) = VNA, gdzie V C R" jest otwarty. (Mowimy,
ze przeciwobraz jest otwarty w A.) W szczegolnosei, ciaglosé nie zalezy od
wyboru p.
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Zadanie 61. Podzbior A C R” jest domkniety, jesli jego dopelnienie R™\ A
jest otwarte, czyli dla kazdego € A oraz € > 0 mamy By, (z,e) NA#0 (p
mozemy wybra¢ dowolne).

Podzbior A C R” jest ograniczony, jesli istnieje M € R, M > 0, takie, ze
A C [-M, M]", czyli modut kazdej wspotrzednej dowolnego punktu A jest
ograniczony przez wspoOlna statg M.

Niech A bedzie podzbiorem R" (wariant “minimum” zadania : n = 1).
Pokaz, ze nastepujace warunki sg rownowazne:

(i) A jest domkniety i ograniczony.

(ii) Dla dowolnego ciagu x, punktow z A, istnieje podciag wybranych ele-
mentow z,, (gdzie limy_, ny = 00) zbiezny do pewnego z € A. (O
przestrzeni spelniajacej ten warunek mowimy, ze jest ciggowo zwarta.)

(iii) Jesli I jest pewnym (by¢ moze nieskoniczonym) zbiorem indeksow, oraz
dla kazdego ¢« € I mamy otwarty U; C R", takie ze

Aclu,

iel
to istnieje skoriczenie wiele 74, ...,1,, € I, takich, ze

ACUilLJUZ‘QU"'UUi

m*

(Ten warunek w skrocie wyrazamy “z kazdego pokrycia otwartego mozna
wybra¢ podpokrycie skoniczone”. Jest to jeden z dwoch warunkow,
definiujgcych bardzo wazne pojecie zwartoSci przestrzeni topologicz-
nych. Drugi warunek (warunek Hausdorffa (Tb)) jest automatycznie
speliony dla podzbiorow R™).

(Zadanie jest czescia wiekszej teorii topologicznej: Przestrzen zwarta jest
ciggowo zwarta; przestrzen metryczna jest zwarta wtedy i tylko wtedy, gdy
jest ciagowo zwarta; w przestrzeni R™ podzbidr jest zwarty wtedy i tylko
wtedy, gdy jest domkniety i ograniczony.)

Zadanie 62. Pokaz, ze U C R jest otwarty, wtedy i tylko wtedy, gdy jest co
najwyzej przeliczalna suma roztacznych przedzialéw i pétprostych:

N
U = U(aia bl)v
=1

gdzie N € {0}UNU{oo} oraz - -+ < a; < b; < aj11 < biy1 < --- (dopuszczamy
ag = —o0o oraz by = +00).
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Zadanie 63. Dla podzbiorow A C R" i B C R™ odwzorowanie ¢: A — B
jest izometrig (dla metryk ¢, na A i ¢, na B), jesli dla kazdych z,y € A
mamy

e, (9(2), 0(y)) = pe, (T, y).

Pokaz, ze izometria jest odwzorowaniem cigglym i ré6znowartosciowym.

Zadanie 64. Odwzorowanie ¢: A — B jest homeomorfizmem, jesli jest cia-
gle, bijekcja, oraz odwzorowanie odwrotne jest ciagte.

Niech A C R" bedzie podzbiorem domknietym i ograniczonym. Pokaz,
ze kazda izometria ¢: A — A jest homeomorfizmem.

Zadanie 65. Jesli U C R jest podzbiorem otwartym, xqg € U, a f: U —
R jest pewng funkcja, to rézniczkq funkcji f w xg nazywamy nastepujaca
granice (o ile istnieje i jest skonczona):

df :
F'(wo) = £ (w0) = 5 (o) = lim
Jesli rozniczka w xq istnieje, to [ jest rdznicznowalna w x.

(i) Pokaz, ze jesli f jest rozniczkowalna w punkcie x, to jest ciagla w
punkcie . Oczywiscie, odwrotne stwierdzenie nie zachodzi.

(ii) Pokaz przyktad funkcji f: R — R, ktora jest rézniczkowalna w punkcie
0, ale nigdzie indziej.

(iii) Czy istnieje funkcja ciggla f: R — R, ktora nie jest rozniczkowalna w
zadnym punkcie?
Oznaczamy f00 .= (@) (o ile istnieje). Ewentualnie f” := f@, f" =
O,
Zadanie 66. Dla zbioru otwartego U C R, funkcja f: U — R jest klasy C°
(piszemy f € C°(U,R), lub f € C°(U), lub f € CY), jesli f jest ciagta na U.
Dla i € N, funkcja f jest klasy C?, jeli f' € C*1.
Funkcja f jest klasy C*, jesli f € C" dla kazdego i € NU {0}.
Podaj przyktad niezerowej funkcji f: R — R klasy C*°, dla ktorej znikaja
wartos¢ oraz wszystkie rézniczki w 0:

0= £(0) = J'(0) = f(0) = - = FO(0) =

Zadanie 67 (27 linii na kubice). Niech S bedzie zespolona powierzchnig
stopnia 3 w C? (kubika). To znaczy wybieramy wielomian F(x,y, z) stopnia
3 0 wspoélczynnikach zespolonych w trzech zmiennych, nastepnie definiujemy:

S::{(:I;y, )€ C?| Fla,y, 2) —0}

13



Nalezy zalozy¢, ze “F jest wystarczajaco og6lne”. Intucyjnie, jesli np wez-
miemy F = 23 lub F = (ax + by + c2)?(d’x + by + ¢z), to S jest “malo
ciekawe”. Formalnie, powiedzenie, ze “wlasnos¢ P(F) zachodzi dla wystar-
czajaco ogbdlnego wielomianu F' stopnia < 3”7 oznacza, ze w zbiorze wszyst-
kich wielomianow stopnia < 3 (jest to po prostu C?°), istnieje otwarty gesty
podzbior U, taki, ze P(F') zachodzi dla kazdego F' € U.

Pokaz, ze wystarczajaco ogdlna kubika zawiera doktadnie 27 prostych
zespolonych, czyli obrazéw roznowartosciowego odwzorowania afinicznego
C — C3.

Wariant by¢ moze ciut prostszy (przynajmiej tatwiej sobie wyobrazi¢):
Wezmy F = 23+ 3+ 22 + 0P — (24 y+ 2+ w)?, gdzie w = ax + by + cz +d,
a,b,c,d € Ri (a,b,c,d) sa wystarczajaco ogolne. Pokaz, ze

{(z.y,2) eR’| F(z,y,2) =0}
zawiera doktadnie 27 prostych rzeczywistych.

Zasadnicze Twierdzenie Algebry:

Kazdy wielomian jednej zmiennej o wspotczynnikach w C ma pierwiastek
w C.

Dowdd zasadniczego Twiedzenia Algebry nie jest banalny. Potrzebne jest
uzycie aksjomatu ciagglosci dla R. W trakcie studiéw poznacie co najmniej
kilka istotnie r6znych dowodow.

Whnioski:

1) Kazdy wielomian jednej zmiennej o wspotczynnikach w C ma rozktad
na skoriczony iloczyn czynnikéw liniowych.

2) Kazdy wielomian jednej zmiennej o wspotezynnikach w R ma rozktad
na skonczony iloczyn czynnikow liniowych i kwadratowych (o wspolezynni-
kach w R), gdzie czynniki kwadratowe nie maja pierwiastkow rzeczywistych.

(W wolnej chwili mozna sprawdzi¢, czy na pewno wiemy jak sie dowodzi
wnioski.)

Zadanie 68. Zakladajac Zasadnicze Twierdzenie Algebry pokaz, ze:

(i) dowolna funkcja wymierna pE ; o wspolezynnikach w C ma rozklad na
skoniczona sume:

p(m) ax ay
+—t
($> (bll’ -+ Cl)nl (bk$ + Ck)nk

gdzie a;, b;,¢; € C, n; € N, a w(z) jest wielomianem o wspotczynnikach
zespolonych.
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(ii) dowolna funkcja wymierna E ; o wspotezynnikach w R ma rozktad na

skoniczong sume:

p(z) ai ag
q(z) w(x) (b + )™ (b + )™
dlﬂf + €1 dlgj + €

+ +oot
(fiz?2 4+ g1z + hy)™ (fix? + gz + hy)™

gdzie a;, ..., h; € R, n;, m; € Noraz f;z? + g;x + h; nie maja pierwiast-
kow w R, a w(z) jest wielomianem o wspotezynnikach rzeczywistych.

Zadanie 69. Uzywajac rozkladow z Zadania 68 podaj eleganckie warunki
przy ktorych jesteSmy w stanie policzy¢

Sumowanie zaczynamy od dostacznie duzego ngy. Zakladamy, ze == jest

funkcja wymierng o wspo6tczynnikach w C lub R.

Zadanie 70 (Caltkowanie funkcji wymiernych). Funkcja pierwotna funkcji
f(z), to taka funkcja F(x), ze F' = f.

(i) Znajdz funkcje pierwotng %~ dla a,b,c € R.

(i) Znajdz funkcje pierwotna M;{fﬁ dlad, e, f,qg,h € R, takich, ze fz?+

gr + h nie ma pierwiastkéw rzeczywistych.

(iii) Uzywajac rozkladow z Zadania 68 znajdz funkcje pierwotna dowolne;
funkcji wymiernej o wspotczynnikach rzeczywistych.

Zadanie 71. Definiujemy przestrzen [, jako zbior tych ciagow (ay,), takich,

7e
o0

Z la,|P < oo,

n=1
oraz l,, jako przestrzen wszystkich ciggéw ograniczonych. Pokaz, ze dla
p,p' € [1,00] mamy I, C I,y wtedy i tylko wtedy, gdy p < p'.

Zadanie 72. Zal6zmy, ze mamy ciagi A = (a,), B = (b,) naleza do [,. Czy

lim p, (A,B) =pi (A, B)?

q—0o0

Zadanie 73 (Zbiory otwarte w [,,). Ustalmy p,p’ € [1, oo] takie, ze p < p'.
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(i) Zalozmy, ze U C 1, jest zbiorem otwartym. Czy istnieje otwarty pod-
zbior U’ C 1y, taki, ze U = U’ N1,.

(i) Zatézmy, ze U’ C Iy jest zbiorem otwartym. Czy U = U’ N1, jest
otwarty w [,,7

Zadanie 74. Zaltozmy, ze A C R" jest podzbiorem domknietym i ograniczo-
nym. Udowodnié, ze kazda izometria ¢: A — A ma punkt staly (to znaczy
taki, ze ¢(z) = x), lub podaé¢ przykltad izometrii, ktora takiego punktu nie
ma.

Zadanie 75. Rozstrzygnij, czy nastepujace szeregi sa zbiezne:
(i) 20
(i) 350, VA=t
(i) 3o, Lo
(iv) Yool
(V) Yot ter
Zadanie 76. Rozstrzygnij, dla jakich ¢ € (0, 00) szereg

> 1
Zm

n=1

jest zbiezny.

Zadanie 77. Oznaczmy przez Py zbior {0, k, 2k, ... }. Oblicz

i _ x
lim e™® g —.
T—00 n!

ne Py

Zadanie 78. Pokaz, ze

Iy 10’
gdzie {z, | n =1,2,3,- -} jest zbiorem dodatnich rozwiazan roéwnania tg x =
x.

Zadanie 79. Poda¢ przyktad szeregu o wyrazach dodatnich, ktory jest zbiezny,
ale nie spelnia warunku lim,,_,., na, = 0.
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Zadanie 80. Niech a,, bedzie takim malejagcym ciggiem o wyrazach nieujem-
nych, ze szereg > | 9= jest rozbiezny. Niech ponadto

_ 1
b, = mln{an,—} ,n> 1.
Inn

Udowodnij, ze szereg > oo, 2 tez jest rozbiezny.

Zadanie 81. Zbadaj zbiezno$¢ oraz bezwzgledna zbieznosé szeregow:
(1) o (=D)"(e— (1 +3)"),
(i) 3ol (=1)"(e— (1+3)™H)

Zadanie 82. Niech a,, bedzie rosnacym ciggiem o wyrazach dodatnich. Udo-
wodnij, ze dla dowolnego o > 0 szereg

o0

2 : Ap+1 — Ap

o
n=1 An+10n,

jest zbiezny.

[e'S)
n=1

Zadanie 83. Zbadaj zbieznos¢ szeregu » - . a,, gdzie:

a; =1,a,41 = cosa,, dlan e N.

Zadanie 84 (niero6wnos¢ Carlemana). Jesli a,, jest ciagiem liczb dodatnich,
to

oo o0
E \"/al---an<€ E Ay, .
n=1 n=1

Zadanie 85. Zbada]j zbieznosé¢ szeregu Zfil(—l)”(li—ﬁ)a w zaleznosci od

parametrow a, b > 0.

Zadanie 86. Zalozmy, ze f jest taka dodatnig funkcja malejacg do zera
w przedziale (0,+00), ze nf(n) jest ciaggiem rosnacym rozbieznym do +oo.
Niech S bedzie suma szeregu » - (—1)""' f(n). Znajdz takie przestawienie
wyrazow tego szeregu, aby jego suma byta rowna S + [, gdzie [ jest dowolnie

zadang liczba rzeczywista.

Dla przyktadu, znajdz takie przestawienie wyrazow szeregu » -

(-1

bl

N
[T =

tak aby suma powickszyla sie o 1.
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Zadanie 87. Niech p, bedzie ciggiem kolejnych liczb pierwszych wiekszych
niz 1. Udowodnij wzér Eulera:

ﬁ(l—i>1:§:i dla z > 1.
n=1 pf‘ n:lnz

Zadanie 88. Zbadac liczbe pierwiastkow réownania a® = log, z, gdzie a > 0,

a # 1.
Zadanie 89. Rozwigza¢ rownanie (sinz)2 + (cosz)z = t.

Zadanie 90. Zatézmy, ze ciag a, jest zbiezny do zera. Pokaz, ze szeregi

Z U, Z(an + 1)

sg jednoczesnie zbiezne badZ jednoczesnie rozbiezne.
Zadanie 91. Wykaz, ze szereg » Cosnsnw jest zbiezny dla kazdego a € R.

Zadanie 92. Udowodnij, ze wielomiany P, zdefinionwane rekurencyjnie wzo-
rami Py =1, P =2+ 1, P,y; = P, + 2P,_; (dla n > 1) maja wszystkie
pierwiastki rzeczywiste.

Zadanie 93. Funkcja f jest ciagla na przedziale [0,n], n € N i spelnia
warunek f(0) = f(n). Pokaz, ze rownanie f(x) = f(y) ma co najmniej n
roznych rozwiazan takich, ze x — y jest liczba naturalna.

Zadanie 94. Funkcja f: R\ {0} — R spetnia dla kazdego a € R warunek
lim, o f(%) = 0. Czy istnieje lim, o f(z)?

Zadanie 95. Pokaz, ze je$li homeomorfizm f: R — R spetnia dla pewnego
n € N i kazdego z € R warunek f"(z) = x, to f?(z) = z.

Zadanie 96. Znajdz wszystkie funkcje f: R — R majace wlasns¢ Darboux
takie, ze dla pewnego m > 1 mamy f"(x) = —z, dla wszystkich z.

Zadanie 97. Funkcja f: R — R jest malejaca i ciagta. Udowodnij, ze:
(i) istnieje jedyny punkt staly f,

(i) zbior {z: f%(x) = x} jest nieskonczony, lub ma nieparzysta ilos¢ ele-
mentow.

Dla ustalonego n > 2 zbadaé strukture zbioru {z: f*(z) = x}.
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Zadanie 98. Funkcja f: K — K jest ciaglym odwzorowaniem zbioru zwar-
tego K C R w siebie. Punkt zy € K ma nastepujaca wlasnos$¢: kazdy punkt
skupienia ciagu iteracji f"(x¢) jest punktem statym f. Pokaz, ze ciag f"(x¢)
jest zbiezny.

Podaj przyktad, ze dla zwartych podzbioréw plaszczyzny powyzszy fakt
nie jest prawdziwy.

Zadanie 99. Dla ograniczonej funkeji f: [0,1] — R definiujemy funkcje:
Sf(x) =lim (sup {[f(y) = fF(2)[ | [ = 2[ < e[z —y[ < €}).
Udowodnij, ze:

(i) Sf jest polciagta z gory, czyli dla kazdego zy € [0, 1] mamy limsup,_,, Sf(z) <
Zo-

(i) f jest ciagla w xy wtedy i tylko wtedy, gdy Sf(zo) =0,
(iii) S° = S2.

Zadanie 100. Czy funkcja

jest pochodng pewnej funkcji F'?

Zadanie 101. Czy istnieje funkcja rézniczkowalna f: R — R taka, ze f(Q) C
Qi f(Q) cR\Q?

Zadanie 102. Méwimy, ze funkcje f,g: R — R sa podobne, jesli istnieje
bijekcja h taka, ze f = h™' o go h. Czy funkcje sinz i cosx sa podobne?
Kiedy funkcje 22 i 22 + ax + b s3 podobne?

Zadanie 103 (Polciaglosc). Definiujemy polciagtosé funkeji f: X — R (X
moze by¢ podzbiorem R lub R”, lub przestrzenia metryczna, lub ew. topo-
logiczna, jednak w tym ostatnim przypadku trzeba by¢ ostroznym z defini-
cjami):

o f jest polciagla z gory w punkcie xg, jesli limsup,_,, f(z) < f(xo).

e f jest polciagla z dotu w punkcie zg, jesli liminf, ., f(x) > f(zo).
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[Zrobione] Pokaz, ze f jest polciagla z gory (w kazdym punkcie) wtedy i
tylko wtedy, gdy f~'(—o0,a) = {z € X | f(x) < a} jest otwarty dla kazdego
a € R. (I analogicznie, dla (“>”; domkniety), oraz dla polciaglej z dotu).

[Zostato tylko dla rzedu macierzy] Pokaz odpowiednia potciagltosé: rzedu
macierzy, (wiec tez wymiaru jadra i obrazu ciagtej rodziny odwzorowan li-
niowych), liczby pierwiastkow wielomianu (bez krotnosci), funkcji charakte-
rystycznych zbiorow otwartych i domknietych.

Sformutuj i pokaz twierdzenie Bolzano-Weierstrassa dla funkcji poétcig-
glych na zbiorach zwartych (przyjmowanie wartosci odpowiednio maksymal-
nych i minimalnych).
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