
Zadania z Analizy I*

Jarosªaw Buczy«ski

22 stycznia 2016

Zadania wybrane na ¢wiczenia z Analizy I w grupie JSIM 2015/2016. Za-
dania (czasem z maª¡ mody�kacj¡) pochodz¡ mi¦dzy innymi z nast¦puj¡cych
publikacji:

• zbiór zada« Kaczor-Nowak,

• zbiór zada« Biler-Witkowski.

Zadanie 1. S ⊂ Z jest podzbiorem o dopeªnieniu sko«czonym. Poka», »e
istniej¡ dwa niesko«czone zbiory X, Y ⊂ Z, takie »e

X + Y = {x+ y | x ∈ X, y ∈ Y } = S

oraz ka»dy element s ∈ S przedstawia si¦ na dokªadnie jeden sposób w postaci
x+ y, gdzie x ∈ X oraz y ∈ Y .

Zadanie 2. P (t) jest wielomianem, który dla argumentów wymiernych przyj-
muje warto±ci wymierne, a dla argumentów niewymiernych przyjmuje war-
to±ci niewymierne. Poka», »e P (t) = at+ b dla staªych a, b ∈ Q.

Zadanie 3. P (t) jest wielomianem, który dla argumentów rzeczywistych
przyjmuje warto±ci rzeczywiste, a dla argumentów nierzeczywistych przyj-
muje warto±ci nierzeczywiste. Poka», »e P (t) = at+ b dla staªych a, b ∈ R.

Zadanie 4. Udowodnij, »e dla dowolnego z ∈ C istnieje granica limn→∞(1 +
z
n
)n.

De�niujemy ez := limn→∞(1 + z
n
)n.

Zadanie 5. Udowodnij, »e ez1+z2 = ez1 · ez2 .

Zadanie 6. Policz eπi.

Zadanie 7. Poka», »e odwzorowanie z 7→ 1
z̄
jest inwersj¡ pªaszczyzny zespo-

lonej wzgl¦dem okr¦gu o promieniu 1 i ±rodku w 0 ∈ C.
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Zadanie 8. Obliczy¢

lim
n→∞

(
1

1 · 2 · 3
+

1

2 · 3 · 4
+ · · ·+ 1

n · (n+ 1) · (n+ 2)

)
Zadanie 9. Pokaza¢, »e

lim
n→∞

n∑
i=1

1

i2
=
π2

6
.

Zadanie 10. Zaªó»my 0 < b1 < a1, oraz

an+1 =
an + bn

2
, bn+1 =

√
anbn.

Wykaza¢, »e oba ci¡gi s¡ zbie»ne do tej samej granicy.

Zadanie 11. Policz
lim
n→∞

( n
√
n− 1)n

Zadanie 12. Poka», »e granice nast¦puj¡cych szeregów istniej¡ oraz, »e a
b

=
2
3
:

a = 1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+

1

5
− 1

6
+ · · · (znaki na przemian, uªamki po kolei)

b = 1 +
1

3
− 1

2
+

1

5
+

1

7
− 1

4
+

1

9
+

1

11
− 1

6
+ · · · (dwie odwrotno±ci nieparzystych,

minus jedna odwrotno±¢ parzystej)

Zadanie 13. Wykaza¢, »e istniej¡ homogra�e z 7→ az+b
cz+d

, które przenosz¡
ustalone trzy punkty na dowolne inne trzy punkty, np. 0, 1, i. Pokaza¢, »e
odwzorowanie odwrotne do homogra�i jest homogra�¡.

(Te»: zªo»enie homogra�i jest homogra�¡.)

Zadanie 14. Poka», »e dla x ∈ R:

sinx = x− 1

3!
x3 +

1

5!
x5 − 1

7!
x7+

cosx = 1− 1

2!
x2 +

1

4!
x4 − 1

6!
x6+

Znajd¹ podobny wzór na log(1 +x) dla |x| < 1, tzn, ci¡g liczb rzeczywistych
an taki, »e

log(1 + x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·
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Zadanie 15. Dla jakich warto±ci liczby rzeczywistej α > 0 szereg postaci

∞∑
n=1

1

nα

jest zbie»ny?

Zadanie 16. Poka», »e
∞∑
n=1

1

(n!)2

jest liczb¡ niewymiern¡.

Zadanie 17. Oblicz

∞∑
n=1

n2

(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)(n+ 4)
.

Zadanie 18. Niech p ∈ N oraz a1, a2, . . . , ap b¦d¡ dowolnie ustalonymi licz-
bami rzeczywistymi dodatnimi. Obliczy¢

lim
n→∞

(
p

√
(n+ a1)(n+ a2) · · · (n+ ap)− n

)
.

Zadanie 19. Udowodnij, »e ez1z2 = (ez1)z2 , dla wszystkich mo»liwych war-
to±ci (ez1)z2 .

Zadanie 20. Znajd¹ ci¡g liczb rzeczywistych an taki, »e dla |x| < 1

log(1 + x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·

Zadanie 21. Niech S2 b¦dzie sfer¡ Riemanna, czyli S2 = U0 ∪ U∞, gdzie
U0 ' C, U∞ ' C oraz U0∩U∞ ' C\{0} i z ∈ U0\{0} odpowiada 1

z
∈ U∞\{0}.

Punkty ze zbioru U0 odpowiadaj¡ce liczbie z ∈ C oznaczamy po prostu przez
z. Punkty ze zbioru U∞ odpowiadaj¡ce liczbie w ∈ C oznaczamy 1

w
, je±li

w 6= 0 oraz ∞, je±li w = 0.

(i) Pokaza¢, »e funkcja wymierna z 7→ f(z) = anzn+···+a0
bmzm+···+b0 de�niuje odwzo-

rowanie ci¡gªe S2 → S2. Co to jest f(∞), f−1(∞)?

(ii) Dla jakich n,m, ai, bj funkcja wymierna f jest odwracalna?

(iii) Pokaza¢, »e nie mo»na rozszerzy¢ odwzorowania exp: C→ C, exp(z) =
ez do ci¡gªego odwzorowania S2 → S2.
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Zadanie 22. Policzy¢ wszystkie warto±ci ii, gdzie i =
√
−1 ∈ C, natomiast

dla x, y ∈ C, de�niujemy xy = ey log x = {eyz ∈ C | ez = x}.

Zadanie 23. (i) Niech f : R→ R b¦dzie funkcj¡ ci¡gª¡ tak¡, »e f(x+y) =
f(x)f(y). Pokaza¢, »e istnieje a ∈ R takie, »e f(x) = ax, dla wszystkich
x ∈ R. (Wystarczy zakªada¢, »e f jest ci¡gªa w 0.)

(ii) Niech f : C → C b¦dzie funkcj¡ ci¡gª¡ tak¡, »e f(z + w) = f(z)f(w).
Czy f(z) = ez?

(iii) Je±li w poprzednim punkcie odpowied¹ jest twierdz¡ca, to przedysku-
tuj, które zaªo»enia s¡ nie potrzebne, a które mo»na osªabi¢. Je±li w
poprzednim punkcie odpowied¹ jest negatywna, to przedyskutuj, przy
jakich dodatkowych zaªo»eniach mo»na pokaza¢, »e f(z) = ez.

Zadanie 24. Udowodnij, »e dla dowolnej liczby a ∈ R równanie

ez =
a+ z

a− z

Nie ma rozwi¡za« w zbiorze {z ∈ C | Re z > 0, Im z > 0}.

Zadanie 25. Niech pn oznacza n-t¡ liczb¦ pierwsz¡. Zbada¢ zbie»no±¢ sze-
regu

∞∑
n=1

1

pn
.

Zadanie 26. Poka», »e dla dowolnych liczb zespolonych z1, . . . , zn istnieje
zbiór B ⊂ {1, . . . , n}, taki, »e∣∣∣∣∣∑

k∈B

zk

∣∣∣∣∣ ≥ π−1

n∑
k=1

|zk|.

Zadanie 27. Udowodnij, »e istnieje kwadrat, w którym mo»na umie±ci¢ ci¡g
parami rozª¡cznych kwadratów o bokach 1, 1

2
, 1

3
, 1

4
, . . .

Zadanie 28. Obliczy¢ granic¦:

lim
n→∞

∑∞
k=2

1
kn+1∑∞

k=2
1
kn

Zadanie 29. Jakie warunki musz¡ speªnia¢ ci¡gi an i bn, aby istniaªy staªe
A i B, AB 6= 0 takie, »e ci¡g Aan +Bbn jest zbie»ny?
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Zadanie 30. Wyznaczy¢ granice (o ile istniej¡) ci¡gów zadanych wzorami:

bn+1 =

∫ 1

0

min(x, an)dx,

an+1 =

∫ 1

0

max(x, bn)dx

w zale»no±ci od a1, b1 ∈ R.

Zadanie 31. Niech an b¦dzie ci¡giem, którego wyrazy speªniaj¡ nast¦puj¡ce
warunki:

0 ≤ an ≤ 1 dla n ∈ N oraz a1 6= 0.

Niech ponadto

Sn = a1 + · · ·+ an, Tn = S1 + · · ·+ Sn.

Zbada¢ zbie»no±¢ szeregu
∞∑
n=1

an
Tαn

w zale»no±ci od parametru α > 0.

Zadanie 32. Poka», »e je±li a0 = 1 i

an = abn
2
c + abn

3
c + abn

6
c,

to

lim
n→∞

an
n

=
12

log 432

Zadanie 33. Dla jakich warto±ci a1 ci¡g okre±lony rekurencyjnie:

an+1 = a2
n − 2

jest zbie»ny?

Zadanie 34. Czy z warunku limn→∞
an
bn

= 1 wynika, »e szeregi
∑∞

n=1 an,∑∞
n=1 bn s¡ jednocze±nie zbie»ne, b¡d¹ rozbie»ne?

Zadanie 35. Dla z ∈ C, |z| 6= 1, warto±ci a1 obliczy¢:

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

sin e2πi k
n

1− ze−2πi k
n

.

5



Zadanie 36. Obliczy¢:

lim
n→∞

(
sup
x∈R

(
√
n+ 1 sinn x · cosx)

)
Zadanie 37. Pokaza¢, »e

∞∑
n=1

n

3 · 5 · 7 · · · (2n+ 1)
=

1

2
.

Zadanie 38. Ci¡g an okre±lamy wzorem:

a1 = x, an+1 = log
ean − 1

an
.

Pokaza¢, »e
1 + a1 + a1a2 + a1a2a3 + · · · = ex.

Zadanie 39. Wprowad¹my nast¦puj¡ce oznaczenie:

Σ =

{
a = {an} | szereg

∞∑
n=1

an jest zbie»ny

}
.

Skonstruuj ci¡g b /∈ Σ taki, »e

inf
a∈Σ

sup
n

∣∣∣∣1− an
bn

∣∣∣∣ = 0

oraz ci¡g a ∈ Σ taki, »e

inf
b/∈Σ

sup
n

∣∣∣∣1− an
bn

∣∣∣∣ = 0

Zadanie 40. Oblicz

lim
n→∞

n∑
k=1

(√
1 +

k

n2
− 1

)
.

Zadanie 41. Ci¡g un liczb dodatnich jest ±ci±le rosn¡cy, a szereg
∑∞

n=1
1
un

jest zbie»ny. Oznaczmy przez f(x) liczb¦ par liczb naturalnych (i, j), dla
których

∑j
n=i un ≤ x. Udowodnij, »e limx→∞ f(x)/x = 0.

Zadanie 42. Znajd¹ ci¡g liczb naturalnych nk taki, »e

∞∑
k=1

1

nk
<∞, ale

∞∑
k=1

1

nnk
=∞.
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Zadanie 43. Zaªó»my, »e 0 < α1 < α2 < · · · < αn <
π
2
oraz n > 1. Wyka»,

»e

tgα1 <
sinα1 + sinα2 + · · ·+ sinαn
cosα1 + cosα2 + · · ·+ cosαn

< tgαn

Zadanie 44. Obliczy¢ warto±¢ iloczynu

∞∏
n=0

(
1 +

(
1

2

)2n
)
.

Zadanie 45. Wykaza¢, »e

lim
n→∞

√√√√
1 + 2

√
1 + 3

√
1 + . . .

√
1 + (n− 1)

√
1 + n = 3

Zadanie 46. an jest ci¡giem liczb rzeczywistych z przedziaªu (0, 1). Pokaza¢,
»e szereg

∑∞
n=1 an jest rozbie»ny wtedy i tylko wtedy, gdy

a1 + a2(1− a1) + a3(1− a1)(1− a2) + · · · = 1.

Zadanie 47. Niech A b¦dzie zbiorem wszystkich tych liczb naturalnych,
które w swoim zapisie dziesi¦tnym nie maj¡ cyfry 0. Wyznacz wszystkie α,
dla których szereg

∑
n∈A

1
nα

jest zbie»ny.

Zadanie 48. Oblicz
∑∞

n=1 arctg 2
n2 .

Zadanie 49. Dla α ∈ C okre±lmy funkcj¦ φα : C → C2 wzorem φα(z) =
(ez, eαz). Opisz domkni¦cie obrazu φα w zale»no±ci od parametru α:

• dla α ∈ πQ,

• dla α ∈ π(R \Q),

• dla α ∈ C \ R.

Zadanie 50. De�niujemy fn : [0, 1] → [0, 1]2 ⊂ R2 jako n-te przybli»enie
krzywej Peano: czyli w ka»dym kroku, ka»dy kwadrat dzielimy na dziewi¦¢
mniejszych kwadratów i zast¦pujemy przek¡tn¡ przez ªaman¡ biegn¡c¡, która
jest sum¡ przek¡tnych tych kwadratów (wedªug rysunku na tablicy na ¢wi-
czeniach). Pokaza¢, »e:

(i) dla ka»dego x ∈ [0, 1] istnieje limn→∞ fn(x) ∈ [0, 1]2,

(ii) funkcja f : [0, 1]→ [0, 1]2 okre±lona wzorem f(x) := limn→∞ fn(x) (jest
to granica punktowa ci¡gu funkcji fn) jest ci¡gªa (uwaga na boku: gra-
nica punktowa ci¡gu funkcji ci¡gªych nie musi by¢ ci¡gªa! ),
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(iii) funkcja f : [0, 1]→ [0, 1]2 jest �na�.

Zadanie 51 (nierówno±¢ Schwarza). Poka», »e:

(i) Dla dowolnych liczb (rzeczywistych lub zespolonych) xi, yi zachodzi:

|x1y1 + · · ·+ xnyn|2 ≤ (|x1|2 + · · ·+ |xn|2)(|y1|2 + · · ·+ |yn|2).

(ii) Dla dowolnych ci¡gów liczb (rzeczywistych lub zespolonych) (xi), (yi),
takich, »e

∑∞
i=1 |xi|2 <∞ i

∑∞
i=1 |yi|2 <∞ zachodzi:∣∣∣∣∣

∞∑
i=1

xiyi

∣∣∣∣∣
2

≤

(
∞∑
i=1

|xi|2
)(

∞∑
i=1

|yi|2
)
.

(iii) Dla dowolnych funkcji f, g : : [a, b]→ R, gdzie a, b ∈ R, takich, »e caªki∫ b
a
|f(x)|2dx oraz

∫ b
a
|g(x)|2dx istniej¡ i s¡ sko«czone mamy:∣∣∣∣∫ b

a

f(x)g(x)dx

∣∣∣∣2 ≤ (∫ b

a

|f(x)|2dx

)(∫ b

a

|g(x)|2dx

)
.

Zadanie 52 (nierówno±¢ Höldera). Zaªó»my, »e p, q ∈ (1,∞) oraz 1
p

+ 1
q

= 1.
Poka», »e:

(i) Dla dowolnych liczb (rzeczywistych lub zespolonych) xi, yi zachodzi:

|x1y1 + · · ·+ xnyn| ≤ (|x1|p + · · ·+ |xn|p)
1
p (|y1|q + · · ·+ |yn|q)

1
q .

(ii) Dla dowolnych ci¡gów liczb (rzeczywistych lub zespolonych) (xi), (yi),
takich, »e

∑∞
i=1 |xi|p <∞ i

∑∞
i=1 |yi|q <∞ zachodzi:∣∣∣∣∣

∞∑
i=1

xiyi

∣∣∣∣∣ ≤
(
∞∑
i=1

|xi|p
) 1

p
(
∞∑
i=1

|yi|q
) 1

q

.

(iii) Dla dowolnych funkcji f, g : : [a, b]→ R, gdzie a, b ∈ R, takich, »e caªki∫ b
a
|f(x)|pdx oraz

∫ b
a
|g(x)|qdx istniej¡ i s¡ sko«czone mamy:

∣∣∣∣∫ b

a

f(x)g(x)dx

∣∣∣∣ ≤ (∫ b

a

|f(x)|pdx
) 1

p
(∫ b

a

|g(x)|qdx
) 1

q

.
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Zadanie 53 (jednostajna granica ci¡gu funkcji ci¡gªych jest ci¡gªa). Niech
A i B b¦d¡ podzbiorami R lub C (ogólniej, za A i/lub B mo»na wzi¡¢ do-
wolny podzbiór Rn, Cn lub inn¡ przestrze«, w której sensowne jest okre±lenie
odlegªo±ci mi¦dzy dwoma punktami). Mówimy, »e ci¡g funkcji fn : A → B
jest jednostajnie zbie»ny do funkcji f : A→ B, je±li

∀ε∃N∀n≥N∀x∈A|fn(x)− f(x)| ≤ ε.

W takiej sytuacji oznaczamy fn ⇒ f . Poka», »e je±li fn ⇒ f i funkcje fn s¡
ci¡gªe, to f jest ci¡gªa.

Zadanie 54 (lokalnie jednostajna zbie»no±¢). Niech A i B b¦d¡ podzbiorami
R. Mówimy, »e ci¡g funkcji fn : A→ B jest lokalnie jednostajnie zbie»ny do
funkcji f : A → B, je±li ka»dy punkt x ∈ A ma otoczenie otwarte Ux =
(x− δ, x+ δ) ∩ A (dla pewnego δ > 0), takie, »e fn|Ux ⇒ fUx .

(i) (zadanie wyª¡cznie domowe) Kontempluj przez co najmniej 10 minut
de�nicje lokalnie jednostajnej zbie»no±ci i jednostajnej zbie»no±ci. W
szczególno±ci:

• Zrozum, »e jednostajna zbie»no±¢ implikuje lokalnie jednostajn¡
zbie»no±¢.

• Zrozum, »e A, B w de�nicji jednostajnej zbie»no±ci mo»e byc do-
wolnym zbiorem, na którym mamy sensowne poj¦cie odlegªo±ci
dwóch punktów (tzw przestrzeni¡ metryczn¡). Je±li nie chcesz
wnika¢ w przestrzenie metryczne, to rozwa»aj wyª¡cznie podzbiory
Rn i Cn (ni»ej te»).

• Zrozum, »e B w de�nicji lokalnie jednostajnej zbie»no±ci mo»e byc
dowoln¡ przestrzeni¡ metryczn¡.

• Zmody�kuj de�nicj¦ lokalnie jednostajnej zbie»no±ci, aby Amogªo
by¢ dowoln¡ przestrzeni¡ metryczn¡.

(ii) Poka», »e granica lokalnie jednostajna funkcji ci¡gªych jest ci¡gªa.

(iii) Udowodnij, »e je±li A ⊂ R jest podzbiorem domkni¦tym, ograniczo-
nym (ogólniej: zwartym), to lokalnie jednostajna zbie»no±¢ implikuje
jednostajn¡ zbie»no±¢.

(iv) Podaj przykªad ci¡gu funkcji ci¡gªych, który jest lokalnie jednostajnie
zbie»ny, ale nie jest jednostajnie zbie»ny.
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Zadanie 55 (o wielomianach symetrycznych). Wst¦p. NiechK[x1, x2, . . . , xn]
oznacza zbiór wielomianów wielu zmiennych x1, . . . , xn o wspóªczynnikach w
ciele K. Czyli K[x1, x2, . . . , xn] to (niesko«czenie wymiarowa) przestrze« li-
niowa nad K skªadaj¡ca si¦ z elementów:

f = f(x1, . . . , xn) =
k∑
j=1

ajx
Dj ,

gdzie aj ∈ K, Dj = (dj1, . . . , djn) ∈ Zn≥0 oraz xDj = x
dj1
1 · x

dj2
2 · · ·x

djn
n . Sto-

pie« wielomianu f jak wy»ej to deg f := max {
∑
Dj | j ∈ {1, . . . , n}}. Wie-

lomiany mo»na mno»y¢ i skªada¢, np., je±li f, g1, . . . , gn ∈ K[x1, . . . , xn], to
f(g1, . . . , gn) te» jest elementem K[x1, . . . , xn]. Permutacja zbioru {1, . . . , n}
to bijekcja σ : {1, . . . , n} → {1, . . . , n}. Wielomian f ∈ K[x1, . . . , xn] jest
symetryczny, je±li dla dowolnej permutacji σ mamy

f(x1, . . . , xn) = f(xσ(1), . . . , xσ(n)).

Polecenie 1. Poka», »e je±li f ∈ K[x1, x2, . . . , xn] jest wielomianem
symetrycznym, to istnieje dokªadnie jeden wielomian g ∈ K[x1, x2, . . . , xn],
taki, »e

f(x1, x2, . . . , xn) = g(S1, S2, . . . , Sn),

gdzie Sk jest k-tym elementarnym wielomianem symetrycznym:

Sk =
∑

I ⊂ {1, . . . , n} ,
#I = k

∏
i∈I

xi.

Polecenie 2. Zaªó»my, »e K = R, lub K = C. Znajd¹ odwzorowanie
ci¡gªe �na� φ : Kn → Kn, takie, »e dla ka»dego x = (x1, . . . , xn) mamy:

φ−1(y) =
{

(xσ(1), . . . , xσ(n)) | σ jest permutacj¡ {1, . . . , n}
}
,

gdzie y := φ(x).

Zadanie 56 (zaproponowane przez pana Wojciecha Zwoli«skiego). Znajd¹
wszystkie liczby zespolone z ∈ C, takie, »e

sin(πz) = πz
∞∏
n=1

(
1− z2

n2

)
.
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Zadanie 57. Dla p ∈ [1,∞) de�niujemy odlegªo±¢ w sensie `p dwóch punk-
tów x = (x1, . . . , xn) i y = (y1, . . . , yn) w Rn:

ρ`p(x, y) =

(
n∑
i=1

|xi − yi|p
) 1

p

.

Je±li p =∞, to
ρ`∞(x, y) = max |xi − yi|.

Poka», »e dla ka»dego x, y ∈ Rn mamy

lim
p→∞

ρ`p(x, y) = ρ`∞(x, y).

Poka», »e (dla dowolnego p ∈ [1,∞]) speªniony jest warunek trójk¡ta:

ρ`p(x, y) + ρ`p(y, z) ≥ ρ`p(x, z).

Zadanie 58. n-wymiarowa kula otwarta (w sensie `p) o ±rodku w x ∈ Rn i
o promieniu r, to zbiór

B`p(x, r) :=
{
y ∈ Rn | ρ`p(x, y) < r

}
.

Narysuj i wyobra¹ sobie kule dla niektórych warto±ci p, n, np:

• n = 1,

• n = 2 oraz: p = 1 lub p ∈ (1, 2), lub p = 2, lub p ∈ (2,∞), lub p =∞,

• n = 3 oraz: p = 1 lub p = 2 lub p =∞,

• . . .

Zadanie 59. Podzbiór U ⊂ Rn jest otwarty (w sensie `p), je±li dla ka»dego
x ∈ U istnieje ε > 0 takie, »e B`p(x, ε) ⊂ U . Poka», »e otwarto±¢ nie zale»y
od wyboru p, czyli dla dowolnych p, q ∈ [1,∞] zbiór U ⊂ Rn jest otwarty w
sensie `p wtedy i tylko wtedy, gdy jest otwarty w sensie `q. W tej sytuacji
mówimy, »e U jest otwarty.

Zadanie 60. Niech A ⊂ Rn b¦dzie podzbiorem. Odwzorowanie φ : A→ Rm

jest ci¡gªe (w sensie `p), je±li

∀x∈A∀ε>0∃δ>0∀y∈A ρ`p(x, y) ≤ δ =⇒ ρ`p(φ(x), φ(y)) ≤ ε.

Poka», »e φ jest ci¡gªe, wtedy i tylko wtedy, gdy dla ka»dego otwartego
U ⊂ Rm przeciwobraz φ−1(U) = V ∩A, gdzie V ⊂ Rn jest otwarty. (Mówimy,
»e przeciwobraz jest otwarty w A.) W szczególno±ci, ci¡gªo±¢ nie zale»y od
wyboru p.
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Zadanie 61. Podzbiór A ⊂ Rn jest domkni¦ty, je±li jego dopeªnienie Rn \A
jest otwarte, czyli dla ka»dego x ∈ A oraz ε ≥ 0 mamy B`p(x, ε) ∩ A 6= ∅ (p
mo»emy wybra¢ dowolne).

Podzbiór A ⊂ Rn jest ograniczony, je±li istnieje M ∈ R, M > 0, takie, »e
A ⊂ [−M,M ]n, czyli moduª ka»dej wspóªrz¦dnej dowolnego punktu A jest
ograniczony przez wspóln¡ staª¡ M .

Niech A b¦dzie podzbiorem Rn (wariant �minimum� zadania : n = 1).
Poka», »e nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

(i) A jest domkni¦ty i ograniczony.

(ii) Dla dowolnego ci¡gu xk punktów z A, istnieje podci¡g wybranych ele-
mentów xnk (gdzie limk→∞ nk = ∞) zbie»ny do pewnego x ∈ A. (O
przestrzeni speªniaj¡cej ten warunek mówimy, »e jest ci¡gowo zwarta.)

(iii) Je±li I jest pewnym (by¢ mo»e niesko«czonym) zbiorem indeksów, oraz
dla ka»dego i ∈ I mamy otwarty Ui ⊂ Rn, takie »e

A ⊂
⋃
i∈I

Ui,

to istnieje sko«czenie wiele i1, . . . , im ∈ I, takich, »e

A ⊂ Ui1 ∪ Ui2 ∪ · · · ∪ Uim .

(Ten warunek w skrócie wyra»amy �z ka»dego pokrycia otwartego mo»na
wybra¢ podpokrycie sko«czone�. Jest to jeden z dwóch warunków,
de�niuj¡cych bardzo wa»ne poj¦cie zwarto±ci przestrzeni topologicz-
nych. Drugi warunek (warunek Hausdor�a (T2)) jest automatycznie
speªniony dla podzbiorów Rn).

(Zadanie jest cz¦±ci¡ wi¦kszej teorii topologicznej: Przestrze« zwarta jest
ci¡gowo zwarta; przestrze« metryczna jest zwarta wtedy i tylko wtedy, gdy
jest ci¡gowo zwarta; w przestrzeni Rn podzbiór jest zwarty wtedy i tylko
wtedy, gdy jest domkni¦ty i ograniczony.)

Zadanie 62. Poka», »e U ⊂ R jest otwarty, wtedy i tylko wtedy, gdy jest co
najwy»ej przeliczaln¡ sum¡ rozª¡cznych przedziaªów i póªprostych:

U =
N⋃
i=1

(ai, bi),

gdzieN ∈ {0}∪N∪{∞} oraz · · · < ai < bi < ai+1 < bi+1 < · · · (dopuszczamy
a0 = −∞ oraz bN = +∞).
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Zadanie 63. Dla podzbiorów A ⊂ Rn i B ⊂ Rm odwzorowanie φ : A → B
jest izometri¡ (dla metryk `p na A i `q na B), je±li dla ka»dych x, y ∈ A
mamy

ρ`q(φ(x), φ(y)) = ρ`p(x, y).

Poka», »e izometria jest odwzorowaniem ci¡gªym i ró»nowarto±ciowym.

Zadanie 64. Odwzorowanie φ : A→ B jest homeomor�zmem, je±li jest ci¡-
gªe, bijekcj¡, oraz odwzorowanie odwrotne jest ci¡gªe.

Niech A ⊂ Rn b¦dzie podzbiorem domkni¦tym i ograniczonym. Poka»,
»e ka»da izometria φ : A→ A jest homeomor�zmem.

Zadanie 65. Je±li U ⊂ R jest podzbiorem otwartym, x0 ∈ U , a f : U →
R jest pewn¡ funkcj¡, to ró»niczk¡ funkcji f w x0 nazywamy nast¦puj¡c¡
granic¦ (o ile istnieje i jest sko«czona):

f ′(x0) = f (1)(x0) =
df

dx
(x0) = lim

t→0

f(x0 + t)− f(x0)

t
.

Je±li ró»niczka w x0 istnieje, to f jest ró»nicznowalna w x0.

(i) Poka», »e je±li f jest ró»niczkowalna w punkcie x, to jest ci¡gªa w
punkcie x. Oczywi±cie, odwrotne stwierdzenie nie zachodzi.

(ii) Poka» przykªad funkcji f : R→ R, która jest ró»niczkowalna w punkcie
0, ale nigdzie indziej.

(iii) Czy istnieje funkcja ci¡gªa f : R→ R, która nie jest ró»niczkowalna w
»adnym punkcie?

Oznaczamy f (i+1) := (f (i))′ (o ile istnieje). Ewentualnie f ′′ := f (2), f ′′′ :=
f (3).

Zadanie 66. Dla zbioru otwartego U ⊂ R, funkcja f : U → R jest klasy C0

(piszemy f ∈ C0(U,R), lub f ∈ C0(U), lub f ∈ C0), je±li f jest ci¡gªa na U .
Dla i ∈ N, funkcja f jest klasy Ci, je±li f ′ ∈ Ci−1.
Funkcja f jest klasy C∞, je±li f ∈ Ci dla ka»dego i ∈ N ∪ {0}.
Podaj przykªad niezerowej funkcji f : R→ R klasy C∞, dla której znikaj¡

warto±¢ oraz wszystkie ró»niczki w 0:

0 = f(0) = f ′(0) = f ′′(0) = · · · = f (i)(0) = · · · .

Zadanie 67 (27 linii na kubice). Niech S b¦dzie zespolon¡ powierzchni¡
stopnia 3 w C3 (kubik¡). To znaczy wybieramy wielomian F (x, y, z) stopnia
3 o wspóªczynnikach zespolonych w trzech zmiennych, nast¦pnie de�niujemy:

S :=
{

(x, y, z) ∈ C3 | F (x, y, z) = 0
}
.
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Nale»y zaªo»y¢, »e �F jest wystarczaj¡co ogólne�. Intucyjnie, je±li np we¹-
miemy F = x3, lub F = (ax + by + cz)2(a′x + b′y + c′z), to S jest �maªo
ciekawe�. Formalnie, powiedzenie, »e �wªasno±¢ P (F ) zachodzi dla wystar-
czaj¡co ogólnego wielomianu F stopnia ≤ 3� oznacza, »e w zbiorze wszyst-
kich wielomianów stopnia ≤ 3 (jest to po prostu C20), istnieje otwarty g¦sty
podzbiór U , taki, »e P (F ) zachodzi dla ka»dego F ∈ U .

Poka», »e wystarczaj¡co ogólna kubika zawiera dokªadnie 27 prostych
zespolonych, czyli obrazów ró»nowarto±ciowego odwzorowania a�nicznego
C→ C3.

Wariant by¢ mo»e ciut prostszy (przynajmiej ªatwiej sobie wyobrazi¢):
We¹my F = x3 + y3 + z3 +w3− (x+ y+ z+w)3, gdzie w = ax+ by+ cz+ d,
a, b, c, d ∈ R i (a, b, c, d) s¡ wystarczaj¡co ogólne. Poka», »e{

(x, y, z) ∈ R3 | F (x, y, z) = 0
}

zawiera dokªadnie 27 prostych rzeczywistych.

Zasadnicze Twierdzenie Algebry:

Ka»dy wielomian jednej zmiennej o wspóªczynnikach w C ma pierwiastek
w C.

Dowód zasadniczego Twiedzenia Algebry nie jest banalny. Potrzebne jest
u»ycie aksjomatu ci¡gªo±ci dla R. W trakcie studiów poznacie co najmniej
kilka istotnie ró»nych dowodów.

Wnioski:

1) Ka»dy wielomian jednej zmiennej o wspóªczynnikach w C ma rozkªad
na sko«czony iloczyn czynników liniowych.

2) Ka»dy wielomian jednej zmiennej o wspóªczynnikach w R ma rozkªad
na sko«czony iloczyn czynników liniowych i kwadratowych (o wspóªczynni-
kach w R), gdzie czynniki kwadratowe nie maj¡ pierwiastków rzeczywistych.

(W wolnej chwili mo»na sprawdzi¢, czy na pewno wiemy jak si¦ dowodzi
wnioski.)

Zadanie 68. Zakªadaj¡c Zasadnicze Twierdzenie Algebry poka», »e:

(i) dowolna funkcja wymierna p(x)
q(x)

o wspóªczynnikach w C ma rozkªad na
sko«czon¡ sum¦:

p(x)

q(x)
= w(x) +

a1

(b1x+ c1)n1
+ · · ·+ ak

(bkx+ ck)nk
,

gdzie ai, bi, ci ∈ C, ni ∈ N, a w(x) jest wielomianem o wspóªczynnikach
zespolonych.
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(ii) dowolna funkcja wymierna p(x)
q(x)

o wspóªczynnikach w R ma rozkªad na
sko«czon¡ sum¦:

p(x)

q(x)
= w(x) +

a1

(b1x+ c1)n1
+ · · ·+ ak

(bkx+ ck)nk

+
d1x+ e1

(f1x2 + g1x+ h1)m1
+ · · ·+ dlx+ el

(flx2 + glx+ hl)ml

gdzie ai, . . . , hi ∈ R, ni,mi ∈ N oraz fix
2 + gix+hi nie maj¡ pierwiast-

ków w R, a w(x) jest wielomianem o wspóªczynnikach rzeczywistych.

Zadanie 69. U»ywaj¡c rozkªadów z Zadania 68 podaj eleganckie warunki
przy których jeste±my w stanie policzy¢

∞∑
n=n0

p(n)

q(n)
.

Sumowanie zaczynamy od dostacznie du»ego n0. Zakªadamy, »e p(x)
q(x)

jest
funkcj¡ wymiern¡ o wspóªczynnikach w C lub R.

Zadanie 70 (Caªkowanie funkcji wymiernych). Funkcja pierwotna funkcji
f(x), to taka funkcja F (x), »e F ′ = f .

(i) Znajd¹ funkcj¦ pierwotn¡ a
bx+c

, dla a, b, c ∈ R.

(ii) Znajd¹ funkcj¦ pierwotn¡ dx+e
fx2+gx+h

dla d, e, f, g, h ∈ R, takich, »e fx2 +
gx+ h nie ma pierwiastków rzeczywistych.

(iii) U»ywaj¡c rozkªadów z Zadania 68 znajd¹ funkcj¦ pierwotn¡ dowolnej
funkcji wymiernej o wspóªczynnikach rzeczywistych.

Zadanie 71. De�niujemy przestrze« lp jako zbiór tych ci¡gów (an), takich,
»e

∞∑
n=1

|an|p <∞,

oraz l∞ jako przestrze« wszystkich ci¡gów ograniczonych. Poka», »e dla
p, p′ ∈ [1,∞] mamy lp ⊂ lp′ wtedy i tylko wtedy, gdy p ≤ p′.

Zadanie 72. Zaªó»my, »e mamy ci¡gi A = (an), B = (bn) nale»¡ do lp. Czy

lim
q→∞

ρlq(A,B) = ρl∞(A,B)?

Zadanie 73 (Zbiory otwarte w lp). Ustalmy p, p′ ∈ [1,∞] takie, »e p ≤ p′.
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(i) Zaªó»my, »e U ⊂ lp jest zbiorem otwartym. Czy istnieje otwarty pod-
zbiór U ′ ⊂ lp′ , taki, »e U = U ′ ∩ lp.

(ii) Zaªó»my, »e U ′ ⊂ lp′ jest zbiorem otwartym. Czy U = U ′ ∩ lp jest
otwarty w lp?

Zadanie 74. Zaªó»my, »e A ⊂ Rn jest podzbiorem domkni¦tym i ograniczo-
nym. Udowodni¢, »e ka»da izometria φ : A → A ma punkt staªy (to znaczy
taki, »e φ(x) = x), lub poda¢ przykªad izometrii, która takiego punktu nie
ma.

Zadanie 75. Rozstrzygnij, czy nast¦puj¡ce szeregi s¡ zbie»ne:

(i)
∑∞

n=1
16+(−2)n

n2n

(ii)
∑∞

n=1

√
n2−1√
n5+1

(iii)
∑∞

n=1
1−e−n logn

n

(iv)
∑∞

n=1
logn
n2

(v)
∑∞

n=1
1
n

tg π
n
.

Zadanie 76. Rozstrzygnij, dla jakich q ∈ (0,∞) szereg

∞∑
n=1

1

(n2 + n)q

jest zbie»ny.

Zadanie 77. Oznaczmy przez Pk zbiór {0, k, 2k, . . . }. Oblicz

lim
x→∞

e−x
∑
n∈Pk

xn

n!
.

Zadanie 78. Poka», »e
∞∑
n=1

1

xn
=

1

10
,

gdzie {xn | n = 1, 2, 3, · · · } jest zbiorem dodatnich rozwi¡za« równania tg x =
x.

Zadanie 79. Poda¢ przykªad szeregu o wyrazach dodatnich, który jest zbie»ny,
ale nie speªnia warunku limn→∞ nan = 0.
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Zadanie 80. Niech an b¦dzie takim malej¡cym ci¡giem o wyrazach nieujem-
nych, »e szereg

∑∞
n=1

an
n

jest rozbie»ny. Niech ponadto

bn = min

{
an,

1

lnn

}
, n > 1.

Udowodnij, »e szereg
∑∞

n=1
bn
n
te» jest rozbie»ny.

Zadanie 81. Zbadaj zbie»no±¢ oraz bezwzgl¦dn¡ zbie»no±¢ szeregów:

(i)
∑∞

n=1(−1)n(e− (1 + 1
n
)n),

(ii)
∑∞

n=1(−1)n(e− (1 + 1
n
)n+1)

Zadanie 82. Niech an b¦dzie rosn¡cym ci¡giem o wyrazach dodatnich. Udo-
wodnij, »e dla dowolnego α > 0 szereg

∞∑
n=1

an+1 − an
an+1aαn

jest zbie»ny.

Zadanie 83. Zbadaj zbie»no±¢ szeregu
∑∞

n=1 an, gdzie:

a1 = 1, an+1 = cos an, dla n ∈ N.

Zadanie 84 (nierówno±¢ Carlemana). Je±li an jest ci¡giem liczb dodatnich,
to

∞∑
n=1

n
√
a1 · · · an < e

∞∑
n=1

an.

Zadanie 85. Zbadaj zbie»no±¢ szeregu
∑∞

n=1(−1)n (lnn)a

nb
w zale»no±ci od

parametrów a, b > 0.

Zadanie 86. Zaªó»my, »e f jest tak¡ dodatni¡ funkcj¡ malej¡c¡ do zera
w przedziale (0,+∞), »e nf(n) jest ci¡giem rosn¡cym rozbie»nym do +∞.
Niech S b¦dzie sum¡ szeregu

∑∞
n=1(−1)n−1f(n). Znajd¹ takie przestawienie

wyrazów tego szeregu, aby jego suma byªa równa S + l, gdzie l jest dowolnie
zadan¡ liczb¡ rzeczywist¡.

Dla przykªadu, znajd¹ takie przestawienie wyrazów szeregu
∑∞

n=1(−1)n−1 1

n
1
2
,

tak aby suma powi¦kszyªa sie o 1.
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Zadanie 87. Niech pn b¦dzie ci¡giem kolejnych liczb pierwszych wi¦kszych
ni» 1. Udowodnij wzór Eulera:

∞∏
n=1

(
1− 1

pxn

)−1

=
∞∑
n=1

1

nx
dla x > 1.

Zadanie 88. Zbada¢ liczb¦ pierwiastków równania ax = loga x, gdzie a > 0,
a 6= 1.

Zadanie 89. Rozwi¡za¢ równanie (sinx)
1
2 + (cosx)

1
2 = t.

Zadanie 90. Zaªó»my, »e ci¡g an jest zbie»ny do zera. Poka», »e szeregi∑
an,

∑
(an + an+1)

s¡ jednocze±nie zbie»ne b¡d¹ jednocze±nie rozbie»ne.

Zadanie 91. Wyka», »e szereg
∑ cosn sin(na)

n
jest zbie»ny dla ka»dego a ∈ R.

Zadanie 92. Udowodnij, »e wielomiany Pn zde�nionwane rekurencyjnie wzo-
rami P0 = 1, P1 = x + 1, Pn+1 = Pn + xPn−1 (dla n ≥ 1) maj¡ wszystkie
pierwiastki rzeczywiste.

Zadanie 93. Funkcja f jest ci¡gªa na przedziale [0, n], n ∈ N i speªnia
warunek f(0) = f(n). Poka», »e równanie f(x) = f(y) ma co najmniej n
ró»nych rozwi¡za« takich, »e x− y jest liczb¡ naturaln¡.

Zadanie 94. Funkcja f : R \ {0} → R speªnia dla ka»dego a ∈ R warunek
limn→∞ f( a

n
) = 0. Czy istnieje limx→0 f(x)?

Zadanie 95. Poka», »e je±li homeomor�zm f : R → R speªnia dla pewnego
n ∈ N i ka»dego x ∈ R warunek fn(x) = x, to f 2(x) = x.

Zadanie 96. Znajd¹ wszystkie funkcje f : R→ R maj¡ce wªasn±¢ Darboux
takie, »e dla pewnego m ≥ 1 mamy fm(x) = −x, dla wszystkich x.

Zadanie 97. Funkcja f : R→ R jest malej¡ca i ci¡gªa. Udowodnij, »e:

(i) istnieje jedyny punkt staªy f ,

(ii) zbiór {x : f 2(x) = x} jest niesko«czony, lub ma nieparzyst¡ ilo±¢ ele-
mentów.

Dla ustalonego n > 2 zbada¢ struktur¦ zbioru {x : fn(x) = x}.
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Zadanie 98. Funkcja f : K → K jest ci¡gªym odwzorowaniem zbioru zwar-
tego K ⊂ R w siebie. Punkt x0 ∈ K ma nast¦puj¡c¡ wªasno±¢: ka»dy punkt
skupienia ci¡gu iteracji fn(x0) jest punktem staªym f . Poka», »e ci¡g fn(x0)
jest zbie»ny.

Podaj przykªad, »e dla zwartych podzbiorów pªaszczyzny powy»szy fakt
nie jest prawdziwy.

Zadanie 99. Dla ograniczonej funkcji f : [0, 1]→ R de�niujemy funkcj¦:

Sf(x) = lim
ε→0

(sup {|f(y)− f(z)| | |x− z| < ε, |x− y| < ε}) .

Udowodnij, »e:

(i) Sf jest póªci¡gªa z góry, czyli dla ka»dego x0 ∈ [0, 1] mamy lim supx→x0 Sf(x) ≤
x0.

(ii) f jest ci¡gªa w x0 wtedy i tylko wtedy, gdy Sf(x0) = 0,

(iii) S3 = S2.

Zadanie 100. Czy funkcja

f(x) =

{
sin
(

1
x

)
dla x 6= 0,

0 dla x = 0,

jest pochodn¡ pewnej funkcji F?

Zadanie 101. Czy istnieje funkcja ró»niczkowalna f : R→ R taka, »e f(Q) ⊂
Q i f(Q) ⊂ R \Q?

Zadanie 102. Mówimy, »e funkcje f, g : R → R s¡ podobne, je±li istnieje
bijekcja h taka, »e f = h−1 ◦ g ◦ h. Czy funkcje sinx i cosx s¡ podobne?
Kiedy funkcje x2 i x2 + ax+ b s¡ podobne?

Zadanie 103 (Póªci¡gªo±¢). De�niujemy póªci¡gªo±¢ funkcji f : X → R (X
mo»e by¢ podzbiorem R lub Rn, lub przestrzeni¡ metryczn¡, lub ew. topo-
logiczn¡, jednak w tym ostatnim przypadku trzeba by¢ ostro»nym z de�ni-
cjami):

• f jest póªci¡gªa z góry w punkcie x0, je±li lim supx→x0 f(x) ≤ f(x0).

• f jest póªci¡gªa z doªu w punkcie x0, je±li lim infx→x0 f(x) ≥ f(x0).
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[Zrobione] Poka», »e f jest póªci¡gªa z góry (w ka»dym punkcie) wtedy i
tylko wtedy, gdy f−1(−∞, α) = {x ∈ X | f(x) < α} jest otwarty dla ka»dego
α ∈ R. (I analogicznie, dla (�≥�; domkni¦ty), oraz dla póªci¡gªej z doªu).

[Zostaªo tylko dla rz¦du macierzy] Poka» odpowiedni¡ póªci¡gªo±¢: rz¦du
macierzy, (wi¦c te» wymiaru j¡dra i obrazu ci¡gªej rodziny odwzorowa« li-
niowych), liczby pierwiastków wielomianu (bez krotno±ci), funkcji charakte-
rystycznych zbiorów otwartych i domkni¦tych.

Sformuªuj i poka» twierdzenie Bolzano-Weierstrassa dla funkcji póªci¡-
gªych na zbiorach zwartych (przyjmowanie warto±ci odpowiednio maksymal-
nych i minimalnych).
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