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Zadanie 18. Naszkicuj wykres funkcji f . W tym celu znajd¹ przedziaªy mo-
notoniczno±ci oraz wypukªo±ci lub wkl¦sªo±ci funkcji f ; jej lokalne ekstrema i
punkty przegi¦cia, asymptoty pionowe, poziome oraz uko±ne, granice funkcji
f w ko«cach przedziaªów skªadaj¡cych si¦ na jej dziedzin¦; wyja±nij, w jakich
punktach funkcja ma pochodn¡ sko«czon¡, w jakich niesko«czon¡, a w jakich
w ogóle jej nie ma; znajd¹ granice pochodnej w ko«cach przedziaªów skªa-
daj¡cych si¦ na jej dziedzin¦. Wykres funkcji powinien uwzgl¦dnia¢ wyniki
oblicze«! Zakªadamy, »e dziedziny funkcji s¡ tak dobrane, »e operacje de�-
niuj¡ce funkcj¦ s¡ wykonalne oraz »e dziedziny s¡ maksymalnymi zbiorami o
tej wªasno±ci. Pierwiastki stopnia nieparzystego s¡ okre±lone dla wszystkich
liczb rzeczywistych x.

a) f(x) = 2x4 − 8x3 + 9x2, b) f(x) =
3

√
x2

x+ 1
, c) f(x) = sin x sin 3x.

(Punkt a zrobiony 15.03, punkt b pisemnie na 22.03)

Zadanie 19. Rozwi« funkcj¦ f w szereg pot¦gowy o ±rodku w punkcie p:

a) f = sin2 x, p = 0, b) f = ex, p = 1, c) f(x) =
1

(1− x)3
, p = 0

d) f = sinx, p = π, e) f = x sinx, p = 0.

(Punkt c zrobiony 15.03)

Zadanie 20. Niech F (x) = 1
1−x

1
1−x2

1
1−x5 . Niech M = 1

1000!
d1000F
dx1000

(0). Wyka»,
»eM jest liczb¡ sposobów, na jakie mo»na rozmieni¢ 1000 zªotych na monety
1, 2 i 5 zªotowe.

Zadanie 22. Niech f : R → R b¦dzie dwukrotnie ró»niczkowalna. Dla i =
0, 1, 2 niech Mi = supx∈R |f (i)(x)| (powszechnie przyj¦ta konwencja jest taka,
»e f (0) = f). Przypu±¢my, »e M0,M1,M2 < ∞. Udowodnij, »e M2

1 ≤
2M0M2.

1



Zadanie 25. Zaªó»my, »e f jest funkcj¡ ró»niczkowaln¡ tyle razy ile nam
potrzeba. Poka», »e:

lim
h→0

=
f(x+ 3h)− 3f(x+ 2h) + 3f(x+ h)− f(x)

h3
= f ′′′(x).

(trudniejsza cz¦±¢ zadania) Zaªó»my, »e f ′′′(x) istnieje. Jakie s¡ inne mi-
nimalne zaªo»enia o ró»niczkowalno±ci f , tak »eby powy»sza równo±¢ zacho-
dziªa? Podaj odpowiednie kontrprzykªady, je±li jaka± cz¦±¢ tych minimalnych
zaªo»e« nie jest speªniona.

Zadanie 26. Poka», »e

1 +
1

2
x− 1

8
x2 <

√
1 + x < 1 +

1

2
x− 1

8
x2 +

1

16
x3 dla x > 0.

Zadanie 27. Zbadaj ró»niczkowalno±¢ funkcji:

f(x) =

{
1

x ln 2
− 1

2x−1 dla x 6= 0,
1
2

dla x = 0.

Zadanie 36. Które z funkcji x sin 1
x
, e−

1
x , lnx, ctg x, ex, e

1
x , cosx · cos π

x
s¡

jednostajnie ci¡gªe na przedziale (0, 1)?

Zadanie 37. Które z funkcji
√
x, sin2 x, ex, sin(sinx), sin(

√
x), esin(x

2) s¡
jednostajnie ci¡gªe na przedziale [0,∞)? (druga i czwarta zrobione 22.03)

Zadanie 38. Niech f : [0,∞)→ R b¦dzie funkcj¡ jednostajnie ci¡gª¡. Poka»,
»e istnieje takie M > 0, »e dla wszystkich x ≥ 0 prawdziwa jest nierówno±¢

sup
u>0
{|f(x+ u)− f(u)|} ≤M(x+ 1).

Zadanie 39. Zbadaj zbie»no±¢ jednostajn¡ na przedziale [0, 1] nast¦puj¡cych
ci¡gów funkcyjnych:

a)fn(x) =
1

1 + (nx− 1)2
, b)fn(x) =

x2

x2 + (nx− 1)2
,

c)fn(x) = xn(1− x), d)fn(x) = nxn(1− x),

e)fn(x) = n3xn(1− x)4, f)fn(x) =
1

1 + xn
.

(punkt c zrobiony 22.03)
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