Zadania

22 stycznia 2016

Zadanie 1. Pokaz, ze dla dowolnych liczb zespolonych zi,..., z, istnieje
zbior B C {1,...,n}, taki, ze

S

keB

n
2 7T_1 Z |Zk’
k=1

Wskazéwka. Zadanie pochodzi ze zbioru Biler-Witkowski, zadanie nr 1.86.
Wskazowka /odpowiedz tam zamieszczona brzmi: “Ustawié¢ liczby

217"'7Zn7_(21+"'+2n)

w cigg o rosnacych argumentach. Poréwnaé obwod i $rednice wyznaczonego
przez nie wielokata.”

Zadanie 2. Jakie warunki musza spetnia¢ ciagi a, i b,, aby istnialy stale A
i B, AB # 0 takie, ze ciag Aa, + Bb, jest zbiezny?

Wskazoéwka. Zadanie 2.92, Biler-Witkowski. Odpowiedz: a,, = Pb, + Q) +
o(1), gdzie P i @ sa stale, a o(1) oznacza pewien ciag zbiezny do 0.

Zadanie 3. Niech a, bedzie ciagiem, ktorego wyrazy spelniaja nastepujace
warunki:
0<a,<1dlanéeN oraz a; # 0.

Niech ponadto
Sn:a1+"'+an7 Tn:SI++Sn

Pokaz, ze szereg
oo
CL?L

Ta
n=1""

jest zbiezny, gdy zachodzi jeden z przypadkow:
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o o> %;
e o > ( oraz szereg > a, jest zbiezny.
Zadanie 4. Pokaz, ze jesli ag =11
an =a|z2) +ajz)+azy,

to
a, 12

m =
n—oo N lOg 432

Wskazéwka. Zadanie pochodzi ze zbioru Biler-Witkowski, zadanie nr 2.66.
Wskazowka tam zamieszczona zaczyna sie od: “Mozna pokazaé, ze

(r+s+1)!
=1 + 2 Z r's‘t'
gdzie sumowanie przebiega po r, s, t naturalnych takich, ze 2"3%6' < n.” Do-
datkowo, mozna zauwazy¢, jaki zwigzek ma z liczbami 2, 31 6:

Tog 172
12 32-1)+3B8-1)+5(6-1)
log432  Lllog2+ Llog3+ ilog6

Zobacz tez rozwigzanie tu: https://www. jstor.org/stable/26902397seq=
2#tpage_scan_tab_contents strony 7-8 (dostep z Wydziatu).

Zadanie 5. Dla z € C, |z| # 1 obliczy¢:
1 <~ sine?min
lim =S S
D B

Zadanie 6. Dla o € C okreslmy funkcje ¢,: C — C? wzorem ¢,(z) =
(€%, e**). Opisz domkniecie obrazu ¢, w zaleznosci od parametru a:

e dla a € mQ,
e dlaaen(R\Q),
o dlaae C\R
Wskazéwka. Przedstaw ¢, jako zlozenie C 3 R? x (Rmod 27)2 3 C2,
gdzie pierwsze odwzorowanie przeksztalca
2 i (2) = (€%, %) Szmod 27, S(az) mod 2n)

a drugie ' '
(@1, 22, Y1, Y2) = Yo(21, T2, Y1, Y2) = (1", 22€™2).

Pokaz, 7ze jest mocna zalezno§é miedzy 1o(A) a 1) (A).



https://www.jstor.org/stable/2690239?seq=2#page_scan_tab_contents
https://www.jstor.org/stable/2690239?seq=2#page_scan_tab_contents

Zadanie 7 (o wielomianach symetrycznych). Wstep. Niech K[z, o, ..., z,]
oznacza zbior wielomianéw wielu zmiennych x4, ..., x, o wspolczynnikach w
ciele K. Czyli K[z, zo,...,x,] to (nieskoriczenie wymiarowa) przestrzen li-
niowa nad K sktadajaca si¢ z elementow:

k
f=flz,...,z,) = ZajxDj,
j=1
gdzie a; € K, D; = (dj1,...,djn) € Z%, oraz x"i = 2P Pl Sto-
pien wielomianu f jak wyzej to deg f :==max{>_ D; |7 € {1,...,n}}. Wie-
lomiany mozna mnozy¢ i sktadaé¢, np., jesli f,g1,...,9, € Klxy,...,z,], to
f(g1,. .., gn) tez jest elementem K[z, ..., x,]. Permutacja zbioru {1,...,n}

to bijekcja o: {1,...,n} — {1,...,n}. Wielomian f € K|xy,...,z,] jest
symetryczny, jesli dla dowolnej permutacji ¢ mamy

f(l.la SR 7xn) = f($0(1)7 s 7xo(n))-

Polecenie 1. Pokaz, ze jesli f € Klxy,xa,...,x,] jest wielomianem
symetrycznym, to istnieje dokladnie jeden wielomian g € Kz, zo, ..., z,],
taki, ze

f(xlax% s 7xn) = g(ShSQ’ ce '7Sn)7

gdzie Sk jest k-tym elementarnym wielomianem symetrycznym:

Sk = Z sz

Ic{1,....n},

#I =k
Polecenie 2. Zalozmy, ze K = R, lub K = C. ZnajdZ odwzorowanie
ciagte “na” ¢: K" — K", takie, ze dla kazdego x = (x1, ..., x,) mamy:

¢ y) = {(%(1), o Zo@my) | O jest permutacjy {1,... ,n}} ,
gdzie y := ¢(x).

Zadanie 8 (zaproponowane przez pana Wojciecha Zwolinskiego). Znajdz
wszystkie liczby zespolone z € C, takie, ze

o0 2
. z
sin(rz) = 7z H (1 — ﬁ) :
n=1
Zadanie 9. Odwzorowanie ¢: A — B jest homeomorfizmem, jesli jest ciagte,
bijekcja, oraz odwzorowanie odwrotne jest ciggte.
Niech A C R" bedzie podzbiorem domknietym i ograniczonym. Pokaz,
ze kazda izometria ¢: A — A jest homeomorfizmem.



Wskazowka. Korzystaj uparcie z kryterium zwartosci: podzbior R” jest
domkniety i ograniczony, wtedy i tylko wtedy, gdy z kazdego pokrycia otwar-
tego mozna wybraé podpokrycie skonczone. Poza tym, pokaz (lub raczej za-
uwaz przy wykorzystaniu powyzszego), ze obraz (przy funkcji ciaglej) zbioru
domknietego i ograniczonego, jest domkniety i ograniczony.

Zadanie 10. Jesli U C R jest podzbiorem otwartym, xqg € U, a f: U —
R jest pewng funkcja, to rdzniczkq funkcji f w xg nazywamy nastepujaca
granice (o ile istnieje i jest skonczona):

df . flxo+1) — f(wo)
n .

! = (1) = — =
f(@o) = (o) dr € 11_1%
Jesli rozniczka w z( istnieje, to f jest roznicznowalna w xy. Czy istnieje
funkcja ciagta f: R — R, ktora nie jest rozniczkowalna w zadnym punkcie?

Zadanie 11 (27 linii na kubice). Niech S bedzie zespolona powierzchnig
stopnia 3 w C? (kubika). To znaczy wybieramy wielomian F(x,y, z) stopnia
3 0 wspoélczynnikach zespolonych w trzech zmiennych, nastepnie definiujemy:

S::{(:my, )€ C?| Fla,y, 2) —0}

Nalezy zalozyé¢, ze “F jest wystarczajaco ogélne”. Intucyjnie, jesli np wez-
miemy F = 23, lub F = (ax + by + cz)*(d’x + 'y + '2), to S jest “malo
ciekawe”. Formalnie, powiedzenie, ze “wlasnos¢ P(F') zachodzi dla wystar-
czajaco ogbdlnego wielomianu F' stopnia < 3”7 oznacza, ze w zbiorze wszyst-
kich wielomian6w stopnia < 3 (jest to po prostu C?°), istnieje otwarty gesty
podzbior U, taki, ze P(F') zachodzi dla kazdego F' € U.

Pokaz, ze wystarczajaco ogdlna kubika zawiera doktadnie 27 prostych
zespolonych, czyli obrazéow réznowarto$ciowego odwzorowania afinicznego
C — C3.

Wariant by¢ moze ciut prostszy (przynajmiej tatwiej sobie wyobrazi¢):
Wezmy F = 23+ + 22 +w? — (v +y+ 2 +w)?, gdzie w = ax + by + cz +d,
a,b,c,d € Ri (a,b,c,d) sa wystarczajaco ogolne. Pokaz, ze

{(z,y,2) e R’ | F(z,y,2) = 0}

zawiera dokladnie 27 prostych rzeczywistych.

Wskazéwka. Referencje: 27 prostych na kubice jest to klasyczny wynik
z XIX-stego wieku Salmona i Cayleya. Kubika opisana réwnaniem powyzej
nazywa sie kubika Clebscha i charakteryzuje sie duza grupa symetrii (rola z,
Y, 2z, wi—(z+y+ 2+ w) jest taka sama i mozna je ze soba zamieniac).
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UAG Miles Reid, Undergraduate Algebraic Geometry, https://homepages.
warwick.ac.uk/staff/Miles.Reid/MA4A5/UAG.pdf, lub kopia papie-
rowa jest w bibliotece (Cambridge University Press)

Lazarus Simon Lazarus, Basic algebraic geometry and the 27 lines on a cu-
bic surface, http://math.uchicago.edu/ may/REU2014/REUPapers/
Lazarus.pdf

e historia jest opisana tutaj: http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/
HistTopics/Cubic_surfaces.html

Clebsch A. Clebsch, http://1link.springer.com/article/10.1007%2FBF01442599

Dla kubiki Clebscha, czyli F' = 23 +13° + 2% + w3 — (v +y + 2 +w)3, proste
sa opisane przez:

e r+y = z+w = 0 oraz permutacje (x,y,z,w,—(x +y + z + w)),
np. z— (r+y+z+w)=y+2z=0 (15 prostych);

e Niech ¢ bedzie prymitywnym pierwiastkiem piatego stopnia z 1. Wezmy
punkt v o wspotrzednych z = 1, y = &, 2 = &, w =&, —(zv +y +
z+w) = &* oraz punkt sprzezony v. Niech L¢ bedzie prosta zespolona
przechodzaca przez viv. Wtedy Ly := Lc NR? jest prosta rzeczywista
zawarta w S. Permutujac (z,y,z,w, —(z + y + 2z + w)) dostajemy 12
roznych prostych.

Dla ogolnej (dokladniej, dla gtadkiej (ang. smooth) lub raczej nieosobli-
wej, (ang. nonsingular)) kubiki trzeba sie bardziej napracowac, zeby zobaczy¢
istnienie 27 linii. W szczegdlnosci nie jest oczywiste pokazanie, ze w ogole
istnieje jakakolwiek linia na kubice. Zobacz np. dyskusja w [UAG, Prop 7.2,
pages 110-112].

Jak juz wiemy, ze istnieje jedna prosta, pokazujemy jak moga sie uklada¢
proste na kubice, np. przez dowolny ustalony punkt przechodza co najwyzej
trzy proste; kazda linia przecina dokladnie 10 innych prostych; istnieje roz-
laczna para prostych. Korzystajac z tych ukltadoéw pokazujemy teze. Cala
argumentacja nie jest banalna, ale nie zawiera bardzo trudnych krokoéw. Po-
jeciowo, wygodniej jest patrze¢ na powierzchnie S jako podzbioér trojwymia-
rowej przestrzeni rzutowej CP? oraz F jest wielomianem jednorodnym w
czterech zmiennych. Wtedy jedyne zatozenie jakie potrzebujemy, to nieoso-
bliwo$¢, nie musimy sie martwi¢, ze ktores proste znajda sie w nieskonczo-
nosci. Ponadto, warto wiedzie¢ co to jest przestrzen styczna do powierzchi
S w punktcie v € S. Jest to plaszczyzna w przestrzeni rzutowej opisana


https://homepages.warwick.ac.uk/staff/Miles.Reid/MA4A5/UAG.pdf
https://homepages.warwick.ac.uk/staff/Miles.Reid/MA4A5/UAG.pdf
http://math.uchicago.edu/~may/REU2014/REUPapers/Lazarus.pdf
http://math.uchicago.edu/~may/REU2014/REUPapers/Lazarus.pdf
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/HistTopics/Cubic_surfaces.html
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/HistTopics/Cubic_surfaces.html
http://link.springer.com/article/10.1007%2FBF01442599

rOwnaniem

T“S:{aﬁi() x+%—§(u)-y+a—F() z—l—g—i() wzo}.

(powierzchnia jest nieosobliwa, jesli dla kazdego v € S powyzsze rownanie
jest niezerowe, oczywiscie zaktadamy v # 0). Szczegoly sa zawarte na przy-
ktad w [UAG, Rozdzial 7|, lub w [Lazarus, Rozdzial 3.

Elementarne podejécie jest dosy¢ zmudne, ale za to jest dostepne dla
zainteresowanych studentéw poczatkowych etapow studidw. Zaawansowane
podejscie wymaga znajomosci geometrii algebraicznej oraz podstaw teorii
(ko)homologii (miedzy innymi teorii (—1)-krzywych i teorii przecieé na zwar-
tych gladkich powierzchniach zespolonych). Wtedy organiczenie gérne na
liczbe prostych bierze sie z obliczen w 7 wymiarowej kracie H*(S,Z) ~ 7"
drugich kohomologii S. Krata ta reprezentuje klasy réwnowaznosci kombina-
¢ji Z-liniowych krzywych zepolonych na S. Mamy naturalne odwzorowanie
dwuliniowe H?(S,Z) x H*(S,Z) — 7Z, ktore z grubsza opisuje w ilu punktach
przecinaja sie pary krzywych. Ograniczenie dolne (konstrukcja 27 prostych)
wynika z opisu kubiki jako rozdmuchanie CP? w 6 punktach: 6 prostych to
rozdmuchane punkty, 15 prostych to przeciwobrazy prostych w CP? prze-
chodzacych przez 2 z 65ciu puntkéw, a kolejne 6 prostych to przeciw obrazy
stozkowych przechodzacych przez dowolne 5 z szeSciu punktéow. Pokazanie,
ze kazda z tych krzywych jest prosta znowu sprowadza sie do tatwego obli-
czenia kohomologicznego.

Zadanie 12. Uzywajac rozkladow funkeji wymiernych na elementarne podaj
eleganckie warunki przy ktorych jesteSmy w stanie policzy¢

Sumowanie zaczynamy od dostacznie duzego ngy. Zakladamy, ze == jest

funkcja wymierng o wspotezynnikach w C lub R.
Zadanie 13. Zal6zmy, ze mamy ciagi A = (a,), B = (b,) naleza do [,. Czy

lim py, (A, B) = pi.. (A, B)?

q—00
Zadanie 14 (Zbiory otwarte w [,,). Ustalmy p,p’ € [1, oo] takie, ze p < p'.

(i) Zalozmy, ze U C [, jest zbiorem otwartym. Czy istnieje otwarty pod-
zbior U' C Ly, taki, ze U = U' N1,



(i) Zatézmy, ze U’ C Iy jest zbiorem otwartym. Czy U = U’ N, jest
otwarty w [,,7

Zadanie 15. Pokaz, ze
2 — A0
~ oy 10
gdzie {z, | n =1,2,3,- -} jest zbiorem dodatnich rozwiazan roéwnania tg x =
x.

Wskazowka. Zadanie 3.125 (Biler-Witkowski); zobacz http://www. jstor.
org/stable/2322346 (jest tam kilka istotnie roznych rozwiazan i dyskusja
o podobnych problemach).

Zadanie 16. Niech a, bedzie takim malejacym ciaggiem o wyrazach nieujem-
nych, ze szereg y @n jest rozbiezny. Niech ponadto

, 1
b, = mln{an,—} ,n> 1.
Inn

Udowodnij, ze szereg Y -, % tez jest rozbiezny.

Zadanie 17. Zalozmy, ze f jest taka dodatnia funkcja malejaca do zera
w przedziale (0, 4+00), ze nf(n) jest ciagiem rosnacym rozbieznym do -+oc.
Niech S bedzie suma szeregu » - (=1)""! f(n). Znajdz takie przestawienie
wyrazow tego szeregu, aby jego suma byla rowna S + [, gdzie [ jest dowolnie
zadang liczba rzeczywista.

Dla przyktadu, znajdz takie przestawienie wyrazow szeregu > -

n=1 Y

(1)

S
N =

tak aby suma powickszytla sie o 1.

Zadanie 18. Udowodnij, ze wielomiany P, zdefinionwane rekurencyjnie wzo-
rami Py =1, PP =2+ 1, P,y; = P, + 2P,_; (dla n > 1) maja wszystkie
pierwiastki rzeczywiste.

Zadanie 19. Funkcja f jest ciaglta na przedziale [0,n], n € N i spelnia
warunek f(0) = f(n). Pokaz, ze rownanie f(z) = f(y) ma co najmniej n
roznych rozwigzan takich, ze x — y jest liczba naturalna.

Zadanie 20. Funkcja f: K — K jest ciaglym odwzorowaniem zbioru zwar-
tego K C R w siebie. Punkt xy € K ma nastepujaca wtasnosé: kazdy punkt
skupienia ciagu iteracji f"(zo) jest punktem stalym f. Pokaz, ze ciag f™(x¢)
jest zbiezny.

Podaj przykiad, ze dla zwartych podzbiorow plaszczyzny powyzszy fakt
nie jest prawdziwy.


http://www.jstor.org/stable/2322346
http://www.jstor.org/stable/2322346

Zadanie 21. Dla ograniczonej funkcji f: [0,1] — R definiujemy funkcje:
S1(@) = lim (sup {1 () = S} | |o = 2| < e, o = y] < €}).
Udowodnij, ze:

(i) Sf jest polciagta z gory, czyli dla kazdego o € [0, 1] mamy limsup,_,,, Sf(z) <
Zg.

(i) f jest ciagla w xy wtedy i tylko wtedy, gdy Sf(zo) = 0,
(iii) S® = S2.
|Zostalo: (i) oraz (iii).]

Zadanie 22. Czy funkcja

jest pochodng pewnej funkcji F'?

Wskazowka. . N )
F(z) = 2% cos(=) — 2/ tcos(zdt).
0

e

Zadanie 23. Czy istnieje funkcja rozniczkowalna f: R — R taka, ze f(Q) C
Qi f(Q) cR\Q?

Wskazoéwka. -
B g(nlx)
gdzie g jest funkcja okresowa o okresie 1 rowng z(1 — 42?) dla —% <z< %

Zadanie 24 (Polcigglosé). Definiujemy potciagtosé funkeji f: X — R (X
moze by¢ podzbiorem R lub R”", lub przestrzenig metryczna, lub ew. topo-
logiczna, jednak w tym ostatnim przypadku trzeba by¢ ostroznym z defini-
cjami):

o f jest polciagla z gory w punkcie xg, jesli limsup,_,, f(z) < f(xo).

e f jest polciaglta z dotu w punkcie xg, jesli liminf, ., f(z) > f(zo)-



[Zrobione] Pokaz, ze f jest polciagla z gory (w kazdym punkcie) wtedy i
tylko wtedy, gdy f~'(—o0,a) = {z € X | f(x) < a} jest otwarty dla kazdego
a € R. (I analogicznie, dla (“>”; domkniety), oraz dla polciaglej z dotu).

[Zostato tylko dla rzedu macierzy] Pokaz odpowiednia potciagltosé: rzedu
macierzy, (wiec tez wymiaru jadra i obrazu ciagtej rodziny odwzorowan li-
niowych), liczby pierwiastkow wielomianu (bez krotnosci), funkcji charakte-
rystycznych zbiorow otwartych i domknietych.

Sformutuj i pokaz twierdzenie Bolzano-Weierstrassa dla funkcji poétcig-
glych na zbiorach zwartych (przyjmowanie wartosci odpowiednio maksymal-
nych i minimalnych).



