Zadania

8 stycznia 2016

Zadanie 1. Pokaz, ze dla dowolnych liczb zespolonych zi,..., z, istnieje
zbior B C {1,...,n}, taki, ze
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Wskazowka. Zadanie pochodzi ze zbioru Biler-Witkowski, zadanie nr 1.86.
Wskazowka /odpowiedz tam zamieszczona brzmi: “Ustawi¢ liczby

217"'7zn7_(21+”'+zn)

w ciag o rosnacych argumentach. Poréwna¢ obwdd i rednice wyznaczonego
przez nie wielokata.”

Zadanie 2. Jakie warunki musza spetnia¢ ciagi a, i b,, aby istnialy stale A
i B, AB # 0 takie, ze ciag Aa, + Bb, jest zbiezny?

Wskazoéwka. Zadanie 2.92, Biler-Witkowski. Odpowiedz: a, = Pb, + Q +
o(1), gdzie P i @ sa stale, a o(1) oznacza pewien ciag zbiezny do 0.

Zadanie 3 (!Zadanie doprecyzowane!). Niech a, bedzie ciagiem, ktorego
wyrazy spelniaja nastepujace warunki:

0<a,<1dlaneN oraz a; # 0.
Niech ponadto
Sn:a1+"'+an7 Tn:SI++Sn

Pokaz, ze szereg
o0
Qn,

Ta
n=1 "7

jest zbiezny, gdy zachodzi jeden z przypadkow:

1



o o> %;
e o > ( oraz szereg > a, jest zbiezny.
Zadanie 4. Pokaz, ze jesli ag =11
an =a|z2) +ajz)+azy,

to
a, 12

m =
n—oo N lOg 432

Wskazéwka. Zadanie pochodzi ze zbioru Biler-Witkowski, zadanie nr 2.66.
Wskazowka tam zamieszczona zaczyna sie od: “Mozna pokazaé, ze

(r+s+1)!
=1 + 2 Z r's‘t'
gdzie sumowanie przebiega po r, s, t naturalnych takich, ze 2"3%6' < n.” Do-
datkowo, mozna zauwazy¢, jaki zwigzek ma z liczbami 2, 31 6:

Tog 172
12 32-1)+3B8-1)+5(6-1)
log432  Lllog2+ Llog3+ ilog6

Zobacz tez rozwigzanie tu: https://www. jstor.org/stable/26902397seq=
2#tpage_scan_tab_contents strony 7-8 (dostep z Wydziatu).

Zadanie 5. Dla z € C, |z| # 1 obliczy¢:
1 <~ sine?min
lim =S S
D B

Zadanie 6. Dla o € C okreslmy funkcje ¢,: C — C? wzorem ¢,(z) =
(€%, e**). Opisz domkniecie obrazu ¢, w zaleznosci od parametru a:

e dla a € mQ,
e dlaaen(R\Q),
o dlaae C\R
Wskazéwka. Przedstaw ¢, jako zlozenie C 3 R? x (Rmod 27)2 3 C2,
gdzie pierwsze odwzorowanie przeksztalca
2 i (2) = (€%, %) Szmod 27, S(az) mod 2n)

a drugie ' '
(@1, 22, Y1, Y2) = Yo(21, T2, Y1, Y2) = (1", 22€™2).

Pokaz, 7ze jest mocna zalezno§é miedzy 1o(A) a 1) (A).



https://www.jstor.org/stable/2690239?seq=2#page_scan_tab_contents
https://www.jstor.org/stable/2690239?seq=2#page_scan_tab_contents

Zadanie 7 (o wielomianach symetrycznych). Wstep. Niech K[z, o, ..., z,]
oznacza zbior wielomianéw wielu zmiennych x4, ..., x, o wspolczynnikach w
ciele K. Czyli K[z, zo,...,x,] to (nieskoriczenie wymiarowa) przestrzen li-
niowa nad K sktadajaca si¢ z elementow:

k
f=flz,...,z,) = ZajxDj,
j=1
gdzie a; € K, D; = (dj1,...,djn) € Z%, oraz x"i = 2P Pl Sto-
pien wielomianu f jak wyzej to deg f :==max{>_ D; |7 € {1,...,n}}. Wie-
lomiany mozna mnozy¢ i sktadaé¢, np., jesli f,g1,...,9, € Klxy,...,z,], to
f(g1,. .., gn) tez jest elementem K[z, ..., x,]. Permutacja zbioru {1,...,n}

to bijekcja o: {1,...,n} — {1,...,n}. Wielomian f € K|xy,...,z,] jest
symetryczny, jesli dla dowolnej permutacji ¢ mamy

f(l.la SR 7xn) = f($0(1)7 s 7xo(n))-

Polecenie 1. Pokaz, ze jesli f € Klxy,xa,...,x,] jest wielomianem
symetrycznym, to istnieje dokladnie jeden wielomian g € Kz, zo, ..., z,],
taki, ze

f(xlax% s 7xn) = g(ShSQ’ ce '7Sn)7

gdzie Sk jest k-tym elementarnym wielomianem symetrycznym:

Sk = Z sz

Ic{1,....n},

#I =k
Polecenie 2. Zalozmy, ze K = R, lub K = C. ZnajdZ odwzorowanie
ciagte “na” ¢: K" — K", takie, ze dla kazdego x = (x1, ..., x,) mamy:

¢ y) = {(%(1), o Zo@my) | O jest permutacjy {1,... ,n}} ,
gdzie y := ¢(x).

Zadanie 8 (zaproponowane przez pana Wojciecha Zwolinskiego). Znajdz
wszystkie liczby zespolone z € C, takie, ze

o0 2
. z
sin(rz) = 7z H (1 — ﬁ) :
n=1
Zadanie 9. Odwzorowanie ¢: A — B jest homeomorfizmem, jesli jest ciagte,
bijekcja, oraz odwzorowanie odwrotne jest ciggte.
Niech A C R" bedzie podzbiorem domknietym i ograniczonym. Pokaz,
ze kazda izometria ¢: A — A jest homeomorfizmem.



Wskazowka. Korzystaj uparcie z kryterium zwartosci: podzbior R” jest
domkniety i ograniczony, wtedy i tylko wtedy, gdy z kazdego pokrycia otwar-
tego mozna wybraé podpokrycie skonczone. Poza tym, pokaz (lub raczej za-
uwaz przy wykorzystaniu powyzszego), ze obraz (przy funkcji ciaglej) zbioru
domknietego i ograniczonego, jest domkniety i ograniczony.

Zadanie 10. Jesli U C R jest podzbiorem otwartym, zqg € U, a f: U —
R jest pewng funkcja, to rdzniczkg funkcji f w xo nazywamy nastepujaca
granice (o ile istnieje i jest skonczona):

f(w0) = FD () = %@0) i

Jesli rozniczka w z( istnieje, to f jest roznicznowalna w xy. Czy istnieje
funkcja ciagta f: R — R, ktora nie jest rozniczkowalna w zadnym punkcie?

Oznaczamy f0FV) := (f@) (o ile istnieje). Ewentualnie f” := f& f" .=
f@.

Zadanie 11 (27 linii na kubice). Niech S bedzie zespolona powierzchnia
stopnia 3 w C? (kubika). To znaczy wybieramy wielomian F(x,v, z) stopnia
3 o wspoélezynnikach zespolonych w trzech zmiennych, nastepnie definiujemy:

S::{(x,y, € C?| F(z,y, 2) —0}

Nalezy zalozyé, ze “F jest wystarczajaco ogdlne”. Intucyjnie, jesli np wez-
miemy F = 23, lub F = (ax + by + cz)*(d’x + 'y + '2), to S jest “malo
ciekawe”. Formalnie, powiedzenie, ze “wlasnos¢ P(F') zachodzi dla wystar-
czajaco ogbdlnego wielomianu F' stopnia < 3”7 oznacza, ze w zbiorze wszyst-
kich wielomianéw stopnia < 3 (jest to po prostu C?°), istnieje otwarty gesty
podzbior U, taki, ze P(F') zachodzi dla kazdego F' € U.

Pokaz, ze wystarczajaco ogdlna kubika zawiera doktadnie 27 prostych
zespolonych, czyli obrazéw réoznowarto$ciowego odwzorowania liniowego C —
C3.

Wariant byé moze ciut prostszy (przynajmiej tatwiej sobie wyobrazi¢):
Wezmy F = 23+ + 22 +w? — (v +y+ 2 +w)?, gdzie w = ax + by + cz +d,
a,b,c,d € R, d#0,np. w=1,lubw=1- (x4 y+ z). Pokaz, ze

{(177y7 )ER3|nya _0}

zawiera doktadnie 27 prostych rzeczywistych.



Zadanie 12. Uzywajac rozkltadéw funkcji wymiernych na elementarne podaj
eleganckie warunki przy ktorych jestesmy w stanie policzy¢

— 2
>
p(z)

Sumowanie zaczynamy od dostacznie duzego ny. Zakladamy, ze == jest
. . . q(z)
funkcja wymierng o wspotezynnikach w C lub R.

Zadanie 13. Zal6zmy, ze mamy ciagi A = (a,), B = (b,) naleza do [,. Czy

lim Piq (Aa B) = Pl (Au B>?
g—00

Zadanie 14 (Zbiory otwarte w [,,). Ustalmy p,p’ € [1, oo] takie, ze p < p'.

(i) Zalozmy, ze U C 1, jest zbiorem otwartym. Czy istnieje otwarty pod-
zbior U’ C Iy, taki, ze U =U' N1,

(ii) Zalozmy, ze U’ C ly jest zbiorem otwartym. Czy U = U’ N1, jest
otwarty w [,,7

Zadanie 15. Pokaz, ze

1 1

— =,
T 10
n=1""

gdzie {z, | n=1,2,3,- -} jest zbiorem dodatnich rozwiazan rownania tg x =
x.

Wskazowka. Zadanie 3.125 (Biler-Witkowski); zobacz http://www. jstor.
org/stable/2322346 (jest tam kilka istotnie roznych rozwiazan i dyskusja
o podobnych problemach).

Zadanie 16. Niech a,, bedzie takim malejacym ciggiem o wyrazach nieujem-
nych, ze szereg > | 9= jest rozbiezny. Niech ponadto

_ 1
b, = mm{an,—} ,n > 1.
Inn

Udowodnij, ze szereg > oo, 2 tez jest rozbiezny.

Zadanie 17 (zrobione 8.I). Zbadaj zbiezno$¢ oraz bezwzgledna zbieznod¢
szeregow:

(1) ol (=1)"e— 1+ )",


http://www.jstor.org/stable/2322346
http://www.jstor.org/stable/2322346

(i) 3ol (=D)"(e = (14 3)™)

Zadanie 18 (zrobione 8.1). Niech a, bedzie rosnacym ciagiem o wyrazach
dodatnich. Udowodnij, ze dla dowolnego o > 0 szereg

0o
Apy1 — Ap

o
n=1 An+10n,

jest zbiezny.
Zadanie 19 (zrobione 8.I). Zbadaj zbieznosé¢ szeregu fo:l(—l)”(lz—f)a W
zaleznosci od parametréw a, b > 0.

Zadanie 20 (!!doprecyzowane!!). Zalozmy, ze f jest taka dodatnia funkcjy
malejaca do zera w przedziale (0,+00), ze nf(n) jest ciagiem rosngcym roz-
bieznym do +oc. Niech S bedzie suma szeregu > - (=1)""!f(n). Znajdz
takie przestawienie wyrazéw tego szeregu, aby jego suma byta réwna S + [,
gdzie [ jest dowolnie zadang liczbg rzeczywista.

Dla przykladu, znajdz takie przestawienie wyrazow szeregu » - (—1)"!

N
[N =

tak aby suma powiekszyla sie o 1.

Zadanie 21 (zrobione 8.I). Niech p, bedzie ciggiem kolejnych liczb pierw-
szych wiekszych niz 1. Udowodnij wzér Eulera:

ﬁ(l—i>_1:§:i dla z > 1.
n=1 pﬁ n:lnI

Zadanie 22 (zrobione 8.1). Zbadac¢ liczbe pierwiastkow rownania a” = log, z,
gdzie a > 0, a # 1.

Zadanie 23 (zrobione 12.1). Rozwiaza¢ rownanie (sinz)z + (cosz)z = L.

Zadanie 24 (zrobione 12.1). Zal6zmy, ze ciag a, jest zbiezny do zera. Pokaz,

ze szeregi
Z A, Z(an + any1)

sg jednoczes$nie zbiezne badZ jednoczesnie rozbiezne.

Zadanie 25 (zrobione 12.I). Wykaz, ze szereg > %ﬁn("a) jest zbiezny dla
kazdego a € R.

Zadanie 26. Udowodnij, ze wielomiany P, zdefinionwane rekurencyjnie wzo-
rami Py =1, PP =2+ 1, P,y = P, + 2P,_; (dla n > 1) maja wszystkie
pierwiastki rzeczywiste.



Zadanie 27. Funkcja f jest ciagta na przedziale [0,n], n € N i spelnia
warunek f(0) = f(n). Pokaz, ze rownanie f(x) = f(y) ma co najmniej n
roznych rozwiazan takich, ze x — y jest liczba naturalna.

Zadanie 28. Funkcja f: R\ {0} — R spetnia dla kazdego a € R warunek
lim, o f(%) = 0. Czy istnieje lim, o f(z)?

Zadanie 29 (zrobione 12.1). Pokaz, ze jesli homeomorfizm f: R — R spelnia
dla pewnego n € N i kazdego » € R warunek f"(x) =z, to f*(z) = z.

Zadanie 30 (zrobione 12.I). Znajdz wszystkie funkcje f: R — R majace
wlasné¢ Darboux takie, ze dla pewnego m > 1 mamy f™(z) = —=z, dla
wszystkich x.

Zadanie 31 (zrobione 12.1). Funkcja f: R — R jest malejaca i ciagta. Udo-
wodnij, ze:

(i) istnieje jedyny punkt staty f,

(ii) zbior {z: f%*(x) = x} jest nieskoriczony, lub ma nieparzysta ilosé¢ ele-
mentow.

Dla ustalonego n > 2 zbada¢ strukture zbioru {z: f"(z) = x}.

Zadanie 32. Funkcja f: K — K jest ciaglym odwzorowaniem zbioru zwar-
tego K C R w siebie. Punkt xy € K ma nastepujaca wtasnosé: kazdy punkt
skupienia ciagu iteracji f"(zo) jest punktem stalym f. Pokaz, ze ciag f"(x¢)
jest zbiezny.

Podaj przykiad, ze dla zwartych podzbiorow plaszczyzny powyzszy fakt
nie jest prawdziwy.

Zadanie 33. Dla ograniczonej funkcji f: [0,1] — R definiujemy funkcje:
SF(x) = lim (sup {|£(s) — £(2)| | |o — 2| < e.|o — 9] < }).
Udowodnij, ze:

(i) Sf jest polciagta z gory, czyli dla kazdego zy € [0, 1] mamy limsup,_,, Sf(z) <
Zo-

(i) f jest ciagla w zo wtedy i tylko wtedy, gdy Sf(x¢) =0,
(iii) S° = S2.

|Zostalo: (i) oraz (iii).]



Zadanie 34. Czy funkcja

jest pochodng pewnej funkeji F'?

Zadanie 35. Czy istnieje funkcja rozniczkowalna f: R — R taka, ze f(Q) C
Qi f(Q cR\Q?

Zadanie 36 (zrobione 12.I). Mowimy, ze funkcje f,g: R — R sa podobne,
jesli istnieje bijekcja h taka, ze f = h™' o g o h. Czy funkcje sinz i cosz s
podobne? Kiedy funkcje 2? i 2? + ax + b s podobne?



