Zadania

22 grudnia 2015

Zadanie 1. Pokaz, ze dla dowolnych liczb zespolonych zi,..., z, istnieje
zbior B C {1,...,n}, taki, ze
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Wskazowka. Zadanie pochodzi ze zbioru Biler-Witkowski, zadanie nr
1.86. Polowa wskazowki/odpowiedzi tam zamieszczonej brzmi: “Ustawic
liczby z1,...,2n, —(21 + -+ + 2,) W clag o rosnacych argumentach.” Druga
potowa za jaki$ czas :), ewentualnie mozna sobie samemu sprawdzi¢.

Zadanie 2. Jakie warunki musza spetnia¢ ciagi a, i b,, aby istnialy stale A
i B, AB # 0 takie, ze ciag Aa, + Bb, jest zbiezny?

Zadanie 3. Niech a, bedzie ciaggiem, ktorego wyrazy spelniaja nastepujace
warunki:
0<a,<1dlan e N oraz a; # 0.

Niech ponadto
Sn:a1+"'+an7 Tn:‘gl++5n

Zbadaé¢ zbieznosé szeregu
o0
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(67

n=1""

w zaleznosci od parametru a > 0.
Zadanie 4. Pokaz, ze jesli ag =1 i
(n = Q3| T a|gz) T alg),

to




Wskazéwka. Zadanie pochodzi ze zbioru Biler-Witkowski, zadanie nr 2.66.
Wskazowka tam zamieszczona zaczyna sie od: “Mozna pokazac, ze

gdzie sumowanie przebiega po r,s,t naturalnych takich, ze 273°6! < n.”
Reszta wskazowki mowi o odnosnikach, w tym dotyczacych interpretacji re-
kurencji w rachunku prawdopodobienstwa.

Zadanie 5. Dla z € C, |z| # 1 obliczy¢:
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Zadanie 6. Dla a € C okreslmy funkcje ¢,: C — C? wzorem ¢,(z) =
(€%, e**). Opisz domkniecie obrazu ¢, w zaleznosci od parametru a:

o dla a € mQ,
o dla e n(R\Q),
e dlaaecC\R

Wskazéwka. Przedstaw ¢, jako zlozenie C R (R mod 27)? i C?,

gdzie pierwsze odwzorowanie przeksztalca
2 i (2) = (%, ™) Sz mod 27, S(az) mod 27)

a drugie . '
(@1, T2, Y1, Y2) — Yo(21, T2, Y1, Y2) = (1€, 20€™2).

Pokaz, 7e jest mocna zalezno$é miedzy 1,(A) a 1 (A).

Zadanie 7 (lokalnie jednostajna zbieznos¢). Niech A i B bedg podzbiorami
R. Mowimy, ze ciag funkcji f,: A — B jest lokalnie jednostajnie zbiezny
do funkcji f: A — B, jesli kazdy punkt z € A ma otoczenie otwarte U, =
(x — 0,2+ d) N A (dla pewnego 0 > 0), takie, ze f,.|v, = fu,-

(i) (zadanie wytacznie domowe) Kontempluj przez co najmniej 10 minut
definicje lokalnie jednostajnej zbieznosci i jednostajnej zbieznosci. W
szczegblnosci:

e Zrozum, ze jednostajna zbieznosé¢ implikuje lokalnie jednostajna
zbieznos¢.



e Zrozum, ze A, B w definicji jednostajnej zbieznosci moze byc do-
wolnym zbiorem, na ktérym mamy sensowne pojecie odlegtosci
dwoch punktéow (tzw przestrzenia metryczna). Jesli nie chcesz
wnika¢ w przestrzenie metryczne, to rozwazaj wytacznie podzbiory
R™ i C™ (nizej tez).

e Zrozum, ze B w definicji lokalnie jednostajnej zbieznosci moze byc
dowolna przestrzenia metryczna.

e Zmodyfikuj definicje lokalnie jednostajnej zbieznosci, aby A mogto
by¢ dowolna przestrzenig metryczng.

(ii) Pokaz, ze granica lokalnie jednostajna funkcji ciagtych jest ciagla.

(iii) Udowodnij, ze jesli A C R jest podzbiorem domknietym, ograniczo-
nym (ogdlniej: zwartym), to lokalnie jednostajna zbieznosé implikuje
jednostajna zbieznos¢.

(iv) Podaj przyktad ciggu funkcji ciagltych, ktory jest lokalnie jednostajnie
zbiezny, ale nie jest jednostajnie zbiezny.

Zadanie 8 (o wielomianach symetrycznych). Wstep. Niech K[z, o, ..., z,]
oznacza zbior wielomiandéw wielu zmiennych x4, ..., x, o wspolczynnikach w
ciele K. Czyli K[z, x9,...,z,] to (nieskonczenie wymiarowa) przestrzen li-
niowa nad K sktadajaca sie z elementow:

k

f=flxy,...;z,) = ZajxDj,
j=1
gdzie a; € K, D; = (dji,...,djn) € Z2, oraz xPi = 2P Pl Sto-
piefi wielomianu f jak wyzej to deg f := max{>. D; | j € {1,...,n}}. Wie-
lomiany mozna mnozy¢ i sktada¢, np., jesli f,g1,...,9, € Klzy,...,x,], to
f(g1,. .., gn) tez jest elementem K[z, ..., x,]. Permutacja zbioru {1,...,n}
to bijekcja o: {1,...,n} — {1,...,n}. Wielomian f € K|xy,...,z,] jest
symetryczny, jesli dla dowolnej permutacji o mamy

fxr, .o x0) = f(Ze@)s - - Tom))-

Polecenie 1. Pokaz, ze jesli f € Kz, xo,...,z,] jest wielomianem
symetrycznym, to istnieje dokladnie jeden wielomian g € Kxy, o, ..., z,],
taki, ze

flzy, 29, ... 20) = g(S1,S2,...,5,),



gdzie S, jest k-tym elementarnym wielomianem symetrycznym:

Ic{l,...,n},
Ty

Polecenie 2. Zalozmy, ze K = R, lub K = C. ZnajdZ odwzorowanie
ciggte “na” ¢: K" — K", takie, ze dla kazdego x = (x1, ..., x,) mamy:

¢~ (y) = {(@o1), - -+ To(m) | 0 jest permutacja {1,...,n}},

gdzie y := ¢(x).

Zadanie 9 (zaproponowane przez pana Wojciecha Zwolinskiego). Znajdz
wszystkie liczby zespolone z € C, takie, ze

0 2
sin(rz) = 7z | | (1 - 2—2) :
n
n=1

Zadanie 10. Niech A C R" bedzie podzbiorem. Odwzorowanie ¢: A — R™
jest ciggte (w sensie £,), jesli

vQCGAVE>OE|6>0vy€A P, (ﬂf,y) < 0 = p€p<¢(x)a ¢(y)) < e

Pokaz, ze ¢ jest ciagte, wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego otwartego
U C R™ przeciwobraz ¢~} (U) = VNA, gdzie V C R" jest otwarty. (Mowimy,
7e przeciwobraz jest otwarty w A.) W szczegolnosei, ciaglosé nie zalezy od
wyboru p.

Zadanie 11. Odwzorowanie ¢: A — B jest homeomorfizmem, jesli jest cia-
gle, bijekcja, oraz odwzorowanie odwrotne jest ciagte.

Niech A C R" bedzie podzbiorem domknietym i ograniczonym. Pokaz,
ze kazda izometria ¢: A — A jest homeomorfizmem.

Zadanie 12. Jesli U C R jest podzbiorem otwartym, g € U, a f: U —
R jest pewng funkcja, to rozniczkq funkcji f w xy nazywamy nastepujaca
granice (o ile istnieje i jest skonczona):

F(w0) = FO () = %m) ~ lim

Jesli rozniczka w z( istnieje, to f jest roznicznowalna w xy. Czy istnieje
funkcja ciagta f: R — R, ktora nie jest rozniczkowalna w zadnym punkcie?



(B)Oznaczamy fOFD = (f@Y (o ile istnieje). Ewentualnie f” := f&) f" =
.

Zadanie 13 (27 linii na kubice). Niech S bedzie zespolona powierzchnig
stopnia 3 w C? (kubika). To znaczy wybieramy wielomian F(x,y, z) stopnia
3 0 wspoélczynnikach zespolonych w trzech zmiennych, nastepnie definiujemy:

S::{(x,y, )€ C?| F(x,y,2) —0}

Nalezy zalozyé¢, ze “F jest wystarczajaco ogdlne”. Intucyjnie, jesli np wez-
miemy F = 23, lub F = (ax + by + cz)*(d’x + 'y + '2), to S jest “malo
ciekawe”. Formalnie, powiedzenie, ze “wlasnos¢ P(F') zachodzi dla wystar-
czajaco ogbdlnego wielomianu F' stopnia < 3”7 oznacza, ze w zbiorze wszyst-
kich wielomian6w stopnia < 3 (jest to po prostu C?°), istnieje otwarty gesty
podzbior U, taki, ze P(F') zachodzi dla kazdego F' € U.

Pokaz, ze wystarczajaco ogdlna kubika zawiera doktadnie 27 prostych
zespolonych, czyli obrazéw réoznowarto$ciowego odwzorowania liniowego C —
C3.

Wariant by(’: moze ciut prostszy (przynajmiej tatwiej sobie wyobrazi¢):
Wezmy F =23+ 3+ 22 +wd — (24 y+ 2+ w)3, gdzie w = ax + by + ¢z +d,
a,b,c,d € R, d# 0, np. w=1,lubw=1—- (x4 y+ z). Pokaz, ze

{(x,y, 2) ER®| F(x,y, 2 —0}
zawiera dokladnie 27 prostych rzeczywistych.

Zadanie 14. Uzywajac rozkladoéw funkeji wymiernych na elementarne podaj
eleganckie warunki przy ktorych jestesmy w stanie policzy¢

p)

) jest

Sumowanie zaczynamy od dostacznie duzego ng. Zakladamy, ze
funkcja wymierna o wspotczynnikach w C lub R.

Zadanie 15. Zalozmy, ze mamy ciagi A = (a,), B = (b,) naleza do [,. Czy

lim Pl (Au B) = Pl (Au B>?
q—00

Zadanie 16 (Zbiory otwarte w [,). Ustalmy p,p’ € [1, 00| takie, ze p < p'.

(i) Zalozmy, ze U C [, jest zbiorem otwartym. Czy istnieje otwarty pod-
zbior U’ C 1y, taki, ze U = U’ N,.

3



(i) Zatézmy, ze U’ C Iy jest zbiorem otwartym. Czy U = U’ N, jest
otwarty w [,,7

Zadanie 17. Pokaz, ze

gdzie {z, | n =1,2,3,- -} jest zbiorem dodatnich rozwiazan rownania tg x =
x.

Zadanie 18. Poda¢ przyktad szeregu o wyrazach dodatnich, ktory jest zbiezny,
ale nie spelnia warunku lim,,_,., na, = 0.

Zadanie 19. Niech a,, bedzie takim malejacym ciagiem o wyrazach nieujem-
nych, ze szereg > 7 %2 jest rozbiezny. Niech ponadto

n=1 n
_ 1
b, = mm{an,—} ,n> 1.
Inn

Udowodnij, ze szereg > oo, 2 tez jest rozbiezny.
Zadanie 20. Zbadaj zbieznosé¢ oraz bezwzgledna zbieznosé¢ szeregdw:
() Y52, (—1)(e— (1+ 1)),
(1) S5 (e — (14 1))
(Zostato sprawdzenie bezwzglednej zbieznosci w (ii).)
Zadanie 21. Niech a,, bedzie rosnacym ciggiem o wyrazach dodatnich. Udo-

wodnij, ze dla dowolnego o > 0 szereg

o0
Ap+1 — Ap

o
n=1 An+10,

jest zbiezny.
(Zostato pokazanie zadania dla o € (0, 3), limy,o0 ay = +00.)

oS
n=1

Zadanie 22. Zbadaj zbieznos¢ szeregu Y > a,, gdzie:
a; =1,a,41 = cosa,, dlan e N.

Zadanie 23. Zbadaj zbieznos$¢ szeregu Z;’o:l(—l)"(h;—zw w zaleznosci od
parametrow a, b > 0.



Zadanie 24. Zalozmy, ze f jest taka dodatnia funkcja malejaca do zera
w przedziale (0,400), ze nf(n) jest ciagiem rosnacym rozbieznym do +oc.
Niech S bedzie suma szeregu 052, (—1)""! f(n). Znajdz takie przestawienie
wyrazow tego szeregu, aby jego suma byla rowna S + [, gdzie [ jest dowolnie
zadang liczba rzeczywista.

Zadanie 25. Niech p, bedzie ciggiem kolejnych liczb pierwszych wiekszych
niz 1. Udowodnij wzoér Eulera:

ﬁ(l—i>_1:ii dla z > 1.
n=1 pi n:1n$

Zadanie 26. Zbadac liczbe pierwiastkow rownania a* = log, x, gdzie a > 0,

a# 1.

Zadanie 27. Udowodni¢, ze dla k > 3 réwnanie (logz)* = x ma na potpro-
stej [1,00) doktadnie dwa rozwiazania 7, si, takie ze r, — e, s — 00, gdy
k — oo.

Zadanie 28. Rozwiaza¢ rownanie (sinz)? + (cosz)2 = t.



