Zadania

4 grudnia 2015

Zadanie 1. Pokaz, ze dla dowolnych liczb zespolonych zi,..., z, istnieje
zbior B C {1,...,n}, taki, ze
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Zadanie 2. Jakie warunki musza spetniaé¢ ciagi a, i b,, aby istnialy stale A
i B, AB # 0 takie, ze ciag Aa, + Bb, jest zbiezny?

Zadanie 3. Niech a, bedzie ciaggiem, ktorego wyrazy spetniaja nastepujace
warunki:
0<a,<1dlaneN oraz a; # 0.

Niech ponadto
Sp=a1+ - +a,, Tp=3S5 + 45,
Zbadaé¢ zbieznos¢ szeregu
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w zaleznosci od parametru o > 0.
Zadanie 4. Pokaz, ze jesli ag =11
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Zadanie 5. Dla z € C, |z| # 1 obliczyé:
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Zadanie 6. Dla o € C okreslmy funkcje ¢,: C — C? wzorem ¢,(z) =
(€%, e**). Opisz domkniecie obrazu ¢, w zaleznosci od parametru a:

e dla o € 7Q,
o dla v e n(R\Q),
e dlaaecC\R

Zadanie 7 (lokalnie jednostajna zbieznos¢). Niech A i B beda podzbiorami
R. Mowimy, ze ciag funkcji f,: A — B jest lokalnie jednostajnie zbiezny
do funkcji f: A — B, jesli kazdy punkt x € A ma otoczenie otwarte U, =
(x — 0,2+ 6) N A (dla pewnego 0 > 0), takie, ze f,|v, = fu,.

(i) (zadanie wylacznie domowe) Kontempluj przez co najmniej 10 minut
definicje lokalnie jednostajnej zbieznosci i jednostajnej zbieznosci. W
szczegblnosci:

e Zrozum, ze jednostajna zbieznos¢ implikuje lokalnie jednostajna
zbieznosc¢.

e Zrozum, ze A, B w definicji jednostajnej zbieznosci moze byc do-
wolnym zbiorem, na ktérym mamy sensowne pojecie odlegtosci
dwoch punktow (tzw przestrzenia metryczna). Jesli nie chcesz
wnika¢ w przestrzenie metryczne, to rozwazaj wytacznie podzbiory
R™ 1 C" (nizej tez).

e Zrozum, ze B w definicji lokalnie jednostajnej zbieznosci moze byc
dowolng przestrzenia metryczng.

e Zmodyfikuj definicje lokalnie jednostajnej zbieznosci, aby A mogto
by¢ dowolng przestrzenia metryczna.

(ii) Pokaz, ze granica lokalnie jednostajna funkcji ciaglych jest ciagta.

(iii) Udowodnij, ze jesli A C R jest podzbiorem domknietym, ograniczo-
nym (ogdlniej: zwartym), to lokalnie jednostajna zbieznosé¢ implikuje
jednostajng zbieznosé.

(iv) Podaj przyktad ciagu funkcji ciaghtych, ktory jest lokalnie jednostajnie
zbiezny, ale nie jest jednostajnie zbiezny.

Zadanie 8 (o wielomianach symetrycznych). Wstep. Niech K[z, o, ..., z,]
oznacza zbior wielomianéw wielu zmiennych x4, ..., x, o wspolczynnikach w



ciele K. Czyli K[z, xo, ..., x,] to (nieskonczenie wymiarowa) przestrzen li-
niowa nad K sktadajaca sie z elementow:

k
f = f(xla"wxn) = ZanDja
j=1

gdzie a; € K, D; = (djy,...,djn) € 2%, oraz xi = 2 2P et Sto-
piei wielomianu f jak wyzej to deg f := max {3 D;ljed{l,...,n}}. Wie-
lomiany mozna mnozy¢ i sktadaé, np., jesli f,g1,...,9, € Klzy,...,2,], to
f(g1,- .., gn) tez jest elementem K[z, ..., x,]. Permutacja zbioru {1,... ,n}
to bijekcja o: {1,...,n} — {1,...,n}. Wielomian f € Klxy,...,z,] jest
symetryczny, jesli dla dowolnej permutacji o mamy

f('rla SR 7‘1;71) = f(xa(l)7 ce ;xa(n))-

Polecenie 1. Pokaz, ze jesli f € Kz, zo,...,z,] jest wielomianem
symetrycznym, to istnieje dokladnie jeden wielomian g € Kz, zo, ..., z,],
taki, ze

f(xlax% oo 7'T7L) - 9(517527 . ‘7Sn)7

gdzie S, jest k-tym elementarnym wielomianem symetrycznym:

Sy = Z l_IxZ

Ic{1,....n},

#I =k
Polecenie 2. Zalozmy, ze K = R, lub K = C. ZnajdZ odwzorowanie
ciggte “na” ¢: K" — K", takie, ze dla kazdego x = (x1, ..., x,) mamy:

¢ y) = {(xg(l), o Zo(my) | 0 jest permutacjy {1,... ,n}} ,

gdzie y := ¢(x).

Zadanie 9 (zaproponowane przez pana Wojciecha Zwolinskiego). Znajdz
wszystkie liczby zespolone z € C, takie, ze
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Zadanie 10. Niech A C R" bedzie podzbiorem. Odwzorowanie ¢: A — R™
jest ciggte (w sensie £,), jesli

vQUGAVE>OE|6>0vy€A P, (xay) < 0 = p€p<¢(x)a ¢(y)) < e
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Pokaz, ze ¢ jest ciagte, wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego otwartego
U C R™ przeciwobraz ¢~ (U) = VNA, gdzie V C R" jest otwarty. (Mowimy,
ze przeciwobraz jest otwarty w A.) W szczegolnosei, ciaglosé nie zalezy od
wyboru p.

Zadanie 11. Pokaz, ze U C R jest otwarty, wtedy i tylko wtedy, gdy jest co
najwyzej przeliczalng suma roztacznych przedzialéw i potprostych:

N
U = U(aia bl)7
=3

gdzie N € {0}UNU{oo} oraz - -+ < a; < b; < a;41 < biy1 < --- (dopuszczamy
agp = —oo oraz by = +00).

Zadanie 12. Odwzorowanie ¢: A — B jest homeomorfizmem, jesli jest cia-
gle, bijekcja, oraz odwzorowanie odwrotne jest ciagte.

Niech A C R" bedzie podzbiorem domknietym i ograniczonym. Pokaz,
ze kazda izometria ¢: A — A jest homeomorfizmem.

Zadanie 13. Jesli U C R jest podzbiorem otwartym, xg € U, a f: U —
R jest pewna funkcja, to rézniczkq funkcji f w xg nazywamy nastepujaca
granice (o ile istnieje i jest skonczona):
df . flag+t) — f(x
f/(xo):f(l)(l’o):—(l’o):hm ( 0 1 ( O).

dx t—0

Jesli rozniczka w z( istnieje, to f jest roznicznowalna w xy. Czy istnieje
funkcja ciagta f: R — R, ktora nie jest rozniczkowalna w zadnym punkcie?

(3)Oznaczamy O = (f@Y (o ile istnieje). Ewentualnie f” := f®, " .=
f.

Zadanie 14 (27 linii na kubice). Niech S bedzie zespolona powierzchnia
stopnia 3 w C? (kubika). To znaczy wybieramy wielomian F(x,y, z) stopnia
3 o wspotczynnikach zespolonych w trzech zmiennych, nastepnie definiujemy:

S::{(:U,y, )€ C?| F(a,y,2) fO}

Nalezy zalozyé¢, ze “F jest wystarczajaco og6lne”. Intucyjnie, jesli np wez-
miemy F' = 23 lub F = (ax + by + cz)*(d’x + V'y + '2), to S jest “malo
ciekawe”. Formalnie, powiedzenie, ze “wlasnos¢ P(F') zachodzi dla wystar-
czajaco ogbdlnego wielomianu F' stopnia < 3”7 oznacza, ze w zbiorze wszyst-
kich wielomian6éw stopnia < 3 (jest to po prostu C?°), istnieje otwarty gesty
podzbior U, taki, ze P(F') zachodzi dla kazdego F' € U.
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Pokaz, ze wystarczajaco ogdlna kubika zawiera doktadnie 27 prostych
zespolonych, czyli obrazéw réznowartosciowego odwzorowania liniowego C —
Cs3.

Wariant by¢ moze ciut prostszy (przynajmiej tatwiej sobie wyobrazic¢):
Wezmy F = 23+ 192 + 28 +w? — (v +y + 2+ w)3, gdzie w = ax + by + cz +d,
a,b,c,d € R, d#0,np.w=1,lubw=1-(x +y—|—z). Pokaz, ze

{(z.9,2) eR’ | F(z,y,2) = 0}
zawiera doktadnie 27 prostych rzeczywistych.

Zasadnicze Twierdzenie Algebry:

Kazdy wielomian jednej zmiennej o wspotczynnikach w C ma pierwiastek
w C.

Dowdd zasadniczego Twiedzenia Algebry nie jest banalny. Potrzebne jest
uzycie aksjomatu ciaglosci dla R. W trakcie studiéw poznacie co najmniej
kilka istotnie réznych dowodow.

Whnioski:

1) Kazdy wielomian jednej zmiennej o wspotczynnikach w C ma rozktad
na skonczony iloczyn czynnikéw liniowych.

2) Kazdy wielomian jednej zmiennej o wspotczynnikach w R ma rozktad
na skonczony iloczyn czynnikow liniowych i kwadratowych (o wspolezynni-
kach w R), gdzie czynniki kwadratowe nie maja pierwiastkow rzeczywistych.

(W wolnej chwili mozna sprawdzi¢, czy na pewno wiemy jak sie dowodzi
wnioski.)

Zadanie 15. Zakladajac Zasadnicze Twierdzenie Algebry pokaz, ze:

(i) dowolna funkcja wymierna pg ; o wspotezynnikach w C ma rozktad na
skoniczona sume:

p(x) — w(z) ay ag

q(z) (biz + )™ (b + cx )™

gdzie a;, b, c; € C, n; € N, a w(x) jest wielomianem o wspolezynnikach
zespolonych.
(ii) dowolna funkcja wymierna E g
skoniczong sume:

o wspotczynnikach w R ma rozktad na

p(z) a1 g
q(z) ( (b + )™ (brx + cg)™*
+ dll' + e X n dlx + €
(fle + 1z + hl)m1 (fl$2 + gixr + hl)ml



gdzie a;, ..., h; € R, n;, m; € Noraz f;z? + g;x + h; nie maja pierwiast-
kow w R, a w(z) jest wielomianem o wspotczynnikach rzeczywistych.

Zadanie 16. Uzywajac rozktadéw z Zadania 15 podaj eleganckie warunki
przy ktorych jesteSmy w stanie policzy¢

Sumowanie zaczynamy od dostacznie duzego ng. Zakladamy, ze “= jest

funkcja wymierna o wspotczynnikach w C lub R.

Zadanie 17 (Caltkowanie funkcji wymiernych). Funkcja pierwotna funkcji
f(z), to taka funkcja F'(x), ze F' = f.

(i) Znajdz funkcje pierwotna 3%, dla a,b,c € R.

(i) Znajdz funkcje pierwotna ]%Qd_f% dlad, e, f,g,h € R, takich, ze fz?+

gx + h nie ma pierwiastkow rzeczywistych.

(iii) Uzywajac rozkladow z Zadania 15 znajdz funkcje pierwotna dowolne;
funkcji wymiernej o wspotczynnikach rzeczywistych.

Zadanie 18. Definiujemy przestrzen [, jako zbiér tych ciagéw (a,), takich,

7e
oo

Z la,|P < oo,

n=1
oraz l,, jako przestrzen wszystkich ciggéw ograniczonych. Pokaz, ze dla
p,p € [1,00] mamy I, C I,y wtedy i tylko wtedy, gdy p < p'.

Zadanie 19. Zalozmy, ze mamy ciagi A = (a,), B = (b,) naleza do [,. Czy

lim i, (A, B) = pi.(A, B)?

q—00
Zadanie 20 (Zbiory otwarte w [,,). Ustalmy p,p’ € [1, oo] takie, ze p < p'.

(i) Zalozmy, ze U C [, jest zbiorem otwartym. Czy istnieje otwarty pod-
zbior U’ C 1y, taki, ze U = U’ N1,.

(ii) Zalozmy, ze U’ C Iy jest zbiorem otwartym. Czy U = U’ N1, jest
otwarty w [,,7



Zadanie 21. Zat6zmy, ze A C R" jest podzbiorem domknietym i ograniczo-
nym. Udowodnié, ze kazda izometria ¢: A — A ma punkt staly (to znaczy
taki, ze ¢(x) = x), lub podaé¢ przyktad izometrii, ktora takiego punktu nie
ma.

Zadanie 22. Rozstrzygnij, czy nastepujace szeregi sa zbiezne:
(i) 2o
(i) Sop2, Yt
(i) Do), =
(iv) >02. long2n
(V) Xt ntel

Zadanie 23. Rozstrzygnij, dla jakich ¢ € (0, 00) szereg

e}

n2 +n)4
n=1

jest zbiezny.

Zadanie 24. Oznaczmy przez Py zbior {0, k, 2k, ... }. Oblicz

n

. _ T
lim e™® E —
Z—00 n!

nePk

Zadanie 25. Pokaz, ze
=1

2
xn

gdzie {z, |n=1,2,3,--- }jest zbiorem dodatnich rozwigzan réownania tgxr =

x.



