
Zadania

13 listopada 2015

Zadanie 1. Poka», »e dla dowolnych liczb zespolonych z1, . . . , zn istnieje
zbiór B ⊂ {1, . . . , n}, taki, »e∣∣∣∣∣∑

k∈B

zk

∣∣∣∣∣ ≥ π−1
n∑
k=1

|zk|.

Zadanie 2. Jakie warunki musz¡ speªnia¢ ci¡gi an i bn, aby istniaªy staªe A
i B, AB 6= 0 takie, »e ci¡g Aan +Bbn jest zbie»ny?

Zadanie 3. Niech an b¦dzie ci¡giem, którego wyrazy speªniaj¡ nast¦puj¡ce
warunki:

0 ≤ an ≤ 1 dla n ∈ N oraz a1 6= 0.

Niech ponadto

Sn = a1 + · · ·+ an, Tn = S1 + · · ·+ Sn.

Zbada¢ zbie»no±¢ szeregu
∞∑
n=1

an
Tαn

w zale»no±ci od parametru α > 0.

Zadanie 4. Poka», »e je±li a0 = 1 i

an = abn
2
c + abn

3
c + abn

6
c,

to

lim
n→∞

an
n

=
12

log 432

Zadanie 5. Dla z ∈ C, |z| 6= 1, warto±ci a1 obliczy¢:

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

sin e2πi
k
n

1− ze−2πi kn
.
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Zadanie 6. Ci¡g an okre±lamy wzorem:

a1 = x, an+1 = log
ean − 1

an
.

Pokaza¢, »e
1 + a1 + a1a2 + a1a2a3 + · · · = ex.

Zadanie 7. Wykaza¢, »e

lim
n→∞

√√√√
1 + 2

√
1 + 3

√
1 + . . .

√
1 + (n− 1)

√
1 + n = 3

Zadanie 8. an jest ci¡giem liczb rzeczywistych z przedziaªu (0, 1). Pokaza¢,
»e szereg

∑∞
n=1 an jest rozbie»ny wtedy i tylko wtedy, gdy

a1 + a2(1− a1) + a3(1− a1)(1− a2) + · · · = 1.

Zadanie 9. Niech A b¦dzie zbiorem wszystkich tych liczb naturalnych, które
w swoim zapisie dziesi¦tnym nie maj¡ cyfry 0. Wyznacz wszystkie α ∈ R,
dla których szereg

∑
n∈A

1
nα

jest zbie»ny.

Zadanie 10. Oblicz
∑∞

n=1 arctg
2
n2 .

Zadanie 11. Dla α ∈ C okre±lmy funkcj¦ φα : C → C2 wzorem φα(z) =
(ez, eαz). Opisz domkni¦cie obrazu φα w zale»no±ci od parametru α:

• dla α ∈ πQ,

• dla α ∈ π(R \Q),

• dla α ∈ C \ R.

Zadanie 12. De�niujemy fn : [0, 1] → [0, 1]2 ⊂ R2 jako n-te przybli»enie
krzywej Peano: czyli w ka»dym kroku, ka»dy kwadrat dzielimy na dziewi¦¢
mniejszych kwadratów i zast¦pujemy przek¡tn¡ przez ªaman¡ biegn¡c¡, która
jest sum¡ przek¡tnych tych kwadratów (wedªug rysunku na tablicy na ¢wi-
czeniach). Pokaza¢, »e:

(i) dla ka»dego x ∈ [0, 1] istnieje limn→∞ fn(x) ∈ [0, 1]2,

(ii) funkcja f : [0, 1]→ [0, 1]2 okre±lona wzorem f(x) := limn→∞ fn(x) (jest
to granica punktowa ci¡gu funkcji fn) jest ci¡gªa (uwaga na boku: gra-

nica punktowa ci¡gu funkcji ci¡gªych nie musi by¢ ci¡gªa! ),
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(iii) funkcja f : [0, 1]→ [0, 1]2 jest �na�.

Zadanie 13 (nierówno±¢ Schwarza). Poka», »e:

(i) Dla dowolnych liczb (rzeczywistych lub zespolonych) xi, yi zachodzi:

|x1y1 + · · ·+ xnyn|2 ≤ (|x1|2 + · · ·+ |xn|2)(|y1|2 + · · ·+ |yn|2).

(ii) Dla dowolnych ci¡gów liczb (rzeczywistych lub zespolonych) (xi), (yi),
takich, »e

∑∞
i=1 |xi|2 <∞ i

∑∞
i=1 |yi|2 <∞ zachodzi:∣∣∣∣∣

∞∑
i=1

xiyi

∣∣∣∣∣
2

≤

(
∞∑
i=1

|xi|2
)(

∞∑
i=1

|yi|2
)
.

(iii) Dla dowolnych funkcji f, g : : [a, b]→ R, gdzie a, b ∈ R, takich, »e caªki∫ b
a
|f(x)|2dx oraz

∫ b
a
|g(x)|2dx istniej¡ i s¡ sko«czone mamy:∣∣∣∣∫ b

a

f(x)g(x)dx

∣∣∣∣2 ≤ (∫ b

a

|f(x)|2dx
)(∫ b

a

|g(x)|2dx
)
.

Zadanie 14 (nierówno±¢ Höldera). Zaªó»my, »e p, q ∈ (1,∞) oraz 1
p
+ 1

q
= 1.

Poka», »e:

(i) Dla dowolnych liczb (rzeczywistych lub zespolonych) xi, yi zachodzi:

|x1y1 + · · ·+ xnyn| ≤ (|x1|p + · · ·+ |xn|p)
1
p (|y1|q + · · ·+ |yn|q)

1
q .

(ii) Dla dowolnych ci¡gów liczb (rzeczywistych lub zespolonych) (xi), (yi),
takich, »e

∑∞
i=1 |xi|p <∞ i

∑∞
i=1 |yi|q <∞ zachodzi:∣∣∣∣∣

∞∑
i=1

xiyi

∣∣∣∣∣ ≤
(
∞∑
i=1

|xi|p
) 1

p
(
∞∑
i=1

|yi|q
) 1

q

.

(iii) Dla dowolnych funkcji f, g : : [a, b]→ R, gdzie a, b ∈ R, takich, »e caªki∫ b
a
|f(x)|pdx oraz

∫ b
a
|g(x)|qdx istniej¡ i s¡ sko«czone mamy:

∣∣∣∣∫ b

a

f(x)g(x)dx

∣∣∣∣ ≤ (∫ b

a

|f(x)|pdx
) 1

p
(∫ b

a

|g(x)|qdx
) 1

q

.
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