Zadania
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Zadanie 1. Pokaz, ze dla dowolnych liczb zespolonych zi,..., z, istnieje
zbior B C {1,...,n}, taki, ze
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Zadanie 2. Jakie warunki musza spetniaé¢ ciagi a, i b,, aby istnialy stale A
i B, AB # 0 takie, ze ciag Aa, + Bb, jest zbiezny?

Zadanie 3. Niech a, bedzie ciaggiem, ktorego wyrazy spetniaja nastepujace
warunki:
0<a,<1dlaneN oraz a; # 0.

Niech ponadto
Sp=a1+ - +a,, Tp=3S5 + 45,
Zbadaé¢ zbieznos¢ szeregu

n=1

S
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w zaleznosci od parametru o > 0.
Zadanie 4. Pokaz, ze jesli ag =11
an = a2 + apn) + apny,

to
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Zadanie 5. Dla z € C, |z| # 1, wartosci a; obliczy¢:
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Zadanie 6. Ciag a,, okreslamy wzorem:

e —1

ap =1z, a1 = log
n

Pokazac, ze

1 +a; +aras + arazas + - - - = e”.

Zadanie 7. Wykazaé, ze

lim 1+2\/1+3\/1+...\/1+(n—1)\/1+n—3

n—oo

Zadanie 8. a, jest ciagiem liczb rzeczywistych z przedziatu (0,1). Pokazad,
ze szereg » o~ a, jest rozbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy

a1 +CL2<1 —(11) +CL3(1 —CL1)(1 —a,2) + ... =1.

Zadanie 9. Niech A bedzie zbiorem wszystkich tych liczb naturalnych, ktore
w swoim zapisie dziesietnym nie maja cyfry 0. Wyznacz wszystkie o € R,
dla ktorych szereg Y, 4 - jest zbiezny.

Zadanie 10. Oblicz ) 7, arctg 3.

Zadanie 11. Dla a € C okreslmy funkcje ¢,: C — C? wzorem ¢,(z) =
(€%, e**). Opisz domkniecie obrazu ¢, w zaleznosci od parametru a:

o dla a € mQ,
o dlaaen(R\Q),
e dlaaecC\R

Zadanie 12. Definiujemy f,: [0,1] — [0,1]* C R? jako n-te przyblizenie
krzywej Peano: czyli w kazdym kroku, kazdy kwadrat dzielimy na dziewieé
mniejszych kwadratow i zastepujemy przekatna przez tamang biegnaca, ktora
jest suma przekatnych tych kwadratow (wedtug rysunku na tablicy na ¢wi-
czeniach). Pokaza¢, ze:

(i) dla kazdego x € [0,1] istnieje lim,, o fn(x) € [0,1]?,

(i) funkcja f: [0,1] — [0, 1]? okreslona wzorem f(z) := lim, o fn(7) (jest
to granica punktowa ciagu funkcji f,,) jest ciagta (vwaga na boku: gra-
nica punktowa ciggu funkcji cigglych nie musi byé ciggta!l),



(iii) funkcja f: [0,1] — [0,1]? jest “na”.
Zadanie 13 (nieréwnos¢ Schwarza). Pokaz, ze:

(i) Dla dowolnych liczb (rzeczywistych lub zespolonych) z;, y; zachodzi:

w1y + ot Tyl < (o ) ([l + o+ Lyal?).

(ii) Dla dowolnych ciggow liczb (rzeczywistych lub zespolonych) (z;), (v:),
takich, ze Y oo |@;|* < 001D oo, |ys]? < oo zachodzi:
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(iii) Dla dowolnych funkcji f,g: : [a,b] — R, gdzie a,b € R, takich, ze calki
f: |f(2)]?dx oraz fab |g(z)|?dx istnieja i sa skoriczone mamy:

< ([ rras) ([Corar).

Zadanie 14 (nier6wnos¢ Holdera). Zalozmy, ze p,q € (1, 00) oraz %—l—é = 1.
Pokaz, ze:
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(i) Dla dowolnych liczb (rzeczywistych lub zespolonych) z;, y; zachodzi:
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(ii) Dla dowolnych ciagow liczb (rzeczywistych lub zespolonych) (z;), (v:),
takich, ze > o, [x;P < ool > 0, Jyi|? < oo zachodzi:

< (fj ) (fjw)

(iii) Dla dowolnych funkcji f,g: : [a,b] — R, gdzie a,b € R, takich, ze calki
f: |f(z)|Pdx oraz f: |g(2)]|9dx istnieja i sg skoriczone mamy:

([ !f(rc)\”dx); (f |g<x>|qu); |
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