Zadania

30 pazdziernika 2015

Zadanie 1 (zrobione 30.10). S C Z jest podzbiorem o dopelnieniu skon-
czonym. Pokaz, ze istniejg dwa nieskoriczone zbiory X,Y C Z, takie ze

X+Y={z+y|lzeX,yecY}=S

oraz kazdy element s € S przedstawia sie na doktadnie jeden spos6b w postaci
x+vy,gdziex e X orazy €Y.

Zadanie 2 (zrobione 30.10). Znajdz ciag liczb rzeczywistych a,, taki, ze
dla |z| <1
log(1+ z) = ap + a1z + agz® + - --

Zadanie 3 (zrobione 30.10). Pokaz, ze

=1
Z (n!)2

n=1

jest liczba niewymierna.

Zadanie 4 (zrobione 3.11). Niech S? bedzie sferg Riemanna, czyli S? =
Up U Uy, gdzie Uy ~ C, Uy, ~ C oraz UyNUy, ~ C\ {0} 12z € Uy \ {0}
odpowiada % € Uy \ {0}. Punkty ze zbioru U, odpowiadajace liczbie z € C
oznaczamy po prostu przez z. Punkty ze zbioru U, odpowiadajace liczbie
w € C oznaczamy %, jesli w # 0 oraz oo, jesli w = 0.

(i) Pokazaé, ze funkcja wymierna z — f(z) = %

rowanie ciagte S? — S2. Co to jest f(oc0), f~1(00)?

definiuje odwzo-

(i) Dla jakich n,m,a;,b; funkcja wymierna f jest odwracalna?

(iii) Pokazaé, ze nie mozna rozszerzy¢ odwzorowania exp: C — C, exp(z) =
e do ciaglego odwzorowania S? — S2.



Zadanie 5 (zrobione 30.10). Policzy¢ wszystkie wartosci %, gdzie i =
V=1 € C, natomiast dla z, y € C, definiujemy 2¥ = e¥1°8% = {¢¥* € C | €* = z}.

Zadanie 6 (zrobione 30.10). (i) Niech f: R — R bedzie funkcja ciagta
taka, ze f(z +y) = f(x)f(y). Pokaza¢, ze istnieje a € R takie, ze
f(z) = a®, dla wszystkich z € R. (Wystarczy zaktadac, ze f jest ciagta
w 0.)

(ii) Niech f: C — C bedzie funkcja ciagta taka, ze f(z + w) = f(2)f(w).
Czy f(z) = e*?

(iii) Jesli w poprzednim punkcie odpowiedz jest twierdzaca, to przedysku-
tuj, ktore zalozenia sa nie potrzebne, a ktére mozna ostabi¢. Jesli w
poprzednim punkcie odpowiedz jest negatywna, to przedyskutuj, przy
jakich dodatkowych zalozeniach mozna pokazaé, ze f(z) = €.

Zadanie 7 (zrobione 3.11). Udowodnij, ze dla dowolnej liczby a € R

rownanie
a—+z

a—z

et =

Nie ma rozwiazan w zbiorze {z € C |Rez > 0,Im z > 0}.

Zadanie 8 (zrobione 3.11). Niech p, oznacza n-ta liczbe pierwsza. Zbada¢

zbiezno$¢ szeregu
oo
>
n=1 Pn

Zadania biezace

Zadanie 9 (do domu na 3.11). Pokaz, ze dla dowolnych liczb zespolonych

21, ..., 2, istnieje zbior B C {1,...,n}, taki, ze
n
sz > gt Z |2k |-
keB k=1

Zadanie 10 (zrobione 30.10). Udowodnij, ze istnieje kwadrat, w ktorym
mozna umiesci¢ cigg parami roztacznych kwadratéow o bokach 1, %, %, i, e

Zadanie 11 (zrobione 3.11). Obliczy¢ granice:

Db T
. — 1
lim T
e S



Zadanie 12 (do domu na 13.11). Jakie warunki musza spelnia¢ ciagi a, i
b,, aby istnialy state A i B, AB # 0 takie, ze ciag Aa, + Bb, jest zbiezny?

Zadanie 13 (do domu na 6.11). Wyznaczy¢ granice (o ile istnieja) ciagow
zadanych wzorami:

1
an:/ min(z, a, )dz,
0

1
an+1:/ max(x, b, )dz
0

w zaleznoéci od a1, b, € R.

Zadanie 14 (do domu na 13.11). Niech a,, bedzie ciagiem, ktorego wyrazy
spetniaja nastepujace warunki:

0<a,<1dlaneN oraz a; # 0.
Niech ponadto
Sn:a1+"'+an7 Tnzsl++sn

Zbadaé¢ zbieznos¢ szeregu
o0
an

a

n=1""

w zalezno$ci od parametru o > 0.

Zadanie 15 (do domu na 6.11). Pokaz, ze jesli ag =11

an = a2 —i-aL%J +ajz,

n
6

to
. an 12
lim — =
n—soo . log432

Zadanie 16 (zrobione 6.11). Dla jakich wartosci a; ciag okreslony reku-
rencyjnie:
Api1 = ai -2

jest zbiezny?

Zadanie 17 (zrobione 10.11). Czy z warunku lim, o, 3> = 1 wynika, ze

szeregi Y " Gn, Yo, b, sa jednoczesnie zbiezne, badz rozbiezne?



Zadanie 18 (do domu na 10.11). Dla z € C, |z| # 1, wartosci a; obliczy¢:

n .
o1 sin e?™
lim — E—
n—o00 N, P 1 — 26_27”5

Zadanie 19 (zrobione 10.11). Obliczy¢:

lim (sup(\/n + 1sin" z - cos x))

n—o0 z€ER

Zadanie 20 (zrobione 10.11). Pokaza¢, ze

Zs 5.7 2n+1) )

n=1
Zadanie 21 (do domu na 13.11). Ciag a,, okreslamy wzorem:

et — 1

Qn

a; =, ap+1 = log

Pokazac, ze

1 +a; +aras + arazas + - - - = e”.

Zadanie 22 (do domu na 13.11). Wprowadzmy nastepujace oznaczenie:

Y= {a = {a,} | szereg Z a, jest zbieZny} :

n=1

Skonstruuj ciag b ¢ ¥ taki, ze

a
f 1——=1=0
e[t
oraz ciag a € X taki, ze
a
fsup |l — = =0
L]t

Zadanie 23 (zrobione 10.11). Oblicz

JEEOZ (\/:—1>

Zadanie 24 (do domu na 13.11). Ciag u, liczb dodatnich jest $cisle rosnacy,
a szereg y t jest zbiezny. Oznaczmy przez f(x) liczbe par liczb natu-

ralnych (i, ), dla ktorych 337 _ u, < x. Udowodnij, ze lim, s f(x)/2 = 0.



Zadanie 25. Znajdz ciag liczb naturalnych n, taki, ze

[e.e] e}

1 1
;n—k<oo, ale ;n—nk—oo.

Zadanie 26. Zalozmy, ze 0 < a; < ag < -+ < o, < 5 oraz n > 1. Wykaz,

ze
Sin 1 + SIn Qg + - - - + SIn &,

tgog < < tgay,
COS(¥; + COS¥g + -+ + + COS (¥,

Zadanie 27. Obliczy¢ wartosé iloczynu

m(-(3))

n=0

Zadanie 28. Wykazaé, ze

lim 1+2\/1+3\/l+...\/1—|—(n—1)\/1+n:3

n—oo

Zadanie 29. a, jest ciggiem liczb rzeczywistych z przedziatu (0, 1). Pokazac,
ze szereg >~ | a, jest rozbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy

a1+ as(1 —ar) + az(1 —ar)(1 —ag) + -+~ = 1.

Zadanie 30. Niech A bedzie zbiorem wszystkich tych liczb naturalnych,
ktore w swoim zapisie dziesietnym nie maja cyfry 0. Wyznacz wszystkie a,
dla ktorych szereg Y, 4 —= jest zbiezny.

Zadanie 31. Oblicz ) 7, arctg .

(Przypomnienie:) do domu pisemnie na 3.XI

Zadania domowe beda sprawdzane przez panig Emilie Pompe:

ep(2*-3-41-163 — 1) |na| students {kropa} mimuw (jeszcze kropka) edu (i ostatnia) pl
Mozna spisa¢ na przyktad w ETEX-u i przysta¢ e-mailem lub oddaé¢ na zaje-

ciach.

Zadanie 32 (juz sprawdzone). Oblicz

2

Z n+1)(n+2)(n+3)(n+4)

n=1




Zadanie 33 (juz sprawdzone). Niech p € N oraz a4, as, . .., a, beda dowolnie
ustalonymi liczbami rzeczywistymi dodatnimi. Obliczy¢

lim <{/(n+a1)(n+a2)--~(n—|—ap) —n) .

n—oo



