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Zasady: Z poni»szych 10 zada« nale»y wybra¢ 6 i przynie±¢ rozwi¡zania osobi±cie b¡d¹ przesªa¢ e-
mailem rozwi¡zania do wtorku, 11 grudnia, do godziny 14:15. Rozwi¡zania zostan¡ ocenione w skali 0-10
punktów, nast¦pnie dla zadania nr n, n = 1, . . . , 10, wyznaczymy wspóªczynnik trudno±ci Wn, zgodnie z
wzorem

Wn = 2−min

(
1,

10 · (suma wszystkich punktów za zadanie n)

suma wszystkich punktów w kolokwium

)
i ostateczn¡ liczb¦ punktów za zadanie n wyznaczymy, mno»¡c punkty za to zadanie przez wspóªczyn-
nik Wn.

Je»eli kto± z Pa«stwa rozwi¡»e i odda wi¦cej ni» 6 zada«, wybierzemy z nich 6 najlepszych (po sko-

rygowaniu wspóªczynnikiem trudno±ci), a o nadwy»ce punktów za nieuwzgl¦dnione zadania b¦dziemy w

jaki± sposób pami¦ta¢.

Zadanie 1. Dla ka»dej funkcji ci¡gªej f : R→ R de�niujemy

‖f‖ := sup
x∈R

∑
n∈Z

|f(x+ n)|.

Niech X = {f ∈ C(R) : ‖f‖ <∞}. Wyka», »e (X, ‖ · ‖) jest przestrzeni¡ Banacha.

Zadanie 2.

1. Wyka», »e gdy H = Rn, to zbiór U(H) = {T ∈ B(H,H) : T odwracalny} jest
g¦sty w B(H,H).

2. Rozwa» H = `2, podprzestrze« H1 = {x ∈ `2 : x1 = 0} i przeksztaªcenie
S : H → H dane wzorem S(x1, x2, . . .) = (0, x1, x2, . . .). Dla ka»dego T ∈ B(H,H)
de�niujemy T ′ : H → H1, T

′x = Tx− 〈Tx, e1〉e1, gdzie e1 = (1, 0, 0, . . .) ∈ `2.

• wyka», »e dla ka»dego T ∈ B(H,H) mamy T ′ ∈ B(H,H1),

• wyka», »e je»eli |||T ||| < 1, to S + T ′ ∈ B(H,H1) jest odwracalny,

• wywnioskuj, »e e1 6∈ (S + T )(H),

• wywnioskuj, »e kula w B(H,H) o ±rodku w S i promieniu 1 nie zawiera punktów
z U .

Zadanie 3. Niech f : `1 → R, f(x) = ‖x‖1. W których punktach x ∈ `1 funkcja f jest
silnie ró»niczkowalna (tzn. ró»niczkowalna w sensie Frécheta)? ró»niczkowalna w sensie
Gateaux?

Zadanie 4. Funkcja F : [0,∞) → Rn jest ci¡gªa na [0,∞) i ró»niczkowalna na (0,∞);
dodatkowo wiemy, »e F (0) = 0 i istnieje c > 0 taka, »e dla ka»dego t > 0 zachodzi
‖DF (t)‖ ≤ c‖F (t)‖. Czy wynika st¡d, »e F jest to»samo±ciowo równa zero?



Zadanie 5. Niech U ⊂ Rn b¦dzie obszarem gwia¹dzistym i niech p > 0. Znajd¹ funkcj¦
ró»niczkowaln¡ f : U → R speªniaj¡c¡ dla dowolnego x = (x1, . . . , xn) ∈ U równanie

pf(x1, . . . , xn) +
n∑

i=1

xi
∂f

∂xi
(x1, . . . , xn) = h(x1, . . . , xn),

gdzie h jest ustalon¡ funkcj¡ klasy C1.

Uwaga: U ⊂ Rn jest gwia¹dzisty, gdy istnieje a ∈ U takie, »e dla ka»dego z ∈ U odcinek
[a, z] zawiera si¦ w U .

Zadanie 6. Niech γ : [a, b] → R2 b¦dzie krzyw¡ klasy C1 speªniaj¡c¡ γ′(t) 6= 0 dla t ∈
(0, 1). Wyka», »e dla ka»dego t ∈ (a, b) istniej¡:

• otoczenie U punktu (t, 0) ∈ R2,

• otoczenie V punktu γ(t) ∈ R2 oraz

• dyfeomor�zm F : U → V speªniaj¡cy F (t, 0) = γ(t), którego jakobian jest ±ci±le
dodatni we wszystkich punktach U .

Zadanie 7. Dla ustalonych 0 < k ≤ n niechM = {A ∈Mn×n(R) : rankA = k} ⊂ Rn2

.
Wyka», »eM jest podrozmaito±ci¡ w Rn2

i wyznacz jej wymiar.

Zadanie 8. Niech U = {(u, v, s, t) ∈ R4 : u2 + v2 > 0, t > 0}, X = {(x, y, z, w) ∈
R4 : x2 + y2 > 0, w > 0}. Niech F : U → X b¦dzie dane wzorem F (u, v, s, t) =
(tu, tv, s, u2 + v2).

• Wyka», »e F jest dyfeomor�zmem,

• niech T = {(x, y, z, w) ∈ R4 : x2 + y2 + z2 + 3 = 4
√
x2 + y2, w = 1}. Wyznacz

równania opisuj¡ce F−1(T ).

Zadanie 9. Niech C = {(x, y, z) ∈ R3 : x, y, z > 0, x + y + z = 4, xyz = 2}. Znajd¹
minimum i maksimum funkcji f danej wzorem f(x, y, z) = xy + yz + xz na zbiorze C.

Zadanie 10. Ustalmy y ∈ Rn i niech Q ∈ Mn×n b¦dzie macierz¡ dodatnio okre±lon¡.
Niech w = max〈y, x〉 pod warunkiem 〈x,Qx〉 ≤ 1.

• Korzystaj¡c z warunków KKT wyka», »e w =
√
〈y,Q−1y〉 .

• Wywnioskuj st¡d nast¦puj¡ce uogólnienie nierówno±ci Cauchy'ego-Schwarza:

〈x, y〉2 ≤ 〈x,Qx〉 · 〈y,Q−1y〉.


