Logika i automaty

Filip Murlak
Instytut Informatyki, MIM UW

Bedlewo 2015



Entscheidungsproblem

Problem (Hilbert 1928)

Poda¢ algorytm, ktéry dla zadanej formuty ¢ € FO odpowiada na
pytanie, czy o jest tautologia.



Entscheidungsproblem

Problem (Hilbert 1928)

Poda¢ algorytm, ktéry dla zadanej formuty ¢ € FO odpowiada na
pytanie, czy o jest tautologia.

Twierdzenie (o petnosci; Godel 1929)

Istnieje petny i poprawny system dowodowy dla FO; mozna
efektywnie wygenerowa¢ wszystkie tautologie FO.
(Zbior tautologii FO jest czesciowo rozstrzygalny.)



Entscheidungsproblem

Problem (Hilbert 1928)

Poda¢ algorytm, ktéry dla zadanej formuty ¢ € FO odpowiada na
pytanie, czy o jest tautologia.

Twierdzenie (o petnosci; Godel 1929)

Istnieje petny i poprawny system dowodowy dla FO; mozna
efektywnie wygenerowa¢ wszystkie tautologie FO.
(Zbior tautologii FO jest czesciowo rozstrzygalny.)

Twierdzenie (Church 1936; Turing 1937)

Nie istnieje algorytm, o ktéry pytat Hilbert.
(Zbior tautologii FO jest nierozstrzygalny.)



Pierwsza droga: ograniczy¢ logike

Twierdzenie

» Dla sygnatur relacyjnych unarnych (monadyczny rach.
predykatow), zbicr tautologii FO jest rozstrzygalny.
(Léwenheim 1915; Behmann 1922)

» Jesli dopuscimy cho¢ jedng relacje wiekszej arnosci, zbiér
tautologii FO jest nierozstrzygalny.

Twierdzenie
Problem spetnialnosci jest rozstrzygalny dla formut FO postaci:

» 3*V* (Bernays, Schénfinkel 1928);
» 3*V3* (Ackermann 1928);
» J*YVI* (Godel 1932).
Dla wszystkich innych prefikséw spetnialnos¢ jest nierozstrzygalna.



Druga droga: ograniczy¢ rozwazane struktury

Twierdzenie

» Teoria FO (N, +,-) jest nierozstrzygalna (Godel 1931).
» Teoria FO (N, +) jest rozstrzygalna (Presburger 1929).
» Teoria FO (R, +,-) jest rozstrzygalna (Tarski 1948).

Czy mozna péjs¢ dalej? Co z logika drugiego rzedu?

Jesli dopusci¢ kwantyfikowanie po relacjach binarnych, to problem
jest nierozstrzygalny (mamy dowolnie interpretowane relacje).

Pozostaje logika monadyczna drugiego rzedu (MSO).



Rozstrzygalnos¢ teorii MSO

Twierdzenie

» Teoria MSO (N, +) jest nierozstrzygalna.
(Mozna zakodowaé kratownice n x k, uzywajac +1 oraz +k do

poruszania sie w kierunkach lewo/prawo i géra/dét.)

» Teoria MSO (R, +) jest nierozstrzygalna.

(Mozna prawie zdefiniowa¢ liczby naturalne.)

Jaki jest kolejny kandydat?



Rozstrzygalnos¢ teorii MSO

Twierdzenie

» Teoria MSO (N, +) jest nierozstrzygalna.
(Mozna zakodowaé kratownice n x k, uzywajac +1 oraz +k do

poruszania sie w kierunkach lewo/prawo i géra/dét.)

» Teoria MSO (R, +) jest nierozstrzygalna.

(Mozna prawie zdefiniowa¢ liczby naturalne.)
Jaki jest kolejny kandydat?

Twierdzenie (Biichi 1962)
Teoria MSO (N, succ) jest rozstrzygalna.



/astosowanie

Whiosek
Teoria FO (N, +) jest rozstrzygalna.



/astosowanie

Whiosek
Teoria FO (N, +) jest rozstrzygalna.

Dowéd. W (N, succ) interpretujemy (N, +), liczba to zbiér:

x<y = IXxeXAVz(s(z)eX = zeX)Ay¢ X
nat(X) = 3JzVx(xe€X = x<z)
zero(X) = Vzz¢X
X+Y=2Z = nat(X)Anat(Y)A nat(Z) A

0eZ < (0eXV0&Y)V(0gXA0eY)A
Vx (x ¢ XAxE Y As(x)EXAs(x)¢Y = s(x) ¢ 2Z) A
Vx (x ¢ XAx ¢ Y As(x)E XAs(x)eY = s(x) € Z) A

Vx (xEXAxEYAs(x)EXAs(x)eY = s(x) € Z)
Ix(x)  ~  3X nat(X) AP(X)

(N4 e <<= (N succ)=¢ O



Twierdzenie Biichiego i automaty

Twierdzenie (Biichi 1962)

Dla kazdego (X1, ..., X,) € MSO mozna skonstruowac automat
A wezytujacy stowa nieskoriczone nad alfabetem {0,1}", taki ze
(N,succ, Ur,...,Un) E @(X1,...,Xn) <= A akceptuje xu,,..u, -
Fakt

Mozna rozstrzygnaé, czy dany automat A akceptuje jakies stowo.



Twierdzenie Biichiego i automaty

Twierdzenie (Biichi 1962)

Dla kazdego (X1, ..., X,) € MSO mozna skonstruowac automat
A wezytujacy stowa nieskoriczone nad alfabetem {0,1}", taki ze

(N,succ, Ur,...,Un) E @(X1,...,Xn) <= A akceptuje xu,,..u, -
Fakt

Mozna rozstrzygnaé, czy dany automat A akceptuje jakies stowo.

Biichi pokazat posta¢ normalna dla (X1, Xz, ..., Xs) € MSO:
Qo 3dQ1 ... IQm e Vx @x € Q; (czyli @ jest podziatem uniwersum) A

e 0c @ A
. /\Vx (s(x) € Q = ¥i(X,Q,x)) A
e Vxdy y>xAye€ U Qi (czyli U Qi jest nieskonczony)

icF icF
dla pewnego F C {0,1,...,m}.



Definicja automatu

Definicja

Automat to A = (¥, Q, qo, 6, F), gdzie
» ¥ to skoriczony alfabet (u nas {0,1}"),
» @ to skoriczony zbiér stanéw,
> qo € Q to stan poczatkowy,
» 6 C Q x X x Q to relacja przejscia,
» F C Q to zbior stanéw akceptujacych.

Bieg na stowie w € Y% to takie sfowo p € Q¥, ze
p(0) =qo oraz (p(i),w(i),p(i+1)) €3.
Bieg p jest akceptujacy jesli 3°°i p(i) € F.
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Definicja automatu

Definicja
Automat to A = (¥, Q, qo, 6, F), gdzie

» ¥ to skoriczony alfabet (u nas {0,1}"),

» @ to skoriczony zbiér stanéw,

> qo € Q to stan poczatkowy,

» 6 C Q x X x Q to relacja przejscia,

» F C Q to zbior stanéw akceptujacych.
Bieg na stowie w € Y% to takie sfowo p € Q¥, ze

p(0) =qo oraz {p(i),w(i),p(i+1)) €4.

Bieg p jest akceptujacy jesli 3°°i p(i) € F.
Przyktad. ,Bloki pozycji w X sa parzystej dtugosci” i ,,X jest (nie)skonczony".

Uwaga. Aby sprawdzi¢, czy A akceptuje jakiekolwiek stowo,
wystarczy znalez¢ stan q osiggalny z qg i taki, ze z g da sie wrécic
do g przechodzac przez stan z F.



Uproszczone MSO

MSO uzywa 3X, Ix, V, =, s(x), x € Y, =, ale wystarcza
X, Vv, -, s(X), XCYV,

gdzie Y = s(X) znaczy Ix X = {x} A Y = {s(x)}.



Uproszczone MSO

MSO uzywa 3X, Ix, V, =, s(x), x € Y, =, ale wystarcza

ax, v, -, s(X), XCV,

)

gdzie Y = s(X) znaczy Ix X = {x} A Y = {s(x)}.

singleton(X) = VY(YQX:XQY\/VZYQZ)
Ix... ~ IX singleton(Xy) A ...
xeY ~ X, CVY



Konstrukcja automatu dla formuty ¢o(Xi, Xo, ..., X))

Kazdy kwantyfikator wprowadza inng zmienna Xj dla n < j < m.
» Xi =s(X;) i X; C X tatwo;
> \ odpowiada sumie jezykéw;
» 3X; odpowiada rzutowaniu jezyka na wspétrzedne rézne od i
wystarczy zrzutowa¢ relacje 6 € Q x {0,1}" x Q pomijajac
i-ta wspotrzedna litery;

» — to gltéwna trudnosé; wykorzystamy twierdzenia Ramseya i
proste koncepcje algebraiczne.



Cel

Aby udowodni¢ twierdzenie Biichiego pozostaje wykazaé
nastepujacy lemat:

Lemat
Dla danego automatu A nad alfabetem ¥ mozna skonstruowaé
automat B rozpoznajacy jezyk ¥ — L(A).

Inaczej: B ma akceptowac stowa, w ktérych kazdy bieg automatu
A przechodzi skoniczenie wiele razy przez stany akceptujace.



Przypomnienie definicji automatu

Definicja
Automat A = (¥, Q, qo,0, F) nad alfabetem ¥ ma
» skoriczony zbidr stanéw Q,
» stan poczatkowy qo € Q,
> relacje przejscia 0 C Q X £ X Q,
» zbiér stanéw akceptujacych F C Q.

Bieg na stowie w € Y% to takie sfowo p € Q¥, ze
p(0) =qo oraz (p(i),w(i),p(i+1)) €3.

Bieg p jest akceptujacy jesli 3°°i p(i) € F.



Préba konstrukcji dopetnienia (naiwna)

v

Stany B to podzbiory stanéw A.

v

Stan B po przeczytaniu stowa ajas . .. a, to zbiér stanéw, jakie
A moze mie¢ po przeczytaniu aiaz ... an.

v

Stan poczatkowy B to zbiér stanéw poczatkowych A.

v

B akceptuje, jesli od pewnego momentu juz nie ma stanéw
akceptujacych A.

To nie jest warunek Biichiego, ale fatwo ten automat przerobi¢ na automat
Biichiego: trzeba niedeterministycznie wybieraé moment, od ktérego nie ma
stanéw akceptujacych.

Dlaczego konstrukcja ta nie dziata?

w e L(B) = w ¢ L(A), ale nie odwrotnie.



Kontrprzyktad

N @)
508

a a

> L(.A) =10 (kazdy bieg co najwyzej raz odwiedza stan akceptujacy)
» Jedyny bieg B na stowie aaa... (jedynym nad alfabetem {a}):

i}, {p,a}, Apsa.r}, {p.q,r}, {p,q,r},

» Czyli B nie akceptuje stowa aaa... (a powinien).

» Ktopot: A ma dowolnie dtugie biegi dochodzace do stanu
akceptujacego g, ale nie daja sie one pofaczyé w jeden bieg.

» Potrzebna jest inna, subtelniejsza konstrukcja automatu 5.
Trzeba wigcej pamigta¢ o wezytanym stowie!



Informacje o biegach na stowach skonczonych

Stowu skonczonemu w € ¥* przyporzadkowujemy informacje o
mozliwych biegach A, opisana macierza M,,:

» M, jest rozmiaru |Q| x |Q)|,

» wiersze i kolumny M,, sa indeksowane stanami automatu A4,

> elementy M, naleza do zbioru {L;1;0}.



Informacje o biegach na stowach skonczonych

Stowu skonczonemu w € ¥* przyporzadkowujemy informacje o
mozliwych biegach A, opisana macierza M,,:

» M, jest rozmiaru |Q| x |Q)|,

» wiersze i kolumny M,, sa indeksowane stanami automatu A4,

> elementy M, naleza do zbioru {L;1;0}.

W koméree (p, q) wartosé¢ macierzy M,, to
1 jesli nie istnieje bieg A postaci p — q;
1 jesli istnieje bieg p — q przechodzacy przez stan akceptujacy;
0 jesli istnieja biegi p — g, ale zaden nie przechodzi przez stan
akceptujacy.



Aby uzyskaé¢ informacje dla konkatenacji w - v wystarczy zna¢
informacje dla w i v.

Rozwazmy pétpierscien (przemienny)
P=({L,1,0}, max,-)

» max wg. porzadku 1L <0< 1,

» | - cokolwiek = cokolwiek - L = 1
1-1=1-0=0-1=1
0-0=0

Mnozenie macierzy z M = Mg« () jest zdefiniowane jak zwykle:
(M- N)(p. q) = max M(p,r)- N(r,q).

Wtedy M., =M, -M,.



Funkcja w — M, jest homomorfizmem monoidéw (X*,-) — M,

My, = M, - M, .
Sprawdzmy:
> My.v(p,q) =L
< dla kazdego r jedno z dwéch przejs¢ jest niemozliwe:
p—r lub r—5gq
<= dla kazdego r, M, (p,r) =L lub M, (r,q) =L
> Mw-v(p7 q) =1
<= istnieje taki r, ze sa mozliwe przejscia
p—sr oraz r—=gq

i jedno z nich odwiedza stan akceptujacy

< istnigje r, ze <Mw(p, r), M,(r, q)> to (0,1), (1,0), lub (1,1).



Lemat (kluczowy)
Niech w € ¥%. Woéweczas istnieja
» macierze M, N, takieze M- N=MiN-N=N,

> podziat w = wowiwows ..., |w;| >0,
takie ze
» My, =M,

> My, = N dlai>0.

Zatem
» stowu wowyws . .. w; odpowiada macierz M (dla i > 0),

> stowu wjw; 1wy ... w; odpowiada macierz N (dla j > i > 0).



Twierdzenie (Ramseya)

Niech o [N]?> — K bedzie kolorowaniem dwuelementowych
podzbioréw N kolorami ze skoriczonego zbioru K.

Wtedy istnieje zbior nieskoniczony X C N oraz kolor k € K, taki ze

Vijex a(i,j) = k.



Dowod kluczowego lematu

oraz a(i,j) = a(j, i) = M, _a_, dla i <.

Niech w = ajasasz . ..
Tw. Ramseya daje pozycje i1 < ip < i3 < ... i macierz N, takie ze
VJ"/( Oé(l'j, ik) = N.
M=Ny-N
7\
l N
No N N N
7~ N/ N/ N/ N\
ajas - - ail—l al-l e al-2_1 al-2 e al-3_1 al-3 .. al-4_1 . e
~ TV 7\ TV 7\ TV -
%) w1 Wo

Sprawdzamy warunki na mnozenie macierzy z tezy lematu:
N-N= a(ig, 13) : 04(1'37 I4) = Oz(ig, I4) =N

M-N=Nyg-N-N=No-N=M



Lemat (charakteryzujacy)
Dla kazdych M, N i w = wowyws . .. jak w kluczowym lemacie,

we L(A) <= M(q,q)#L, N(gq,q) =1 dla pewnego q .

*



Lemat (charakteryzujacy)
Dla kazdych M, N i w = wowyws . .. jak w kluczowym lemacie,

we L(A) <= M(q,q)#L, N(gq,q) =1 dla pewnego q .

*

Dowéd. (<) Sktadamy bieg akceptujacy z kawatkéw.

(=) Rozwazmy bieg akceptujacy A na w. Niech g; to stan po
przeczytaniu prefiksu wows . .. w;. Wsrdd g; pewien stan g pojawia
sie nieskonczenie wiele razy, powiedzmy dla i € /.

Poniewaz Mygw,..w; = MN' = M, mamy M(q;,q;) # L dlai>1,
czyli réwniez M(qy,q) # L.

Poniewaz bieg jest akceptujacy, nieskofczenie wiele razy pojawiaja
sie stany akceptujace. Zatem mozna wybra¢ taki nieskonczony
zbior {jo,J1,J2,. ..} C I, ze dla kazdego k stan akceptujacy pojawia
si¢ podczas czytania podstowa wj, 1 ... w;,,,. Czyli macierz stowa
Wj, 41 .- W, malw komérce (q,q). Poniewaz ta macierz to N,
dostajemy N(q,q) = 1. Ol



Whiosek

Dla stowa w € ¥“ nastepujace warunki sa réwnowazne:
1. w nie jest akceptowane przez A,
2. istnieja M, N € M oraz w = wowiws . .. jak w kluczowym
lemacie takie, ze M, N nie spetniaja (x);

3. w nalezy do jezyka opisanego wyrazeniem

U Lp(Ly)”
M, N nie spetniaja (x)
M-N=M, N-N=N

Fakt

Dla danych macierzy M, N € M, mozna skonstruowa¢ automat
rozpoznajacy jezyk Ly(Ly)“.
To konczy dowdd tw. Biichiego.
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Bardziej skomplikowane struktury

Pokazalismy, ze teoria MSO struktury <N, succ> jest rozstrzygalna.
Czy da sie to uogélni¢?

<N,succ> to struktura wolna z jednym generatorem i
jednoargumentowym symbolem fynkcyjnym s.

A co jesli mamy wiecej symboli funkcyjnych?

Twierdzenie (Rabin 1969)
Teoria MSO struktury ({0,1}*,-0,-1) jest rozstrzygalna.

Whiosek
Rozstrzygalne sa teorie MSO

> struktury <{07 1,...,i}%-0,-1,..., />

> struktur <N*, -0,-1,-2,.. > i <N*, =< >

» przeliczalnych gestych liniowych porzadkéw bez koncéw;
» przeliczalnych liniowych porzadkéw.



Whiosek
Teoria MSO struktury <N*, -0,-1,-2,... > jest rozstrzygalna.

a

0 1
b a b
n n n
I I I
/R 0 1/ 2 I I
I I /A
I I I
I___\ a b a I___\ I___\
. .
n n n
I I I
/I /R /R
I I I
/A /B /B
/ \ / \ ! \



Whiosek
Teoria MSO struktury <N*, -0,-1,-2,... > jest rozstrzygalna.

a

b a b b




Whiosek
Teoria MSO struktury <N*, -0,-1,-2,... > jest rozstrzygalna.

a

b a b b

IX... ~ IX(VyyeX = so(e) <y)A...

so(X)=Y ~ s(X)=Y
sn(X)=Y ~ sisi...s19(X)=Y
~—

n



Whiosek

Teoria MSO przeliczalnych gestych liniowych porzadkéw bez
koncow jest rozstrzygalna.

Fakt

Wszystkie przeliczalne geste liniowe porzadki bez koricéw sa
izomorficzne.

Zatem wystarczy zdefiniowa¢ taki porzadek w ({0,1}*,-0,-1).



Whiosek
Teoria MSO przeliczalnych gestych liniowych porzadkéw bez
koncow jest rozstrzygalna.

Fakt
Wszystkie przeliczalne geste liniowe porzadki bez koricéw sa
izomorficzne.
Zatem wystarczy zdefiniowa¢ taki porzadek w ({0,1}*,-0,-1).
Niech x < y, o ile x jest na lewo od y, czyli:

x<y =Vp(r(px,y) = p-0=xVp-1=y)
Alp,x,y) = Vz (zjx/\zjy = pjz)

x=2y =VX(yeXAVz(z-0eXVz-1e X = z€X)

= y € X)

Sprawdzmy gestos¢. Niech x < y.
Jeslip-0=x,tox<x-1<y;jeslip-1<y, tox<y-0<y.



Twierdzenie Rabina i automaty

Krok 1
Indukcyjnie konstruujemy dla formuty p(X) € MSO automat A,
wczytujacy drzewa nieskoriczone nad alfabetem {0, 1}", taki ze

({0,1}%,-0,-1,U) = p(X) <= A akceptuje xg .

Krok 2
Rozstrzygamy, czy A, akceptuje jakies drzewo.

» Jak wygladaja automaty? Inaczej.
» Jak sprawdza¢, czy A akceptuje jakies drzewo? Trudno.

» Jak je zanegowaé? Bardzo trudno.



Definicja automatu z warunkiem Biichiego

Automat to A = (¥, Q, qo, 0, F), gdzie
» ¥, Q, qo, F sa jak wczesniej,

> a 0 ogranicza stany mozliwe w obojgu dzieciach:
ICEXIXxExQ.
Bieg na drzewie t € Tx to takie drzewo p € T, zZe

p(e) =aqo oraz (p(v),t(v),p(v-0),p(v-1)) €.
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Definicja automatu z warunkiem Biichiego

Automat to A = (¥, Q, qo, 0, F), gdzie
» ¥, Q, qo, F sa jak wczesniej,

> a 0 ogranicza stany mozliwe w obojgu dzieciach:
ICEXIXxExQ.
Bieg na drzewie t € Tx to takie drzewo p € T, zZe
o) =0 oraz (p(v).t(v),p(v-0).p(v-1)) € 4.
p jest akceptujacy jesli na kazdej gatezi vivovs ... mamy
3% p(vi) € F.

Przyktfad. ,Na kazdej gatezi nieskonczenie wiele 1"
(Kontr)przykfad. ,Na kazdej gatezi skonczenie wiele 1"

o(X) = VG (gataz(G) = IxeGVyeG (x <y = y ¢ X))
gataz(G) = VxVyx e GAy € G = x=3yVy=3x



a w wierzchotkach (O*l)k
dla k <|Q|+1;

b we wszystkich pozostatych.




a w wierzchotkach (O*l)k
dla k <|Q|+1;

b we wszystkich pozostatych.

kalesony drzewiaste utworzone przez
powtrzony stan ¢; na opisanej sciezce




a w wierzchotkach (0*1)k
dla k <|Q|+1;
b we wszystkich pozostatych.




Definicja automatu z warunkiem parzystosci

Automat to A = (¥, Q, qo, 0, rank), gdzie
> Y, Q, qo, 0 jak wczesniej,
» rank: Q — N funkcja zadajaca priorytet stanéw.

Bieg jest akceptujacy jesli na kazdej gatezi zachodzi warunek:

wsréd stanéw odwiedzanych nieskoriczenie czesto
najwyzszy priorytet jest parzysty.



Definicja automatu z warunkiem parzystosci

Automat to A = (¥, Q, qo, 0, rank), gdzie
> Y, Q, qo, 0 jak wczesniej,
» rank: Q — N funkcja zadajaca priorytet stanéw.

Bieg jest akceptujacy jesli na kazdej gatezi zachodzi warunek:
wsréd stanéw odwiedzanych nieskoriczenie czesto

najwyzszy priorytet jest parzysty.

Warunek Biichiego symulujemy ktadac

2 dlageF
rank(q) = {1 dagé¢F



Gry parzystosci i niepustosc

Niepustos¢ L(.A) mozna scharakteryzowaé za pomoca gry:

» Dwaj gracze, Automat i Tropiciel, wyknuja ruchy w rundach.

» Gra rozpoczyna sie w stanie poczatkowym qg i trwa w rund.
» W rundzie i € w
» Automat wybiera krotke (g;_1,a,q’,q") € §;
» Tropiciel wybiera stan g; sposréd ¢’, q”.
» Automat wygrywa, jesli w ciggu stanéw qogigo ... najwyzszy
priorytet wystepujacy nieskonczenie czesto jest parzysty.

Fakt
L(A) # (0 <= Automat ma strategie wygrywajaca.

Twierdzenie
W kazdej grze parzystosci ktérys gracz ma bezpamieciowa strategie
Wygrywajaca.



Konstrukcja automatu dla formuty ¢o(Xi, Xo, ..., X))

Kazdy kwantyfikator wprowadza inng zmienna X; dla n < j < m.
> Xi =s0(X;), Xi = s1(Xj) i Xi C X tatwo;
» \ odpowiada sumie jezykéw;
» 3X; odpowiada rzutowaniu liter na wspétrzedne rézne od i;
> — to gtéwna trudnos$é: wykorzystuje sie bezpamieciowa

determinacje gier parzystosci (na przeliczanych grafach) oraz
ponizsze (trudne) twierdzenie.

Twierdzenie (McNaughton'66; Safra'88; Muller&Schupp'95)

Dla danego automatu Biichiego A na stowach mozna skonstruowac
deterministyczny automat parzystosci, rozpoznajacy L(A).



Zadanie 1: teoria MSO (N, succ) jest nieelementarna

Formute ¢(x, y) nazwiemy linijka dtugosci d, jesli jest prawdziwa
doktadnie wtedy, gdy odlegtos¢ miedzy x a y to d.

» Pokaza¢, ze dla dowolnego n istnieje linijka dtugosci wiekszej
niz exp(n) = 2", ktéra opisuje sie formuta MSO rozmiaru
wielomianowego ze wzgledu na n.

» Uogdlni¢ powyzsze: dla dowolnego n istnieje linijka dtugosci
wiekszej niz exp(K)(n), ktéra opisuje sie formuta MSO
rozmiaru wielomianowego ze wzgledu na n. State i wyktadnik
wielomianu moga zaleze¢ od k.

» Korzystajac z linijki udowodni¢, ze nie istnieje algorytm
rozstrzygajacy prawdziwos¢ danej formuty MSO w strukturze
(N, succ) i dziatajacy w czasie wyktadniczym, czy tez
podwdjnie wykfadniczym, potréjnie wyktadniczym, itd.



Zadanie 2: jezyki i sita wyrazu MSO

Stowo nieskonczone nad alfabetem ¥ mozna traktowaé jak

(N, succ) poszerzone o dodatkowe predykaty X; C N dla a € ¥.
Zatem do definiowania jezykow stéw nad alfabetem ¥ mozna
uzywa¢ MSO (z dodatkowymi symbolami relacyjnymi X,).

» MSO definiuje doktadnie te same jezyki, co automaty.

» Kazdy jezyk definiowalny w MSO mozna zdefiniowaé formuta
postaci 3Xp(X), gdzie ¢ nie uzywa kwantyfikatoréw drugiego
rzedu. Warto zaczaé od 3X13X;5 ... IXpp(X1, Xo, ..., Xp).

» Pokaza¢, ze nastepujacy jezyk nie definiuje sie w MSO:
{a"ba™b---: lim nj = co}.
1—00

» Stowo ostatecznie okresowe to stowo postaci wvwv ... dla
w,v € X*. Dwa jezyki definiowalne w MSO zawierajace te
same sfowa ostatecznie okresowe musza by¢ réwne.



Zadanie 3: rozstrzygalnos¢ logik

» Dla sygnatur zawierajacych wytacznie relacje unarne, istnieje
algorytm rozstrzygajacy czy zadana formuta MSO jest
prawdziwa w kazdej strukturze.

» Dla formut FO typu 3*V* (tzn. ciag kwantyfikatoréw
egzystencjalnych, potem ciag kwantyfikatoréw uniwersalnych,
a potem formula bez kwantyfikatoréw), istnieje algorytm
rozstrzygajacy czy dana formuta jest spetnialna (tzn.
spetniona w jakiej$ strukturze).
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