Kolokwium z RPiS, 6 grudnia 2017

W klasie Jasia i Malgosi jest ¢ chlopcéw i d dziewczynek. Kazde z dzieci losuje dziecko, ktoremu
kupi prezent na Mikotajki; losowanie odbywa sie¢ w ten sposob, ze kazda permutacja jest réwnie
prawdopodobna. W przypadku, gdy dziecko wylosuje samo siebie, prezent kupuje osobiscie Swiety
Mikotaj.

Chlopcy znaja innych chtopcow lepiej niz dziewczynki, w zwiazku z tym prezent od Swietego
Mikotaja, od chtopca dla chlopca lub od dziewczynki dla dziewczynki jest trafiony z prawdopo-
dobienistwem p1, podczas gdy prezent od chtopca dla dziewczynki lub od dziewczynki dla chlopca
jest trafiony z prawdopodieristwem py (p1 > p2); zdarzenia te sa niezalezne dla kazdego dziecka
(przy ustalonym wyniku losowania permutacji).

Zadanie 1 (10 punktow).
(a) Czy zdarzenia Matgosia wylosowata chiopca 1 Matgosia zostata wylosowana przez chiopca
sa niezalezne? Czy sa niezalezne pod warunkiem, ze Malgosia nie wylosowala samej siebie? (5p)
(b) Malgosia dostata trafiony prezent, za to prezent od niej nie by? trafiony (i w zwiazku z tym
nie chce sie przyznaé, komu dokladnie dalta prezent). Jakie jest prawdopodobieristwo, ze Malgosia
dostata prezent od Jasia? (5p)

Zadanie 2 (10 punktow). Niech X bedzie zmienng losows okreslajaca liczbe trafionych prezentow.
(a) Policz wartosé oczekiwana X. (5p)
(b) Policz wariancje X. (5p)

Zadanie 3 (10 punktéw). Entropia zmiennej losowej dyskretnej X nazywamy

H(X)=-> P(X =z)log P(X =)

gdzie suma przebiega po zbiorze {z : P(X = z) > 0}. Niech f : R — R bedzie dowolna
funkcja.

(a) Pokaz, ze entropia zmiennej losowej dyskretnej X jest wieksza lub réwna entropii zmiennej
losowej f(X). (5p)

(b) Pokaz, ze rownosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja f jest réznowartosciowa na
zbiorze {z : P(X =) > 0}. (5p)

UWAGA: Kazde zadanie oddajemy na osobnej kartce czytelnie podpisanej imieniem,
nazwiskiem i numerem indeksu. Wszystkie odpowiedzi i obliczenia nalezy uzasadnié.






