
Egzamin z RPiS (cz¦±¢ II - 105 minut), 11 marca 2013

Zadanie 1 (10 punktów). Mamy kwadrat zªo»ony z n × n kratek. Losujemy prostok¡t o wierz-
choªkach w punktach kratowych i kraw¦dziach równolegªych do kratek tak, aby ka»dy mo»liwy
prostok¡t (niezdegenerowany) byª równie prawdopodobny.

A Policz warto±¢ oczekiwan¡ pola otrzymanego prostok¡ta (w kratkach). (5 punktów)

B Losujemy niezale»nie dwa prostok¡ty powy»sz¡ metod¡. Niech Yn b¦dzie zmienn¡ losow¡
oznaczaj¡c¡ pole cz¦±ci wspólnej tych prostok¡tów (je±li prostok¡ty si¦ nie przecinaj¡, to
Yn = 0). Policz limn→∞

EYn

n2 . (5 punktów)
(Wskazówka: dla ka»dej kratki policz prawdopodobie«stwo, »e zawiera si¦ ona w tym prze-
ci¦ciu)

Zadanie 2 (10 punktów). Mamy n prostok¡tnych magnesów. Ka»dy magnes ma biegun póªnocny
i poªudniowy. Ukªadamy je losowo w linii prostej. Je±li magnesy s¡siaduj¡ tym samym biegunem,
to si¦ odpychaj¡ (i tworz¡ osobne bloki), w przeciwnym przypadku si¦ przyci¡gaj¡ (i tworz¡ jeden
blok). Niech X b¦dzie liczb¡ bloków zªo»onych z pojedynczego magnesu (na rysunku poni»ej
X = 1).
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• Policz EX (3 punkty).

• Policz VarX (5 punktów).

• Oszacuj z góry P (X ≥ n
2 ) (2 punkty).

Zadanie 3 (10 punktów). Tworzymy prostsz¡ wersj¦ gry Tetris, w której gracz dostaje do dyspo-
zycji na przemian �gury zªo»one z 3 i 4 klocków (trójki i czwórki). Zaczynamy od trójki zªo»onej
z 3 klocków w linii prostej. Ka»da czwórka powstaje przez doª¡czenie do ostatniej trójki nowego
kwadracika, a ka»da trójka powstaje przez usuni¦cie jednego kwadracika z ostatniej czwórki. W
obu przypadkach wymagamy, by nowo otrzymana �gura byªa spójna; wszystkie pozycje doda-
wanego/usuwanego klocka speªniaj¡ce ten warunek s¡ równie prawdopodobne. Poni»szy rysunek
przedstawia przykªadowe 5 pierwszych �gur, z zaznaczonymi kwadracikami, które mogªy by¢ do-
dane lub usuni¦te.

A Niech pn b¦dzie prawdopodobie«stwem, »e n-ta trójka skªada si¦ z 3 klocków uªo»onych w
linii prostej. Policz limn→∞ pn. (4 punkty)
(Wskazówka: znajd¹ rozkªad stacjonarny ªa«cucha Markowa, którego stany odpowiadaj¡
poszczególnym ksztaªtom trójek)

B Policz analogiczne granice prawdopodobie«stw dla ka»dego mo»liwego ksztaªtu czwórki (z
dokªadno±ci¡ do obrotu i przesuni¦cia). (4 punkty)
(Wskazówka: skorzystaj z wyniku punktu A)

C Je±li w pewnym momencie dostaniemy �gur¦ zªo»on¡ z 4 kwadracików uªo»onych w linii
prostej, to jak dªugo ±rednio musimy czeka¢ na nast¦pn¡ tak¡ sam¡ �gur¦? (2 punkty)
(Wskazówka: skorzystaj z wyniku punktu B)

UWAGA: Ka»de zadanie oddajemy na osobnej kartce czytelnie podpisanej imieniem,

nazwiskiem i numerem indeksu. Wszystkie odpowiedzi i obliczenia nale»y uzasadni¢.


