Egzamin z RPiS (cze$é II - 105 minut), 11 marca 2013

Zadanie 1 (10 punktow). Mamy kwadrat ztozony z n x n kratek. Losujemy prostokat o wierz-
chotkach w punktach kratowych i krawedziach réwnoleglych do kratek tak, aby kazdy mozliwy
prostokat (niezdegenerowany) byt réwnie prawdopodobny.

A Policz warto$¢ oczekiwang pola otrzymanego prostokata (w kratkach). (5 punktow)

B Losujemy niezaleznie dwa prostokaty powyzsza metoda. Niech Y,, bedzie zmienng losowa
oznaczajaca pole czesci wspodlnej tych prostokatow (jesli prostokaty sie nie przecinaja, to
Y, = 0). Policz lim,,_, % (5 punktow)

(Wskazowka: dla kazdej kratki policz prawdopodobienstwo, ze zawiera si¢ ona w tym prze-
cieciu)

Zadanie 2 (10 punktow). Mamy n prostokatnych magnesow. Kazdy magnes ma biegun péinocny
i potudniowy. Ukltadamy je losowo w linii prostej. Jesli magnesy sasiaduja tym samym biegunem,
to sie odpychaja (i tworza osobne bloki), w przeciwnym przypadku sie przyciagaja (i tworza jeden
blok). Niech X bedzie liczba blokéw zlozonych z pojedynczego magnesu (na rysunku ponizej
X =1).
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e Policz EX (3 punkty).

e Policz VarX (5 punktéw).
e Oszacuj z gory P(X > %) (2 punkty).

Zadanie 3 (10 punktow). Tworzymy prostsza wersje gry Tetris, w ktorej gracz dostaje do dyspo-
zycji na przemian figury zlozone z 3 i 4 klockow (trojki i czworki). Zaczynamy od trojki ztozonej
z 3 klockéw w linii prostej. Kazda czwérka powstaje przez dotaczenie do ostatniej trojki nowego
kwadracika, a kazda trojka powstaje przez usuniecie jednego kwadracika z ostatniej czworki. W
obu przypadkach wymagamy, by nowo otrzymana figura byla spéjna; wszystkie pozycje doda-
wanego/usuwanego klocka spelniajace ten warunek sa rownie prawdopodobne. Ponizszy rysunek
przedstawia przyktadowe 5 pierwszych figur, z zaznaczonymi kwadracikami, ktére mogty by¢ do-
dane lub usuniete.
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A Niech p, bedzie prawdopodobieristwem, ze n-ta trojka sklada sie z 3 klockow utozonych w
linii prostej. Policz lim,,_,o p,. (4 punkty)
(Wskazowka: znajdz rozktad stacjonarny lancucha Markowa, ktorego stany odpowiadaja
poszczegolnym ksztaltom trojek)

B Policz analogiczne granice prawdopodobienstw dla kazdego mozliwego ksztattu czworki (z
dokladnoscia do obrotu i przesuniecia). (4 punkty)
(Wskazowka: skorzystaj z wyniku punktu A)

C Jedli w pewnym momencie dostaniemy figure ztozong z 4 kwadracikéw utozonych w linii
prostej, to jak dlugo srednio musimy czekaé na nastepna taka sama figure? (2 punkty)
(Wskazowka: skorzystaj z wyniku punktu B)

UWAGA: Kazde zadanie oddajemy na osobnej kartce czytelnie podpisanej imieniem,
nazwiskiem i numerem indeksu. Wszystkie odpowiedzi i obliczenia nalezy uzasadnié.



