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Streszczenie

Ridgelety ortonormalne (ρλ)λ∈Λ′ s¡ baz¡ ortonormaln¡ przestrzeni L2(R2) maj¡c¡ poten-
cjalne zastosowania w kompresji obrazów.

Niniejsza praca przybli»a konstrukcj¦ ridgeletów ortonormalnych i bada ich wªasno±ci,
takie, jak oszacowanie na warto±¢ ρλ(x, y) dla punktów (x, y) w pobli»u 0 i ∞, przedstawia
wykresy ρλ, oraz konstrukcj¦ rodziny prostszych funkcji η o ksztaªcie i wªasno±ciach zbli»onych
do ridgeletów.
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Rozdziaª 1

Wst¦p

Falki Meyera bardzo dobrze nadaj¡ si¦ do aproksymacji pewnych klas funkcji, co ma zasto-
sowanie mi¦dzy innymi w kompresji obrazów. Ka»da funkcja f klasy L2(R) zapisuje si¦ jako∑

k akΨk (Ψk � falki Meyera takie, »e ich transformata Fouriera jest klasy C∞). Oznaczmy
przez An(f) n-ty najwi¦kszy wyraz z ci¡gu moduªów (|ak|)k. (Na przykªad, dla f równej
1
2Ψ1 + Ψ4 − 1

2Ψ6 kolejnymi wyrazami ci¡gu Ak(f) s¡ 1, 1
2 , 1

2 , 0, 0, . . ..) Je±li funkcja f jest
klasy C∞ i ma zwarty no±nik, to An = o(nε) dla ka»dego ε > 0. Oznacza to, »e wystarczy
maªo wyrazów sumy ∑

k bkΨk, »eby uzyska¢ bardzo dobre przybli»enie funkcji f . To samo
zachodzi, je±li funkcja f o zwartym no±niku jest klasy C∞ poza sko«czon¡ liczb¡ punktów,
w których jest osobliwa. Przykªadami funkcji z takimi osobliwo±ciami punktowymi w a s¡
f(x) = |x − a|−1/3w(x) i f(x) = H(x − a)w(x), gdzie H(x) jest funkcj¡ charakterystyczn¡
prawej póªprostej [0,∞), a w(x) jest tzw. �oknem�, czyli funkcj¡ klasy C∞ o zwartym no±niku.

Na pªaszczy¹nie sytuacja jest bardziej skomplikowana, gdy» osobliwo±ci mog¡ by¢ ró»-
nych wymiarów. Dwuwymiarowe falki Meyera wci¡» nadaj¡ si¦ do aproksymacji funkcji z
osobliwo±ciami punktowymi, ale zawodz¡ dla funkcji z osobliwo±ciami na odcinkach oraz na
krzywych.

Funkcj¡ grzbietow¡ (ridge function, planar wave) nazywamy funkcj¦ f : Rd → R postaci
f(x) = g(x ·u), czyli staª¡ na hiperpªaszczyznach x ·u = t, dla pewnego kierunku u. Ridgelety
zostaªy wymy±lone przez E. Candèsa w jego pracy doktorskiej [Cand98]. S¡ to funkcje grzbie-
towe na pªaszczy¹nie o wªasno±ciach zbli»onych w pewnym stopniu do falek, które bardzo
dobrze nadaj¡ si¦ do aproksymacji funkcji, które maj¡ osobliwo±ci na odcinkach (chocia» nie
s¡ one baz¡ ortonormaln¡ L2 � niezerowe funkcje grzbietowe nie mog¡ by¢ klasy L2).

Niniejsza praca zajmuje si¦ ridgeletami ortogonalnymi, opisanymi przez D. Donoho w pracy
[Dono00]. S¡ to funkcje na pªaszczy¹nie zbli»one do ridgeletów Candèsa, ale tworz¡ one baz¦
ortonormaln¡ przestrzeni L2(R2).

Istnieje te» ukªad funkcji na pªaszczy¹nie zwanych curveletami, których konstrukcja u»ywa
mi¦dzy innymi ridgeletów ortonormalnych. Curvelety s¡ o wiele lepsze od innych znanych
ukªadów na pªaszczy¹nie, jak na przykªad falki i wielomiany trygonometryczne Fouriera, je±li
chodzi o aproksymacj¦ funkcji klasy C2 poza brzegiem klasy C2, czyli funkcji postaci

f(x, y) =
{

f0(x, y) dla |(x, y)| ≤ ρ(Arg(x + iy))
f1(x, y) dla |(x, y)| > ρ(Arg(x + iy))

, (1.1)

gdzie f0 i f1 s¡ funkcjami klasy C2 o zwartym no±niku na R2 , a ρ jest funkcj¡ dodatni¡
klasy C1 na okr¦gu, której pochodna speªnia warunek Lipschitza. (Najprostszym przykªadem
takiej funkcji f jest funkcja charakterystyczna koªa, dla której ρ jest funkcj¡ staª¡.) Do-
kªadniej, bª¡d, który uzyskujemy, je±li bierzemy m najwi¦kszych wyrazów przybli»enia jest
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rz¦du O(m−2(log m)3), podczas gdy dla innych znanych ukªadów jest on rz¦du O(m−1) lub
gorszego. Ma to potencjalne zastosowanie w kompresji obrazów.

Du»o informacji o ridgeletach, curveletach i innych ukªadach, ich zwi¡zkach z sieciami
neuronowymi, analiz¡ harmoniczn¡ i teori¡ aproksymacji mo»na znale¹¢ w pracy [Cand01].

W niniejszej pracy przedstawiono konstrukcj¦ Donoho (w hipotetycznym uogólnieniu na
wy»sze wymiary) oraz pewnie wyniki dotycz¡ce ksztaªtu ridgeletów ρ � m. in. ich wykresy
(wyliczone numerycznie), oszacowanie na warto±¢ ρ(x, y) dla (x, y) w pobli»u 0, oraz rodzin¦
funkcji η o ksztaªcie i wªasno±ciach zbli»onych do ridgeletów, ale ªatwiejszych do liczenia.

1.1. Oznaczenia i de�nicje
W niniejszej pracy cz¦sto b¦dziemy u»ywa¢ nast¦puj¡cych operatorów na przestrzeniach funk-
cyjnych Lp(Rd):

• Operator translacji Ty, zadany wzorem Tyf(x) = f(x− y).

• Operator odbicia Q, Qf(x) = f(−x).

• Operator dylatacji J, Jf(x) = 2d/pf(2x).

• Transformata Fouriera

Fd(f)(ω) = (2π)−d/2

∫ ∞

−∞
e−iω·xf(x)dx; (1.2)

funkcja F(f) bywa te» oznaczana f̂ .

• Odwrotna transformata Fouriera F−1
d = QFd = FdQ.

W przypadku p = 2, wszystkie te operatory s¡ unitarne. (Transformata Fouriera jest
okre±lona dla f ∈ L1(Rd) ∩ L2(Rd), ale daje si¦ rozszerzy¢ do operatora unitarnego na L2.)

Symbol Sn oznacza sfer¦ n-wymiarow¡, czyli
{
x ∈ Rn+1 : |x| = 1

}
. Punkt antypodyczny

do x ∈ Sn oznaczamy przez −x. Podobnie jak dla Rd, na przestrzeniach funkcyjnych Lp(Sn)
mamy operator Qf(x) = f(−x).

Najbardziej dla nas interesuj¡cy jest przypadek d = 2. Pªaszczyzn¦ R2 interpretujemy
jako pªaszczyzn¡ zespolon¡ C. Okr¡g S1 interpretujemy jako T = {z ∈ C : |z| = 1}. Z tej
interpretacji wynika oznaczenie eit i struktura mno»enia na okr¦gu.

Je±li V i W s¡ przestrzeniami L2 (V = L2(A,µA),W = L2(B,µB)), to iloczynem tensoro-

wym przestrzeni V i W , oznaczanym V ⊗W , nazywamy przestrze« L2(A×B,µA⊗µB). Je±li
v ∈ V,w ∈ W, to przez v ⊗ w ∈ V ⊗ W oznaczamy funkcj¦ zadan¡ wzorem (v ⊗ w)(a, b) =
v(a)w(b). Nie wszystkie elementy V ⊗W s¡ tej postaci, ale jest ona domkni¦ciem przestrzeni
liniowej przez nie rozpinanej. Je±li (vi)i∈I i (wj)j∈J s¡ odpowiednio bazami ortonormalnymi
V i W , to (vi ⊗ wj)i∈I,j∈J jest baz¡ ortonormaln¡ V ⊗W . Je±li L : V → V jest operatorem
liniowym, to L⊗I jest operatorem dziaªaj¡cym dla ka»dego ustalonego b jak operator L, czyli
(L ⊗ I)v(a, b) = (Lv(·, b))(a). Analogicznie de�niuje si¦ operator I ⊗ M dla M : W → W ,
oraz L⊗M = (L⊗ I)(I ⊗M).

Przez Zk oznaczamy grup¦ cykliczn¡ rz¦du k, czyli zbiór liczb {0, 1, 2, . . . , k − 1} z do-
dawaniem modulo k.
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Rozdziaª 2

Konstrukcja ridgeletów

Do konstrukcji ortonormalnych ridgeletów na Rd potrzebujemy dwóch baz ortonormalnych:
(tτ )τ∈T na L2(R), oraz (sσ)σ∈S na L2(Sd−1) (na sferze). W konstrukcji zaproponowanej
przez D. Donoho stosujemy bazy ortonormalne oparte na falkach Meyera. Bazy te s¡ opisane
w nast¦pnych dwóch podrozdziaªach. Potrzebna równie» b¦dzie transformata Radona.

Transformata Radona oraz konstrukcja prowadz¡ca od baz ortonormalnych na L2(R) i
L2(Sd−1) do ridgeletów zostaªa w niniejszym rozdziale przedstawiona w sposób ogólny (dla
dowolnego d), ale b¦dziemy jej u»ywa¢ tylko dla d = 2.

2.1. Baza ortonormalna na R

De�nicja 2.1 Niech Φ ∈ L2(R). Niech V0 b¦dzie podprzestrzeni¡ domkni¦t¡ L2(R) rozpinan¡
przez funkcje TmΦ dla m ∈ Z (przesuwamy funkcj¦ Φ o odcinki b¦d¡ce liczbami caªkowitymi).

Niech Vj = JjV0 dla j ∈ Z. Funkcj¦ Φ nazywamy funkcj¡ skaluj¡c¡, je±li speªnione s¡

nast¦puj¡ce warunki:

1. (TmΦ)m∈Z jest baz¡ ortonormaln¡ V0,

2. · · · ⊂ V−1 ⊂ V0 ⊂ V1 ⊂ · · ·

3.
⋂

j∈Z Vj = {0},

4. L2(R) jest domkni¦ciem
⋃

j∈Z Vj.

Przykªadem funkcji skaluj¡cej jest ΦH , funkcja charakterystyczna odcinka [0, 1]. Prze-
strze« Vj to wówczas przestrze« funkcji staªych na odcinkach [m/2j , (m + 1)/2j ].

Niech Ψ ∈ V1 b¦dzie tak¡ funkcj¡, »e funkcje TmΦ i TmΨ dla m ∈ Z stanowi¡ razem
baz¦ ortonormaln¡ V1 (sªowo razem oznacza, »e suma zbiorów {TmΦ} i {TmΨ} stanowi baz¦
ortonormaln¡, a nie ka»dy z nich). (TmΦ jest baz¡ ortonormaln¡ V0; wiemy, »e V0 ⊂ V1.)
Dla ΦH funkcj¡ speªniaj¡c¡ ten warunek jest ΨH , ró»nica funkcji charakterystycznej [0, 1/2]
i funkcji charakterystycznej [1/2, 1].

Z de�nicji funkcji skaluj¡cej i de�nicji Ψ wynika, »e funkcje JjTmΦ, JjTmΨ dla wszystkich
m ∈ Z stanowi¡ razem baz¦ ortonormaln¡ Vj+1. Je±li do tego dorzucimy funkcje Jj+1TmΨ,
to otrzymamy baz¦ ortonormaln¡ Vj+2 (wzi¦li±my inn¡ baz¦ Vj+1 zamiast Jj+1TmΦ). Kon-
tynuuj¡c powy»sz¡ operacj¦ i wiedz¡c, »e domkni¦ciem sumy wszystkich przestrzeni Vj jest
caªe L2(R), otrzymujemy nast¦puj¡cy fakt:

Fakt 2.2 Niech j0 ∈ Z. Funkcje Jj0TmΦ dla wszystkich m ∈ Z, oraz JjTmΨ dla wszystkich

m ∈ Z oraz j ∈ Z, j ≥ j0, stanowi¡ razem baz¦ ortonormaln¡ przestrzeni L2(R).
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Je±li skorzystamy równie» z zaªo»enia, »e przeci¦cie przestrzeni Vj jest puste, otrzymamy:

Fakt 2.3 Funkcje JjTmΨ dla wszystkich m ∈ Z oraz j ∈ Z stanowi¡ baz¦ ortonormaln¡

przestrzeni L2(R).

De�nicja 2.4 Funkcj¦ Ψ speªniaj¡c¡ tez¦ faktu 2.3 nazywamy falk¡. (Funkcj¦ ΨH nazywamy

falk¡ Haara.) Funkcj¦ Ψ powi¡zan¡ w powy»szy sposób z funkcj¡ skaluj¡c¡ Φ nazywamy falk¡
powi¡zan¡ z Φ. Funkcje JjTmΨ oznaczamy przez Ψj,m (tak samo dla Φ).

B¦dzie nam jeszcze potrzebna falka Meyera:

De�nicja 2.5 Falk¡ Meyera nazywamy falk¦ Ψ speªniaj¡c¡ nast¦puj¡ce wªasno±ci:

1. suppΨ̂ ⊂ [−8/3π, −2/3π] ∪ [2/3π, 8/3π],

2. Ψ jest rzeczywist¡ funkcj¡ klasy C∞,

3. Ψ(−1− x) = Ψ(x).

Je±li Ψ jest falk¡ Meyera, to funkcja T 1/2Ψ jest rzeczywist¡ funkcj¡ parzyst¡, zatem jej
transformata Fouriera γ(ω) = e−iω/2Ψ̂(ω) jest równie» rzeczywist¡ funkcj¡ parzyst¡. Naj-
prostsz¡ falk¡ Meyera jest ΨA zadana przez funkcj¦ γA, która jest funkcj¡ charakterystyczn¡
zbioru [−2π,−π] ∪ [π, 2π], pomno»on¡ przez (2π)−1/2. Odpowiadaj¡c¡ jej funkcj¡ skaluj¡c¡
jest ΦA taka, »e Φ̂A jest funkcj¡ charakterystyczn¡ odcinka [−π, π] (znów pomno»on¡ przez
(2π)−1/2). Wad¡ jej jest to, »e funkcja Ψ̂A nie jest ci¡gªa, przez co m. in. ΨA nie nale»y do
klasy L1.

Je±li zamiast γA u»yjemy funkcji γ takiej, »e odpowiednia Ψ równie» b¦dzie falk¡, ale γ
b¦dzie klasy C∞, to unikniemy tego problemu. Przykªadowe konstrukcje takich falek mo»na
znale¹¢ w [Wojt00]; falk¦ Meyera, dla której transformat¡ Fouriera jej funkcji skaluj¡cej jest
funkcja θ z Zadania 4.2 z [Wojt00], b¦dziemy oznacza¢ przez ΨC .

Z de�nicji supp(γ) jest zawarty w [−8π
3 ,−2π

3 ] ∪ [+2π
3 ,+8π

3 ]. Funkcja γ musi speªnia¢
|γ(ω)| ≤ (2π)−1/2.

2.2. Baza ortonormalna na T

Korzystaj¡c ze skonstruowanego w fakcie 2.2 ukªadu ortonormalnego na L2(R), mo»emy skon-
struowa¢ ukªad ortonormalny falek okresowych na L2[0, 1]. Niech O : L1(R) → L1[0, 1] b¦dzie
operatorem zadanym wzorem Of(x) =

∑
m∈Z f(x + m). Korzystaj¡c z faktu 2.2 oraz z orto-

gonalno±ci Φ0,m i Φ0,n dla m 6= n, ªatwo jest udowodni¢ nast¦puj¡cy fakt:

Fakt 2.6 Niech j0 ∈ Z, j0 ≥ 0. Niech Ψ i Φ b¦dzie falk¡ i odpowiadaj¡c¡ jej funkcj¡ skaluj¡c¡

i obie nale»¡ do L1(R). Funkcje OΦj0,m dla m ∈ Z2j oraz OΨj,m dla j ∈ Z, j ≥ j0,m ∈ Z2j

nale»¡ wówczas do L2[0, 1] i stanowi¡ razem jej baz¦ ortonormaln¡.

Ukªad ortonormalny na L2[0, 1] mo»emy przenie±¢ na L2(T) przy u»yciu izometrii A :
L2[0, 1] → L2(T) zadanej wzorem

Af(e2πit) = (2π)−1/2f(t). (2.1)
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2.3. Przestrze« Radona
Do konstrukcji ridgeletów potrzebujemy jeszcze kilku elementów.

De�nicja 2.7 Niech Xt,u b¦dzie pªaszczyzn¡ prostopadª¡ do wektora u i odlegª¡ od 0 o t:
Xt,u = {x : x · u = t}. Transformat¡ Radona funkcji f ∈ L2(Rd) jest funkcja Rf :
R× Sd−1 → R, zadana wzorem

Rf(t, u) =
∫

Xt,u

f(x)dx. (2.2)

Rf(t, u) jest caªk¡ z f po hiperpowierzchni x · u = t.

Transformata Radona jest operatorem nieograniczonym, w zwi¡zku z czym jest okre±lona
nie dla wszystkich f ∈ L2(Rd). Jest ona okre±lona tylko dla tych f , które s¡ caªkowalne
dla prawie wszystkich hiperpowierzchni Xt,u oraz Rf zadana powy»szym wzorem nale»y do
L2(R⊗ Sd−1).

Transformat¦ Radona wygodnie si¦ zapisuje przy u»yciu delty Diraca δ:

Rf(t, u) =
∫

Rd

f(x)δ(x · u− t) dx. (2.3)

Nie ka»da funkcja z L2(R × Sd−1) mo»e by¢ transformat¡ Radona jakiej± funkcji f . Jest
bowiem speªniony warunek Rf(−t,−u) = Rf(t, u).

De�nicja 2.8 Przestrzeni¡ Radona R nazywamy podprzestrze« funkcji z L2(R × Sd−1)
speªniaj¡cych warunek f(−t,−u) = f(t, u).

�atwo sprawdzi¢, »e operator P : L2(R× Sd−1) → R zadany wzorem P = (I + Q⊗Q)/2
jest rzutem (ortogonalnym) na R.

Istnieje prosta izometria C z przestrzeni Radona w L2(Rd). Ka»dy punkt przestrzeni
Rd (oprócz 0) mo»na wyrazi¢ jako iloczyn punktu u ∈ Sd−1 i ω ∈ R (przypomina to ukªad
biegunowy). Izometria ta jest zadana wzorem

Ch(ωu) =
√

2|ω|−(d−1)/2h(ω, u). (2.4)

Warto±¢ h w punkcie (ω, u) jest reprezentowana przez warto±¢ Ch w punkcie ωu. Warto±¢
|ω|−(d−1)/2 jest pierwiastkiem z jakobianu, a

√
2 wynika st¡d, »e ka»dy punkt liczymy dwa

razy, jako ωu i (−ω)(−u) (z de�nicji przestrzeni Radona wynika, »e warto±¢ Ch(ωu) nie zale»y
od tego, któr¡ reprezentacj¦ wybierzemy).

Fakt 2.9 Niech R∗ : R→ L2(Rn) b¦dzie operatorem zadanym wzorem

R∗h(x) =
∫

Sd−1

h(x · u, u)du. (2.5)

Podobnie jak dla transformaty Radona, jest on okre±lony tylko dla tych funkcji h, dla któ-

rych prawa strona jest okre±lona dla prawie wszystkich x oraz funkcja R∗h zadana powy»szym

wzorem jest klasy L2. Je±li f ∈ L2(Rn) i h ∈ R s¡ funkcjami, dla których okre±lone s¡

odpowiednio operatory R i R∗, to mamy 〈Rf, h〉 = 〈f,R∗h〉 .
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Dowód.

〈Rf, h〉 =
∫

Sd−1

∫ ∞

−∞
Rf(t, u)h(t, u)dtdu = (2.6)

=
∫

Sd−1

∫ ∞

−∞

∫
Rd

f(x)δ(x · u− t)h(t, u)dxdtdu = (2.7)

=
∫

Sd−1

∫
Rd

f(x)h(x · u, u)dxdu = (2.8)

=
∫

Rd

f(x)
∫

Sd−1

h(x · u, u)dudx = (2.9)

=
∫

Rd

f(x)R∗h(x)dx = 〈f,R∗h〉 . (2.10)

2.4. Baza ortonormalna na Rd

Maj¡c bazy ortonormalne (tτ )τ∈T na L2(R) i (sσ)σ∈S na L2(Sd−1) oraz przestrze« Radona
R, mo»emy przyst¡pi¢ do ogólnej konstrukcji bazy ortonormalnej na Rd, której szczególnym
przypadkiem s¡ ridgelety. Nie ka»da baza ortonormalna (tτ ) i (sσ) jest dobra. Ukªad (tτ )
musi speªnia¢ nast¦puj¡cy

Warunek 2.10 Wyrazy (tτ ) mo»na poª¡czy¢ w pary (τ, q(τ)), τ 6= q(τ), takie, »e Q(tτ ) =
±tq(τ) ( znak ± nie ma znaczenia; Q to operator odbicia Qf(x) = f(−x)). Taki sam warunek

musi speªnia¢ ukªad (sσ).

Przez S ′ oznaczamy taki podzbiór S, do którego nale»y dokªadnie jeden element ka»dej
pary (σ, q(σ)).

Na przestrzeni L2(R × Sd−1) mamy tensorow¡ baz¦ ortonormaln¡ (tτ ⊗ sσ)(τ,σ)∈T ×S .
Oznaczmy

Wτ,σ =
√

2P(tτ ⊗ sσ). (2.11)
Korzystaj¡c z warunku 2.10 i wzoru P = (I + Q⊗Q)/2, mamy

Wτ,σ = (
√

2/2)(tτ ⊗ sσ ± tq(τ) ⊗ sq(σ)). (2.12)

�atwo pokaza¢, »e (Wτ,σ)τ∈T ,σ∈S′ jest baz¡ ortonormaln¡ przestrzeni R (wyrzucili±my tutaj
duplikaty, bior¡c S ′ zamiast S).

Niech I : R → L2(R2) b¦dzie operatorem zadanym wzorem (indeksy przy F oznaczaj¡
tutaj wymiar przestrzeni, na której dziaªa transformata Fouriera)

I = F−1
d C(F1 ⊗ I). (2.13)

Oznaczmy ρτ,σ = IWτ,σ. Operator I jest izometri¡ (bo transformata Fouriera i C s¡ izo-
metriami), wi¦c (ρλ)λ∈T ×S′ jest baz¡ ortonormaln¡ w przestrzeni Rd. Transformata Fouriera
ρτ,σ zapisuje si¦ wzorem

ρ̂τ,σ(ωu) = |ω|−(d−1)/2(t̂τ (ω)sσ(u) + t̂τ (−ω)sσ(−u)). (2.14)

Interesuj¡ce jest zapisanie izometrii I w inny sposób.
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De�nicja 2.11 Operatorem uªamkowego ró»niczkowania Riesza ∆ : L2(R) → L2(R)
nazywamy operator ∆ = F−1Y +F , gdzie Y +g(ω) = |ω|1/2g(ω). Operator ten jest nieograni-

czony i okre±lony tylko dla tych f , dla których Y +Ff ∈ L2(R).

Z wªasno±ci transformaty Fouriera wiemy, »e gdyby±my we wzorze na Y +f mno»yli przez
ω zamiast przez |ω|1/2, byªby to zwykªy operator ró»niczkowania (z dokªadno±ci¡ do mno»enia
przez i). Bior¡c pierwiastek z ω, otrzymujemy �uªamkowe� ró»niczkowanie.

Fakt 2.12 Niech f ∈ R, g = (F1 ⊗ I)f , h = Cg, j = F−1
d h (czyli j = If). Je±li funkcje h i

f(·, u) s¡ caªkowalne oraz operatory R∗ i ∆d−1 s¡ okre±lone dla odpowiednich funkcji, to dla

pewnego wspóªczynnika αd

j = If = αdR
∗(∆d−1 ⊗ I)f. (2.15)

Dowód. Oznaczmy Π = ((2π)−1/2).

j(x) = Πd

∫
Rd

eiν·xh(ν)dν = (2.16)

= 2−1Πd

∫
Sd−1

∫ ∞

−∞
eiωu·x|ω|d−1h(ωu)dωdu = (2.17)

= 2−1/2Πd

∫
Sd−1

∫ ∞

−∞
eiωu·x|ω|d−1|ω|−(d−1)/2g(ω, u)dωdu = (2.18)

= 2−1/2Πd+1

∫
Sd−1

∫ ∞

−∞
eiωu·x|ω|(d−1)/2

∫
e−iωtf(t, u)dtdωdu = (2.19)

= 2−1/2Πd−1

∫
Sd−1

(∆d−1 ⊗ I)f(u · x, u)du = (2.20)

= 2−1/2Πd−1(R∗(∆d−1 ⊗ I)f)(x). (2.21)

Fakt 2.13 Zaªó»my, »e zaªo»enia faktu 2.12 s¡ speªnione dla f = Wτ,σ i operator ∆d−1 jest

okre±lony dla tτ ; oznaczmy t+τ = ∆d−1tτ . Mamy wówczas

ρτ,σ(x) =
√

2αd

∫
Sd−1

t+τ (x · u)sσ(u)du. (2.22)

Dowód. �atwo sprawdzi¢, »e R∗(Q ⊗ Q) = R∗ i, »e operator Q jest przemienny z ∆. Ze
wzoru 2.15 otrzymujemy

ρτ,σ(x) = αdR
∗(∆d−1 ⊗ I)(

√
2/2)(I + Q⊗Q)(tτ ⊗ sσ) = (2.23)

= (
√

2/2)αdR
∗(I + Q⊗Q)(∆d−1 ⊗ I)(tτ ⊗ sσ) = (2.24)

=
√

2αdR
∗(t+τ ⊗ sσ) = (2.25)

=
√

2αd

∫
Sd−1

t+τ (x · u)sσ(u)du. (2.26)
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2.5. Konstrukcja ridgeletów
Baza ortonormalnych ridgeletów powstaje przez zastosowanie konstrukcji z podrozdziaªu 2.4
(w wymiarze d = 2) do bazy falkowej na prostej (same falki Meyera, bez funkcji skaluj¡cych)
skonstruowanej w 2.1 oraz bazy falkowej na okr¦gu, skonstruowanej w 2.2.

Jako baz¦ ortonormaln¡ na prostej przyjmujemy falki Meyera, czyli (Ψ jest oczywi±cie
falk¡ Meyera)

T = {(j, k) : j ∈ Z, k ∈ Z}, tj,k = Ψj,k. (2.27)
Baza ortonormalna na okr¦gu jest baz¡ wynikaj¡c¡ z faktu 2.6, przeniesion¡ na T przy

u»yciu operatora A (2.1). Ustalamy liczb¦ i0 ∈ Z, i0 ≥ 1. Przyjmujemy

S = {(0, i0, l) : l ∈ 2i0} ∪ {(1, i, l) : i ≥ i0, i ∈ Z, l ∈ Z2i}, (2.28)
s0,i0,l = AOΦi0,l, s1,i,l = AOΨi,l.

Za Ψ bierzemy falk¦ Meyera, a za Φ odpowiadaj¡c¡ jej funkcj¦ skaluj¡c¡.
Bazy te speªniaj¡ warunek 2.10: Qtj,k = −tj,−1−k (z ostatniego punktu de�nicji falki

Meyera), Qsε,i,l = sε,i,l+2i−1 . St¡d wynika kojarzenie w pary q. Za S ′ mo»na wzi¡¢ {(ε, i, l) ∈
S : l < 2i−1}. Mo»emy wi¦c zastosowa¢ konstrukcj¦ 2.4.

Przedstawiona powy»ej konstrukcja zostaªa troch¦ uproszczona w stosunku do konstrukcji
Donoho. Je±li baz¡ przestrzeni Hilberta V jest (vτ )τ , i dla ka»dego τ mamy jak¡± baz¦ (wτ

σ)σ

przestrzeni Hilberta W (tej samej dla ka»dego τ), to (vτ ⊗wτ
σ)τ,σ jest baz¡ przestrzeni V ⊗W .

Mo»emy wi¦c, tworz¡c baz¦ dla iloczynu tensorowego przestrzeni L2(R)⊗L2(T), zamiast bra¢
ustalon¡ baz¦ przestrzeni L2(T), dobiera¢ j¡ oddzielnie dla ka»dego elementu bazy L2(R).

W naszym przypadku baza ortonormalna (sσ) na L2(T) jest sparamateryzowana warto±ci¡
i0 ≥ 0; Donoho przyjmuje i0 = min(i′0, k(τ)). Nie zaburza to warunku 2.10.

De�nicja 2.14 Ridgeletami nazywamy baz¦ ortonormaln¡ zªo»on¡ z funkcji ρε,i,l,j,k zada-

nych wzorem (2.14) dla ukªadów (tj,k) i (sε,i,l) zde�niowanych wzorami (2.27) i (2.28).

Dla falek Meyera operator ∆ jest okre±lony (ze wzgl¦du na zwarty no±nik ich transformaty
Fouriera); pozostaªe zaªo»enia faktu 2.13 równie» ªatwo sprawdzi¢, zatem zachodzi wzór (2.22).
Wynika z niego, »e ρτ,σ jest �±redni¡� funkcji grzbietowych (ridge function) t+τ (x · u) (wspóª-
czynniki tej �±redniej� nie musz¡ by¢ dodatnie). Je±li warto±ci sσ s¡ maªe poza okolicami
pewnego kierunku u (w przypadku falek okresowych oznacza to, »e wspóªczynnik skalowania
ma du»¡ warto±¢), to funkcja ρτ,σ jest dobrym przybli»eniem funkcji grzbietowej. Uzasadnia
to nazw¦ ridgelety ortonormalne dla skonstruowanych przez nas obiektów.

Fakt 2.15 Je±li j ∈ L2(Rd), transformata Radona jest okre±lona dla j i operator ∆d−1 ⊗ I
jest okre±lony dla Rj, to I−1j = αd(∆d−1 ⊗ I)Rj.

Dowód. Fakt ten wynika st¡d, »e I jako izometria jest operatorem unitarnym i st¡d, »e
Y + jest operatorem symetrycznym. Dla ka»dego f ∈ R speªniaj¡cego zaªo»enia faktu 2.12
(funkcje takie s¡ g¦ste w R, bo zawieraj¡ przestrze« liniow¡ rozpinan¡ przez Wτ,σ) mamy:〈

f, I−1j
〉

= 〈If, j〉 =
〈
αdR

∗(∆d−1 ⊗ I)f, j
〉

= (2.29)

=
〈
((F(Y +)d−1F−1)⊗ I)f, αdRj

〉
= (2.30)

=
〈
f, αd(F−1(Y +)d−1F ⊗ I)Rj

〉
= (2.31)
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=
〈
f, αd(F−1Q(Y +)d−1QF ⊗ I)Rj

〉
= (2.32)

=
〈
f, αd(F(Y +)d−1F−1 ⊗ I)Rj

〉
= (2.33)

=
〈
f, αd(∆d−1 ⊗ I)Rj

〉
. (2.34)

Zatem I−1j = αd(∆d−1 ⊗ I)Rj.
Fakt 2.15 jest powodem, dla którego ridgelety tak dobrze nadaj¡ si¦ do aproksymacji

funkcji z osobliwo±ciami na odcinkach. Jak sobie do±¢ ªatwo wyobrazi¢, transformata Ra-
dona przeksztaªca osobliwo±ci na odcinkach na osobliwo±ci punktowe w przestrzeni Radona.
(Niestety, sªabo nadaj¡ si¦ do aproksymacji funkcji z osobliwo±ciami punktowymi, gdy» oso-
bliwo±ci punktowe staj¡ si¦ osobliwo±ciami na krzywych.) Peªny dowód tych wªasno±ci mo»na
znale¹¢ w pracy [Dono00].

Brak ridgeletów dla wymiarów d > 2 wynika z braku dobrych ortonormalnych baz fal-
kowych na Sd−1 dla d > 2. Warto zauwa»y¢, »e w wymiarze d > 2 mog¡ nas interesowa¢
osobliwo±ci dowolnych wymiarów od 0 do d−1. W pracy [Dono99] zostaªa przedstawiona kon-
strukcja krat sztywnych, które mogªyby dobrze aproksymowa¢ takie osobliwo±ci (konstrukcja
u»ywa m.in. rozmaito±ci Grassmana). (Krat¡ sztywn¡ nazywamy ukªad funkcji (fn) w L2

taki, »e dla ka»dego h ∈ L2 mamy h = C ·
∑
〈h, fn〉 fn dla pewnej staªej C ∈ R; przykªadem

kraty sztywnej nie b¦d¡cej baz¡ jest ukªad funkcji powstaj¡cy po poª¡czeniu dwóch ró»nych
baz ortonormalnych.)
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Rozdziaª 3

Ksztaªt ridgeletów

W tym rozdziale zajmujemy si¦ wªasno±ciami ridgeletów (opartych na falkach Meyera, na
pªaszczy¹nie). Baza ortogonalna ridgeletów jest indeksowana pi¦cioma liczbami:

• k � skala falki na prostej. Jak ªatwo zauwa»y¢, zmiana tego parametru oznacza po
prostu skalowanie ridgeletu, zatem dla wygody przyjmiemy, »e ma on warto±¢ 0 (fakty
ªatwo b¦dzie przenie±¢ na dowolne k).

• l � jak bardzo falka Meyera jest oddalona od punktu 0. �rodek ukªadu wspóªrz¦dnych
ma du»e znaczenie w konstrukcji ridgeletów, zatem parametr ten do±¢ mocno wpªywa
na ksztaªt.

• ε � okre±la, z któr¡ cz¦±ci¡ bazy ortonormalnej L2(T) mamy do czynienia: z funkcjami
skaluj¡cymi na poziomie i0 (0), czy z falkami na poziomie i ≥ i0 (1).

• i � skala falki lub funkcji skaluj¡cej na okr¦gu. Ma wpªyw na ksztaªt ridgeletu (zasi¦g
k¡towy), podobnie jak l.

• j � obrót falki lub funkcji skaluj¡cej na okr¦gu. Zmiana tego parametru powoduje
obrócenie ridgeletu, zatem, podobnie jak dla k, b¦dziemy przyjmowali, »e ma on ustalon¡
warto±¢. Funkcja sσ jest symetryczna; aby ±rodkiem symetrii byªo 0, przyjmujemy
j = 1/2.

Rysunki 3.1 i 3.2 przedstawiaj¡ wyliczone numerycznie wykresy ridgeletów odpowiednio
dla falek ΨA i ΨC . Jasno±¢ punktu okre±la |ρ(x, y)|; skala odcieni szaro±ci przedstawiona jest
pod wykresem na rysunku 3.3 (1 oznacza ||ρ||1). Wspóªrz¦dne x i y przebiegaj¡ na ka»dym
wykresie od −64 do 64.

Na wszystkich wykresach ε = 1, i = 7 poza przedostatnim, na którym ε = 0, i = 8.
Pierwsze cztery wykresy ró»ni¡ si¦ warto±ci¡ parametru l. Ostatni wykres przedstawia η �
przybli»enie ρ, które jest opisane pó¹niej. Warto±¢ l jest tu równa 0 � wykresy η dla ró»nych
warto±ci l ró»ni¡ si¦ tylko przesuni¦ciem.

Rysunek 3.3 to powi¦kszenie wykresu dla l = 10 (wspóªrz¦dne przebiegaj¡ tutaj od −32
do 32). Funkcja ρ jest oscyluj¡ca; widoczne na rysunku grzbiety s¡ na przemian dodatnie
i ujemne � po drugiej ka»dej biaªej pionowej linii oraz ka»dej biaªej linii krzywej znak si¦
odwraca. Okres regularnych oscylacji poziomych (biaªe pionowe linie) jest mniej wi¦cej równy
1.
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10, ε = 0 η

Rysunek 3.1: Wykresy ρ dla ró»nych warto±ci l, oraz η (ΨA jako falka na prostej).
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10 25

10, ε = 0 η

Rysunek 3.2: Wykresy ρ dla ró»nych warto±ci l, oraz η (ΨC jako falka na prostej).
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0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

Rysunek 3.3: Powi¦kszenie wykresu ρ dla ΨA, l = 10, ε = 0, i = 7, oraz skala szaro±ci.
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3.1. Przybli»enie
Poni»sze przybli»enie nie nadaje si¦ szacowania warto±ci ρl,1,i(x, y) (nieznacz¡ce indeksy j i k
pomijamy) i pochodnych � chocia» mo»na próbowa¢ policzy¢ drug¡ norm¦ ró»nicy mi¦dzy ρ a
przybli»eniem � ale daje si¦ dosy¢ dobrze policzy¢ i dosy¢ dobrze oddaje ksztaªt, szczególnie
dla wi¦kszych i.

Jak pami¦tamy z konstrukcji (2.14), warto±¢ transformaty Fouriera funkcji ρ̂l,1,i w punkcie
ωu, u = eiφ, zadana jest wzorem

ρ̂(ωu) = |ω|−1/2(t̂τ (ω)sσ(u) + t̂τ (−ω)sσ(−u)). (3.1)

Funkcja s1,i,1/2 jest okre±lona na okr¦gu (u = eiθ). Je±li i jest du»e, to funkcja s1,i,1/2 jest
maªa w punktach okre±lonych przez du»e θ. Przybli»enie opiera si¦ na zast¡pieniu u = eiθ

przez u = 1 + iθ, co (po przyj¦ciu sσ(−u) = 0) prowadzi do:

η̂(ω, ν) = |ω|−1/2(t̂τ (ω)s̃σ(1 + i(ν/ω))) (3.2)

Funkcj¦ sσ(eit) zde�niowali±my wzorem sσ(eit) =
∑

k(2π)−1/2Ψi,0(k + t/2π), zatem na
potrzeby przybli»enia s̃σ(1 + i(ν/ω)) = (2π)−1/2Ψi,0(ν/2πω). Rysunek 3.4 schematycznie
ukazuje, czym si¦ ró»ni ksztaªt ρ̂ i η̂.

Rysunek 3.4: Schematyczne wykresy ρ̂ (z lewej) i η̂ (z prawej).

Przej±cie od η̂ do η jest ªatwiejsze do obliczenia ni» dla ρ. Niech η1 = (I⊗F−1)(η̂); mamy
η = (F−1 ⊗ I)η1. Niech ỹ = 2πy/2i. Wykonuj¡c ró»niczkowanie najpierw po y (przej±cie z η̂
do η1), a nast¦pnie po x (przej±cie z η1 do η) otrzymujemy:

η̂(ω, ν) = |2πω|−1/2t̂τ (ω)Ψi(ν/2πω) (3.3)
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η1(ω, y) = (2π)−1/2|2πω|+1/2t̂τ (ω)Ψ̂i(2πωy) (3.4)
η1(ω, y) = (2π)−1/2|2i+1πω|+1/2t̂τ (ω)Ψ̂(2πωy/2i) (3.5)

η(x, y) = (2π)−1(2i+1π)1/2

∫ ∞

−∞
|ω|1/2γ(ω)γ(ỹω)eiω(x−l+1/2))dω (3.6)

Z ostatniego wzoru wida¢, »e η(x, y) = 0, je±li |ỹ| jest mniejsze ni» 1/4 lub wi¦ksze ni»
4 (no±niki γ(ω) i γ(ỹω) s¡ wówczas rozª¡czne). (Wykresy η na rysunkach 3.1 i 3.2 nie s¡
zerowe w tych przedziaªach (s¡ lekko szare); wynika to z bª¦dów przybli»e« w obliczeniach
numerycznych.) Nale»y si¦ spodziewa¢, »e η osi¡ga najwi¦ksz¡ warto±¢ dla x − l + 1/2 = 0
oraz ỹ = 1.

Porównanie wykresów prawdziwych ridgeletów i przybli»e« pokazuje, »e prawdziwe ridge-
lety troch¦ zakr¦caj¡ wokóª 0. Poza tym, wykresy s¡ do±¢ podobne. Z wªasno±ci transformaty
Fouriera wynika, »e dla prawdziwych ridgeletów warto±ci ρ dla za maªych i za du»ych |y| nie
mog¡ by¢ równe 0, chocia» s¡ rzeczywi±cie maªe.

Ukªad funkji η jest nie tylko przybli»eniem ridgeletów ρ, ale jest tak»e interesuj¡cym ukªa-
dem funkcji, o wªasno±ciach zbli»onych do wªasno±ci ridgeletów. Jest to baza ortonormalna.
Konstrukcja η daje si¦ ªatwo uogólni¢ na wi¦ksz¡ liczb¦ wymiarów. Ridgelety byªy zadane
przez izometri¦ (patrz wzory 2.13 i 2.15)

I = F−1
d C(F1 ⊗ I) = αdR

∗(∆d−1 ⊗ I), (3.7)

gdzie R∗ jest operatorem sprz¦»onym do transformaty Radona; dla �pseudoridgeletów� η
odpowiedni¡ izometri¦ mo»na zapisa¢ jako

Ĩ = F−1
d C̃(F1 ⊗ I) = βdE

∗(∆d−1 ⊗ I), (3.8)

gdzie (x ∈ R, y ∈ Rd−1)
E∗f(x, y) =

∫
Rd−1

f(x + z · y, z)dz. (3.9)

Operator sprz¦»ony do E∗ jest postaci

Ef(x, y) =
∫

Rd−1

f(x− z · y, z)dz; (3.10)

podobnie jak dla transformaty Radona, mamy tutaj caªki po hiperpªaszczyznach, z tym, »e
hiperpªaszczyzny s¡ tu inaczej rozªo»one.

Funkcje η mogªyby by¢ pod pewnymi wzgl¦dami lepsze od ridgeletów ρ. W przypadku
η wszystkie cztery parametry i, j, k i l wpªywaj¡ na ksztaªt funkcji w bardzo prosty sposób
(przeksztaªcenia a�niczne), a w przypadku ρ tylko j i k, co mogªoby mie¢ znaczenie praktyczne
(wystarczy policzy¢ tylko jedn¡). Uogólnienie ridgeletów na wy»sze wymiary natra�ªo na
problem z brakiem falek na sferze; w przypadku η zamiast sfery mamy hiperpªaszczyzn¦,
na której falki s¡ znane. Wad¡ funkcji η jest to, »e nie wszystkie kierunki s¡ równowa»ne
(kierunek poziomy jest wyró»niony).

3.2. Oszacowanie ρ w pobli»u 0
Na wykresach dla ε = 1 widzimy, »e ρ(x) jest maªe dla punktów x ∈ R2 bliskich 0. W tej
cz¦±ci podamy wyja±nienie tego faktu.

Jest to prawda tylko dla ε = 1. Warto±¢ funkcji ρ w zerze jest bowiem równa t+τ (0)
∫

T sσ(u)du
(ze wzoru 2.22); je±li ε = 0, to caªka

∫
T sσ(u)du jest niezerowa (jako caªka z funkcji skaluj¡cej);

tτ (0) zazwyczaj równie» jest niezerowe.

20



Ze wzoru (2.22) wiemy, »e ρτ,σ = Lσ(t+τ ), gdzie operator Lσ : L2(R) → L2(R2) zadany
jest wzorem (α′2 = α2

√
2)

Lσ(f)(x) = α′2

∫
T

f(x · u)sσ(u)du. (3.11)

Z de�nicji funkcji s1,i mamy, »e (punkt x zapisujemy w biegunowym ukªadzie wspóªrz¦d-
nych jako x = reiθ)

Lσ(f)(x) = α′2

∫ 2π

0
f(r cos(θ − φ))sσ(eiφ)dφ (3.12)

= α′2(2π)−1/2

∫ ∞

−∞
f(r cos(θ − φ))Ψi,0(φ/2π)dφ (3.13)

Je±li f(t) = tk, to przez zapisanie funkcji cosk α w postaci sumy ∑k
l=−k Ale

ilα mamy:

L(f)(x) = α′2(2π)−1/2

∫ ∞

−∞
(r cos(θ − φ))kΨi,0(φ/2π)dφ (3.14)

= α′2(2π)−1/2rk
∑

l

Al

∫ ∞

−∞
eil(θ−φ)Ψi,0(φ/2π)dφ (3.15)

= α′2(2π)+1/2rk
∑

l

Ale
ilθ

∫ ∞

−∞
ei2πl(φ/2π)Ψi,0(φ/2π)dφ/2π (3.16)

= α′2(2π)+1/2rk
∑

l

Ale
ilθΨ̂i,0(2πl) (3.17)

Z de�nicji falek Meyera wiemy, »e Ψ̂i,0(2πl) jest równe 0 dla |2πl| < 2i+1π/3. Zatem
L(f) = 0 dla funkcji f b¦d¡cych wielomianami stopnia m ≤ 2i/3. Ze wzoru (3.11) wida¢, »e

|L(f − g)(x)| ≤ α′2||f − g||∞||s1,i||1, (3.18)
gdzie przez ||f − g||∞ rozumiemy norm¦ supremum na odcinku [−r, r], bo x · u zawsze nale»y
do tego odcinka (x = reiθ). Nale»y wi¦c oszacowa¢ Em(t+0,l), czyli bª¡d oszacowania funkcji
t+0,l przez wielomian f stopnia m ≤ 2i/3 na odcinku [−r, r].

W tym celu skorzystamy z nast¦puj¡cego tw. Jacksona [Ple±00]:
Twierdzenie 3.1 (Jackson) Je±li f jest klasy Ck na przedziale [−r, r] oraz m > k, to

Em(f) ≤
(π

2

)k rk||f (k)||∞
(m + 1)k

, (3.19)

gdzie ak = a(a− 1)(a− 2) · · · (a− k + 1).

Pochodne t+ mo»na ªatwo oszacowa¢ z transformaty Fouriera:

||(t+)(k)||∞ ≤ (2π)−1/2

∫ ∞

−∞
|F

(
(t+)(k)

)
(ω)|dω =

∫ ∞

−∞
|γ(ω)ωk|ω|1/2dω (3.20)

≤ 2(2π)−1/2

∫ 8π
3

0
(2π)1/2|ω|k+1/2dω (3.21)

≤ 2
k + 3/2

(
8π

3

)k+3/2

(3.22)

Po podstawieniu wzorów 3.19 i 3.22 do 3.18 otrzymujemy:
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Twierdzenie 3.2 Dla ka»dych k i m speªniaj¡cych k < m < 2i/3

ρ0,l,1,i,j(reiθ) ≤ α′2||s1,i||1
(π

2

)k
rk 2

(
8π
3

)k+3/2

(k + 3
2)(m + 1)k

(3.23)

≤ 16
(π

3

)3/2
α′2||s1,i||1

(
4π2r

3

)k

(k + 3
2)(m + 1)k

. (3.24)

Oszacowanie jest tym lepsze, im wi¦ksze jest m; najlepsze jest zatem dla m = b2i/3c
(najmniejszej liczby caªkowitej nie przekraczaj¡cej 2i/3).

Je±li chodzi o k, to najlepsze oszacowanie otrzymujemy dla najwi¦kszego k, dla którego
m + 2 − k ≥ 4π2r

3 (m + 2 − k jest nowym czynnikiem dochodz¡cym do mianownika przy
zwi¦kszeniu k, a 4π2r

3 � nowym czynnikiem dochodz¡cym do licznika; dla uproszczenia nie
uwzgl¦dniamy zmieniaj¡cego si¦ czynnika k+ 3

2). Mamy zatem k ≤ m+2− 4π2r
3 i jednocze±nie

k < m (warunek z Twierdzenia 3.1). Je±li r jest maªe (4π2r
3 < 3), to mo»emy przyj¡¢ k =

m− 1 (mamy wówczas (m + 1)k = (m + 1)!/2), w przeciwnym razie najwi¦ksze mo»liwe jest
k = bm + 2− 4π2r

3 c.

3.3. Oszacowanie ρ daleko od 0
Ograniczenie na ρ(x) dla du»ych warto±ci |x| wynika z wªasno±ci transformaty Fouriera.

Fakt 3.3 Je±li t̂τ jest funkcj¡ klasy Cl, to dla pewnej staªej C ρτ,σ(x) ≤ C|x|−l.

Dowód. Je±li pochodna ρ̂ po ωk istnieje i jest funkcj¡ caªkowaln¡, to

F−1

(
dρ̂

dωk

)
(x) = ixkρ(x). (3.25)

Ze wzoru na ρ̂ wynika, »e je±li funkcje sσ i t̂τ s¡ klasy C l, to ρ̂ równie». Funkcja sσ jest
klasy C∞ (jako falka Meyera). Ze wzoru 3.25 oraz tego, »e ||f ||∞ ≤ (2π)−d/2||f̂ ||1 ªatwo
mo»na wywnioskowa¢, »e xl1

1 xl2
2 . . . xld

d ρ(x1 . . . xd) szacuje si¦ przez norm¦ L1 odpowiedniej
pochodnej ρ̂.
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