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Zagadnienia badawcze

1. Teoria Ledrappiera–Young, czyli teoria ergodyczna miar niezmienniczych dla
dyfeomorfizmów i endomorfizmów na rozmaitościach.

Fundamentalna formuła Pesina dotyczy dyfeomorfizmów rozmaitości. Jej znaczenie polega
na tym że wiąże ona entropię miary niezmienniczej absolutnie ciągłej względem miary Lebes-
gue’a (a więc charakteryzację probabilistyczną) z wykładnikami Lapunowa (charakteryzacją
geometryczną): entropia jest równa całce z sumy dodatnich wykładników Lapunowa pomno-
żonych przez wymiar podprzestrzeni związanej z danym wykładnikiem. Inny fundamentalny
fakt to nierówność Ruelle’a–Margulisa, ukazująca związek pomiędzy entropią i całką z sumy
wykładników Lapunowa. Nie wymaga ona założenia o absolutnej ciągłości miary niezmienni-
czej.

Teoria F. Ledrapppiera i L. S. Young, sformułowana prawie 30 lat temu, jest ciągle pod-
stawowym i bardzo ważnym narzędziem w badaniu miar niezmienniczych i geometrii zbiorów
niezmienniczych (patrz punkt 2 tego zestawienia). Autorom udało się wyznaczyć „defekt” w
nierówności Ruelle–Margulisa, który ma jasne geometryczne znaczenie. Jako ważny wniosek
otrzymujemy formułę na „lokalny wymiar” miary niezmienniczej. Użyteczność tej formuły
prześledzimy w zastosowaniach opisanych w punkcie 2.

Omówimy także wersję tych wyników dla losowych układów dynamicznych złożonych z
dyfeomorfizmów i endomorfizmów.
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2. Zastosowanie teorii Ledrappiera–Young w zagadnieniach związanych z miarami
niezmienniczymi dla wykresów nigdzie nieróżniczkowalnych funkcji typu Weier-
strassa.

Znanymi przykładami zbiorów niezmienniczych (repellerów) dla układów hiperbolicznych z
dwoma różnymi dodatnimi wykładnikami Lapunowa (czyli z różną szybkością rozszerzania
w różnych kierunkach niestabilnych) są wykresy nigdzie nieróżniczkowalnych funkcji typu
Weierstrassa

f : R/Z→ R, f(x) =
∞∑
n=0

ang(bnx),

dla 0 < a < 1 < b, ab > 1 (klasyczny przypadek to g(x) = cos 2πx). Można je również trak-
tować jako zbiory graniczne dla pewnych iteracyjnych układów funkcyjnych (IFS) złożonych
z dwóch nieliniowych przekształceń płaszczyzny o różnych ujemnych wykładnikach Lapuno-
wa. Problem obliczenia wymiaru Hausdorffa i zbadania własności miar na takich wykresach
jest sławną otwartą hipotezą z lat 1980-tych, gdzie znane są tylko częściowe wyniki. Jedną z
możliwych strategii zaatakowania tego problemu jest zastosowanie teorii warunkowej entropii
i wymiaru z prac Ledrappiera–Young.
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3. Miary samopodobne dla układów IFS z przecięciami: związki z teorią splotów
Bernoulliego i hipotezą Furstenberga.

Niech νλ będzie rozkładem sumy nieskończenie wielu niezależnych zmiennych losowych, z któ-
rych każda jest skupiona z prawdopodobieństwem (1/2, 1/2) w punktach ±λn, gdzie λ ∈ (0, 1)
jest ustalonym parametrem. Rozkłady takie nazywamy nieskończonymi splotami Bernoullie-
go. Badania dotyczące własności tych rozkładów zostały rozpoczęte w latach 1930-tych przez
Wintnera i Erdösa, a później kontynuowane przez wielu autorów aż do dzisiaj. Podstawowym
problemem jest pytanie, dla jakich λ ∈ (1/2, 1) rozkład νλ jest absolutnie ciągły względem
miary Lebesgue’a. Podczas badań nad tym problemem odkryto związki splotów Bernoulliego
z analizą harmoniczną, teorią liczb algebraicznych, geometryczną teorią miary i układami
dynamicznymi. W latach 1990-tych wyniki Erdösa zostały znacznie wzmocnione przez Solo-
myaka i Peresa. Kolejne ważne wyniki ukazały się ostatnio w pracach Hochmana i Shmerkina
(Hochman udowodnił m.in. związaną z tym problemem hipotezę Furstenberga z lat 1970-
tych). Wciąż jednak pozostaje wiele nierozstrzygniętych pytań.

Literatura:

Peres, Y., Solomyak, B., Absolute continuity of Bernoulli convolutions, a simple proof, Math.
Res. Lett. 3 (1996), no. 2, 231–239.

Solomyak, B., Measure and dimension for some fractal families, Math. Proc. Cambridge
Philos. Soc. 124 (1998), no. 3, 531–546.

Peres, Y., Solomyak, B., Self-similar measures and intersections of Cantor sets, Trans. Amer.
Math. Soc. 350 (1998), no. 10, 4065–4087.

Hochman, M., Shmerkin, P., Local entropy averages and projections of fractal measures, Ann.
of Math. (2) 175 (2012), no. 3, 1001–1059.

Hochman, M., On self-similar sets with overlaps and inverse theorems for entropy, preprint
arXiv:1212.1873 (2012).

Hochman, M., Self similar sets, entropy and additive combinatorics, preprint arXiv:1307.6399
(2013).

Shmerkin, P On the exceptional set for absolute continuity of Bernoulli convolutions, pre-
print arXiv:1303.3992 (2013), ukaże się w Geom. Funct. Anal.



4

4. Mierzalna dynamika funkcji przestępnych.

Zagadnienia związane z badaniem ergodycznych własności iteracji przestępnych funkcji cał-
kowitych i meromorficznych na płaszczyźnie zespolonej przeżywają od kilkunastu lat okres
intensywnego rozwoju rozpoczętego m.in. przez prace McMullena i Karpińskiej dotyczące
wymiaru Hausdorffa zbioru Julii dla zespolonych przekształceń eksponencjalnych (tzw. para-
doks wymiaru). W ostatnich latach w pracach warszawskiej grupy układów dynamicznych i
jej współpracowników uzyskano różne wyniki dotyczące teorii formalizmu termodynamicznego
dla funkcji meromorficznych. Spośród wielu ciekawych zagadnień dotyczących tej tematyki,
chcielibyśmy zająć się m.in. klasycznych wynikiem Lyubicha z lat 1980-tych dotyczącym za-
gadnienia ergodyczności i miar niezmienniczych dla przekształcenia eksponencjalnego i jego
możliwych uogólnień.
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5. Dyfeomorfizmy okręgu – klasyczne i nowe wyniki

Chociaż o dyfeomorfimach okręgu wiele wiadomo, wciąż pojawiają się nowe pytania i cie-
kawe wyniki. Omówimy kilka nowych prac i otwartych pytań wokół nich. W szczególności,
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pojawi się pytanie o niezmiennicze dystrybucje (chodzi o dystrybucje Schwartza, czyli uogól-
nione funkcje), czyli uogólnienie miar niezmienniczych. Zobaczymy dlaczego jest to naturalne
zagadnienie. Ponadto zajmiemy się dynamiką nieautonomiczną, tzn. działaniem grup dyfe-
omorfizmów.
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