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1 Testowanie hipotez statystycznych

Testowanie hipotez pozwala nam z wykorzystaniem narzedzi statystyki testowac hipotezy
dotyczace analizowanych danych molekularnych. Mozemy np szuka¢ odpowiedzi na pytania
w rodzaju:

1.

Czy Srednia ekspresja danego genu u pacjentow cierpiacych na biataczke typu AML
jest r6zna od Sredniej ekspresji tego samego genu u grupy chorych na biataczke typy
ALL?

. Czy Srednia ekspresja badanego genu jest niezerowa ?

. Do jakiego stopnia ma rozktad normalny ?

. Czy w badanej probce znajduja si¢ elementy odstajace (ang. outliers)?

. W jaki sposéb wybrac cechy najlepiej dyskryminujace dwie badane populacje ?

. Jal zbada¢, czy czegstosci wystgpowania danego motywu w réznych sekwencjach DNA

jest taka sama?

Klasyczne (nie bayesowskie) podejscie do testowania hipotez sprowadza si¢ do nastgpujacych
krokow:

1.

2.

Sformutuj hipoteze zerowa H, oraz hipoteze alternatywna H,. Najczesciej hipo-
teza zerowa odpowiada sytuacji nieciekawej, Sredniej, nie wyrdzniajacej si¢ cechy. Na-
tomiast odrzucenie hipotezy zerowej, r6wnoznaczne przyjeciu hipotezy alternatywnej
sugeruje, ze rozwazana cecha w istotny sposéb dyskryminuje dwie populacje. Ponie-
waz decyzje o przyjeciu lub odrzucecniu hipotezy podejmujemy na podstawie danych,
ktoére traktujemy jako probe losowa, czyli realizacj¢ pewnego procesu losowego mamy
niezerowa szans¢ pomylki. Odrzucenie poprawnej hipotezy zerowej okreslamy jako
biad typu I, natomiast przyjecie falszywej hipotezy zerowej nazywamy bledem typu
II. Latwo dostrzec, ze obydwie te wielkosci sa ze soba powiazane i dlatego musimy
wybra¢, ktéra z nich chcemy kontrolowaé. W zastosowaniach najczesciej konsekwen-
cje réznych typéw btedéw sa niesymetryczne i zazwyczaj przyjmuje si¢, zZe interesuje
nas utrzymanie btedéw typu I na odpowiednio niskim poziomie o (np. @ = 1% lub

a = 5%).

Ustal poziom « dla blgdéw typu 1.



3. Sformutuj odpowienia statystyke testowa, czyli obliczana na podstawie danych wiel-
kos¢, ktorej wartos¢ bedzie odpowiadata za przyjecie badZ odrzucenie hipotezy zero-
wej. Jest to bardzo wazny krok i fatwo si¢ zgodzi¢, ze wybor kiepskiej statystyki zawazy
na jakosci testu.

4. Okresl, ktére wartoSci statystyki testowej prowadza do odrzucenia hipotezy zerowe;.
Wyb6ér tych wartosci jest taki, aby kontrolowac poziom bledéw « zatozony w kroku 2.
W tym celu przydatne okazuje si¢ pojecie p-wartosci (ang. p-value). Dla danej war-
toSci statystyki testowej p-warto$¢ jest zdefiniowana, jako prawdopodobienistwo uzy-
skania tej lub bardziej ekstremalnej wartoSci przy zatozeniu hipotezy zerowej. Jesli tak
policzona p-warto$¢ jest mniejsza niz zaktadany poziom btedéw «, hipoteza zerowa
zostaje odrzucona.

5. W ostatnim kroku analizujemy dostgpne dane i sprawdzamy, czy wartosSC statystyki
testowej odpowiada p-wartosci pozwalajacej nam odrzucié hipotezg zerowa.

Omoéwimy teraz kilka najbardziej popularnych testow statystycznych stosowanych w bio-
informatyce.

Z test
Zaktadamy, ze badane przez nas obserwacje X1, X, ... X,, pochodza z rozktadu normalnego
o nieznanej Sredniej 1 znanej wariancji o. Jako hipoteze¢ zerowa przyjmujemy, ze Srednia
wynosi /iy, natomiast hipoteza alternatywna H; stwierdza, ze 1 # ji (hipoteza ztozona) lub
i > o (hipoteza prosta).

Liczymy nastgpnie statystyke testowa:

7 =t 1o

g

Zmienna losowa Z ma standardowy rozktad normalny, a wigc potrafimy policzy¢ P-wartos¢,
czyli prawdopodobiefistwo, ze zmiennaZ przyjmie warto$¢ bardziej ekstremalng niz |z| —
poréwnaj rysunek 1. Odrzucamy hipotez¢ zerowa, jezeli:

P(Z < —|2)) + P(Z > |2]) = 2P(Z < —|2]) < a = 0.05

jednoprobkowy T-test
Jezeli wariancja badanej populacji nie jest znana, to do przetestowania hipotezy dotyczacej
Srednich uzywamy jednoprébkowego T-testu.
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Rysunek 1: Obszar krytyczny dla testu Z.

Niech Hy : u = pg oraz Hy : pu # jip. Statystyka testowa jest zmienna losowa:
T V(T — o)
S

gdzie s? jest wariancja z préby, czyli:

1
2 _ )2
s = 15(1‘2 )

=1

Poniewaz statystyka testowa ma rozktad T-Studenta o n — 1 stopniach swobody potrafimy
policzy¢ P-wartos$¢ testu:
P-val = 2P(T,,_1 < —|t|)

Odrzucamy H, jesli jest ona mniejsza niz ustalony poziom istotnoS¢ testu av.

dwuprobkowy T-test (Welch’a)

Zatézmy, ze podobnie jak w dwdch poprzednich sytuacjach obserwacje pochodza z rozktadu
normalnego, tylko dysponujemy dwiema populacjami (np. probki pobrane od os6b zdrowych
i chorych). Testujemy hipoteze Hy : p1, = p, przeciwko Hy : p, # p,. Zalézmy, ze
obserwacje w grupach wynosza odpowiednio: x1, xs, . .. T, Oraz Yy, Yo, . . . Ym. Niech T bedzie
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$rednig dla pierwszej grupy, a i dla drugiej. Podobnie oznaczmy przez s2 oraz 512; wariancje z
proby. T-statystyke obliczamy nastgpujaco:

(f_g) B (,u:r _:Uy)

52 s

2
2z Y
n+m

t =

Przyklad 1 Hipoteza o zréznicowanej ekspresji: Zatoimy, ze porownujemy poziom eks-
presji pewnego genu w dwoch populacjach komorek (np. pochodzacych od m zdrowych i n
chorych dawcéw). Niech zmienne X1, X, ..., X, oznaczajq poziom ekspresji w zdrowych
komorkach natomiast Y1,Ys, ..., Y,, opisujq populacje chorych komorek. Zaktadamy, ze po-
miary dotyczqce poziomow ekspresji sq niezalezne i pochodzq z rozktadu normalnego o nie-
znanej wariancji o identycznej w obydwu grupach oraz nieznanych wartosciach oczekiwa-
nych i, oraz . Naturalna hipoteza zerowa mowi, Ze obydwie rozwazane wartosci ocze-
kiwane sq idenyczne, czyli p, = [, = p. Natomiast hipoteza alternatywna mowi, Ze sq
rozne i, # [, czyli badany gen w istotny sposob roznicuje dwie populacje. Okazuje, sig Ze
adekwatngq statystykq w tym zadaniu jest statystyka t omowiona powyzej.

dwuprobkowy T-test (przypadek réwnych wariancji)

Powréémy do poprzedniej sytuacji, kiedy testujemy réwnos¢ Srednich w dwoch populacjach
pochodzacych z rozktadu normalnego przy zatozeniu, ze wariancje obydwu rozktadoéw sa
réwne: o2 = 05 . Podobnie jak poprzednio testujemy hipoteze Hy : p, = p, przeciwko

Hy : g # pyy. Zdefiniujmy taczna wariancje jako:

2 2
2 (n—1)s; + (m—1)s,

Y n+m—2

Wtedy nastgpujaca zmienna losowa ma rozktad T-Studenta o m + n — 2 stopniach swobody:

F-test
Do tej pory zajmowaliSmy si¢ testowaniem hipotez dotyczacych Sredniej, czasem zaktadali-
Smy tez (tak jak w poprzednim tescie) ze wariancje w dwéch badanych populacjach sa réwne.



F-test testuje ta wlasnie wtasno$é: hipoteza zerowa zaklada, ze o2 = 05, natomiast hipoteza
alternatywna H, : 0 # 0. Statystyka testowa jest rowna:

f=

c@mw | a%m

i ma rozktad F o (n — 1,7 — 1) stopniach swobody. s> oraz s oznaczaja wariancje z proby.
Nie odrzucimy hipotezy zerowej jesli:

P(Fyym1 < f) z% dla f<1lub P(Fpym1>f)>=dla f>1

e

Test dwumianowy

Zatézmy, ze badamy sekwencj¢ mikroRNA i sformutowaliSmy hipotezg¢ zerowa mdéwiaca, ze
prawdopodobienistwo wystgpowania puryny na danej pozycji w sekwencji jest rtwne p = py.
Hipoteza alternatywna postuluje, ze to prawdopodobienistwo jest wigksze Hy : p > pg. Po
zsekwencjonowaniu sekwencji dtugosci n okazato si¢, ze wystgpuje w niej k puryn. Zakla-
dajac rozktad dwumianowy dla H,, mozemy policzy¢ P-warto$¢, czyli prawdopodobienstwo
zaobserwowania k lub wigcej puryn przy zalozeniu hipotezy zerowej:

P-val = P(X > k) = i (7;)%(1 o)

i=k

. Jezeli dla otrzymanych danych £, n i przyjetego pg, P-warto$¢ jest odpowiednio mata od-
rzucamy hipotez¢ zerowa. Bardziej ambitny przyktad testu dwumianowego byt wspomniany
przy okazji rozktadu dwumianowego i dotyczyt badania wzbogacenia adnotacji genéw bli-
skich badanym obszarom genomowym.

Test chi kwadrat (Pearson)

Bedziemy teraz testowac hipoteze, ktéra dotyczy wigcej niz jednego parametru rozktadu, np
niech Hy : (m,my...7,) = (p1,p2,-..pn) Oraz Hy @ (m,mo...7,) # (p1,P2,---Dn)- Je-
Sli badane parametry opisuja prawdopodobienstwo uzyskania obserwacji danego rodzaju, to
mozemy policzy¢ oczekiwang liczbg obserwacji i-tego rodzaju jako e; = np;, gdzie n jest roz-
miarem badanej probki. Niech o; oznacza zaobserwowana w prébee liczbg wynikéw i-tego

rodzaju. Statystyka:
n 2

g= Z (0; ;Aei)

i=1 t
ma rozktad chi kwadrat o n — 1 stopniach swobody. Obszar krytyczny dla testu chi kwadrat o
3 stopniach swobody jest zilustrowany na rysunku 2.

6



0.15
|

0.10
|

Chi-Squared Density f(x)

acceptance rejection

rej;)n

Rysunek 2: Obszar krytyczny dla testu x3

Przyklad 2 Jako przyktad zastosowania testu Pearsona rozwazmy biatko Zyksyne (sktadnik
macierzy pozakomorkowej) i wysurimy hipoteze zerowq, Ze nukleotydy wystepujq w tym biatku
z rownymi czestoSciami: Hy : (w1, o, m3,T4) = (le i, }l, i) Zyksyna sktada sie zn = 2166
nukleotydow, i przy zatoZeniu hipotezy zerowej e; = 541, 5 dla v = 1,2, 3, 4. Jesli policzymy
statystyke q dla o; € {410,789,573,394}, przekonamy sig, Ze ¢ ~ 187, co odpowiada P-
wartosci: P-val~ 0, czyli moZemy z czystym sumieniem odrzucic¢ hipotezg zerowq.

2 Testy asocjacyjne

Test asocjacyjny chi kwadrat
Czesto dane, ktére badamy maja postac tabeli, ktérej kazda komorka jest zmienng losowa:

1 2 3 ... ¢ |>
1Yy Yo Yis ... Yie|
2 | Yo Yo Yoz ... Yoo |wa
r | Y Yo Yoo Y|y,

Z Y1 Y2 Yz .. Yc | Y

Dla wyrobienia intuicji zal6zmy, ze powyzsza tabela posiada jedynie dwa wiersze i dwie
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kolumny. Wiersze odpowiadaja podziatowi wedtug pici, a kolumny wedtug recznosci (prawo-
recznos¢ vs leworgcznosC). Hipoteza zerowa zaktada, ze nie istnieje zadna zalezno$¢ pomig-
dzy picig a leworgcznoscia, czyli prawdopodobienistwo spotkania leworgcznego mezczyzny
jest takie samo jak spotkania leworgcznej kobiety.

Czesto sumy komorek w poszczegdlnych wierszach 1 kolumnach moga by¢ ustalone przed
etapem testowania hipotezy (dlatego sa oznaczane matymi literkami, jako ze nie odpowiadaja
zmiennym losowym). Dodatkowo, zeby opisywany test byt poprawny musimy zatozy¢, ze
wszystkie obserwacje, ktére odpowiadaja zmiennym zliczajacym w komorkach tabeli sa od
siebie niezalezne. W przypadku badania leworgcznosci dwoch bliZzniakéw jednojajowych ten
warunek nie bedzie spelniony. Z tego powodu testy asocjacyjne dla sekwencji DNA powinny
by¢ uzywane bardzo ostroznie, poniewaz czgsto rozwazane organizmy sg blisko spokrewnione
1 badane obserwacje nie sa niezalezne.

Przy zatozeniu, ze hipoteza zerowa jest poprawna, czyli kategorie wierszy i kolumn sa
od siebie niezalezne, mozemy obliczy¢ oczekiwana liczbg obserwacji w komoree (j, k), czyli
warto$¢ oczekiwang zmiennej losowej Yy

Y. Yk
Ej, = E(Yj) = ===
Y
Jesli hipoteza zerowa jest prawdziwa, to obserwowane wartosci zmiennych Y);;, powinny by¢
bliskie oczekiwanym, czyli znowu liczymy statystyke chi-kwadrat:

3 (Y — Eji)?
ik E;
ktéra ma asymptotycznie rozktad chi kwadrat o v = (r — 1)(c — 1) stopniach swobody.

Przykltad 3 Jako przyktad rozwazmy test statystyczny na niezaleznos¢ Markowa, ktory spro-
wadzi sie do testu asocjacyjnego w tabeli 4 x 4 i bedzie badal, czy czestos¢ wystepowania
danego nukleotydu na danej pozycji zalezy od rodzaju nukleotydu na pozycji sqsiednie;j.

Przeprowadza sig taki test, Zeby ocenic¢ czy mozna modelowac sekwencje DNA jako ciqg
prob Bernoulliego, czy raczej z uzyciem taricucha Markowa, ktory uwzgledni takq zaleznoscé.
Tabela asocjacyjna wyglada w naszym przypadku nastepujqco:

a ¢ g t|>
Yiu Yo Yiz Yiu |
Yor Yoo Yoz Yoy | e
Y31 Yz Yaz Yau|ws
Yy Yo Yiz Yy |y

a
C
g
t
dolY1 Y2 Ys Ya |y




Kategoria wiersza okresla nukleotyd na pozycji i-tej, kategoria kolumny nukleotyd na pozy-
cji (i + 1)-szej, np: Zmienna losowa Y1, zlicza wystgpowanie dinukleotydow aa w badanej
sekwencji DNA. Hipoteza zerowa o niezaleznosci Markowa odpowiada hipotezie zerowej o
niezaleznosci wierszy i kolumn. Dla wigkszosci sekwencji DNA bedziemy zmuszeni odrzu-
ci¢ hipoteze zerowq, poniewaz taricuch Markowa lepiej modeluje sekwencje. Okazuje sig tez,
Ze jeszcze lepiej modelujq taricuchy Markowa wyzszego rzedu, a w niektorych przypadkach
nawet niehomogeniczne taricuchy Markowa.

Test dokladny Fishera

Test doktadny Fishera stosujemy do tablic wymiaru 2 x 2, w ktérych komérkach zmienne
losowe przyjmuja niewielkie wartoSci. Dla duzych probek mozemy stosowa¢ oméwiony po-
wyzej test chi kwadrat, ale jesli liczby w tablicy sa mniejsze badZ réwne 5, to postgpujemy
odmiennie.

K M >
dieta a=9 b=1 a+b=10
brak diety c=3 d=11 |c+d=14
> a+c=12|b+d=12| n=24

Zalézmy, ze znamy wartosci brzegowe, czyli a + b, c+d, a+ c oraz b+ d w powyzszej tabeli.
Dodatkowo przyjmijmy, ze przedstawione liczby zliczaja osoby stosujace i nie stosujace diete
w losowej prébie 12 kobiet i 12 megzczyzn. Hipoteza zerowa stwierdza, ze pte¢ i decyzja o
stosowaniu diety sa zmiennymi niezaleznymi, czyli kobiety tak samo czgsto jak m¢zczyZni
przechodza na dietg. Przy zalozeniu hipotezy zerowej, P-warto$¢ dla naszej tabeli mozemy
policzy¢ stosujac rozklad hipergeometryczny:

(a+b) (C+d>
P_Val = P(}/ll = a7}/12 = ba}/Ql = 073/22 = d) =2/~ c 7

(o)

3 Testy na normalnosé

Test Shapiro-Wilka

Zal6zmy, ze chcemy sprawdziC, czy nasze obserwacje: X;, X, ... X, pochodza z rozkladu
normalnego. W wielu metodach statystycznej analizy danych czyni si¢ takowe zalozenie, dla-
tego bardzo wazne jest sprawdzenie czy jest ono prawdziwe, albo chociaz, czy nie bedziemy
zmuszeni odrzucié hipotezy zerowej méwiacej o normalnosci rozktadu. Popularnym testem
adekwatnym w tym przypadku jest test Shapiro-Wilka o nastgpujacej statystyce:

(> e aix(i))2
> (i — T)?

9
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gdzie x () jest i-tym co do wielkosci elementem sposrdd z1, xa, . . . T, natomiast state a; dla
t=1,...n wynosza:

mTVfl
(mTV-1V-1m)z

Wektor m = (mq, ms,...m,)T odpowiada warto§ciom oczekiwanym statystyk porzadko-
wych! dla niezaleznych zmiennych losowych o standardowym rozktadzie normalnym, a ma-
cierz V jest ich macierza kowariancji.

(ay,a9,...,a,) =

4 Testy na elementy odstajace

W przypadku kiedy nasze dane nie pochodza z rozkladu normalnego z duzym prawdopo-
dobienstwem napotkamy w nich elementy odstajace (ang. outliers). Uwzglednienie takich
obserwacji w statystyce testowej moze znaczaco zaburzyC jej warto$¢. Z tego powodu kon-
struuje si¢ statystyki odporne na elementy odstajace (ang. robust). Przyktadem takim jest
mediana jako odporna wersja Srednie;j.

Omoéwimy teraz testy pozwalajace sprawdzié, czy wsrdd badanych obserwacji sa elementy
odstajace. Hipoteza zerowa twierdzi, ze takowych nie ma, natomiast hipoteza alternatywna
stawia tezg, ze wsrdd naszych danych jest co najmniej jeden taki odstajacy element. Przy
zatozeniu, ze dane X5, Xo, ... X, pochodza z rozktadu normalnego (warto to przetestowac),
hipoteze ta testuje test Grubbsa. Statystyka testowa jest rowna:

maxi=1..n |Xi - X|
S

G:

Odrzucimy hipotezg¢ zerowa na poziomie istotnosci « jezeli

> n—1 t%ﬁ(%)
v\l n =241t ,(5)
gdzie ti_Q(%) jest gbérna wartoScia krytyczna w rozkladzie T o n — 2 stopniach swobody,

przy poziomie istotnoSci 5-. Czyli taka wartoscia, ze catka z gérnego ogona tego rozktadu
liczonego od tej wartosci wynosi o

G

Istatystyka porzadkowa rzedu k dla préby losowej to k-ta co do wielkosci warto$¢ tej préby, przyktadem
statystyki porzadkowej jest mediana.

10



5 Testy nieparametryczne

Do tej pory testowaliSmy hipotezy dotyczace parametréw znanych rozktadéw prawdopodo-
bienstwa, czyli zaktadaliSmy, ze dane pochodza z rozktadu dwumianowego, normalnego, etc.
W przypadku, kiedy nie mozemy poczyni¢ takich zatozen powinniSmy skorzysta¢ z testow
nieparametrycznych. Opiszemy tu dwa nieparametryczne zamienniki dla dwuprébkowego T-
testu, czyli test Manna-Whitneya oraz test permutacyjny.

Test Manna-Whitneya

Zatézmy, ze obserwowane wartosci zmiennych losowych X, ... X, oraz Yy,...Y,,, czyli
X1, ... T, Orazyy, ...y, sa podane w kolejnosci rosnacej. Kazdej obserwacji przypisujemy jej
pozycje rankingowa (range) na wspdlnej posortowanej liscie, czyli jedna z liczb 1,2, ... m +
n. OczywiScie jest to mozliwe tylko wtedy, gdy wszystkie obserwacje sa rozne co niniejszym
dla uproszczenia zalozymy (oczywiscie istnieje tez ogélna postac tego testu dopuszczajaca
powtdrzenia). Statystyka testowa jest suma rang obserwacji z pierwszej grupy. Latwo poli-
czy¢, ze suma rang wszystkich obserwacji (z obydwu grup) wynosi R = (m+n)(m+n+1)/2.
Przy zatozeniu hipotezy zerowej (rozklady z jakich pochodza obserwacje s takie same) suma
rang obserwacji w pierwszej grupie powinna stanowic¢ n/(m + n) cze$¢ sumy wszystkich
rankg R, czyli jej wartoS¢ oczekiwana wynosi:
n (n+m)(n+m+1) nn+m+1)

n-+m 2 2

Mozna tez pokazaC, ze suma rang w pierwszej grupie ma rozktad bliski normalnemu, nato-
miast wariancja tej sumy wynosi:
nm(n+m+ 1)
12

Podsumowujac zredukowaliSmy zadanie do testowania wartoSci $redniej rozktadu normal-
nego o znanej wariancji, co juz potrafimy zrobic.

Test permutacyjny

Przy zalozeniu hipotezy zerowej (dane w prébkach pochodza z jednakowych rozktadéw),
wszystkie (”J;m) permutacje przypisujace pierwsze n elementéw do pierwszej grupy i kolejne
m elementéw do drugiej grupy sa jednakowo prawdopodobne. Dla kazdej takiej permutacji
liczymy warto$¢ pewnej statystyki testowej (nie jest jednoznacznie powiedziane jaka wybrac

moze to by¢ np. statystyka dla dwuprébkowego T testu). Jedna z wartoSci statystyki bedzie

11



ta, ktéra pojawia si¢ dla permutacji prawdziwych obserwowanych danych. Jesli hipoteza
alternatywna twierdzi, ze Srednia z pierwszej grupy jest wigksza od Sredniej z drugiej grupy, to
uzywajac parametru « (poziom btedéw typu I) odrzucamy hipotezg¢ zerowa jesli obserwowana
warto$¢ statystyki jest posréd gérnych av100% wartoSci.

Zauwazmy, ze przy tym podejsciu nie potrzebujemy zna¢ rozktadu prawdopodobienistwa
badanej statystyki testowej. Dodatkowo jesli uzywamy T statystyki nie musimy jej obliczaé
dla kazdej permutacji. Wystarczy jedynie policzy¢ réznice Srednich w dwéch grupach dla
kazdej permutacji, a tak naprawdg to wystarczy tylko policzy¢ S§rednig obserwacji w pierwszej
grupie®. Ostatnia mita wlasnoScia testu permutacyjnego jest fakt, ze dla danych pochodzacych
z rozktadu normalnego otrzymane wyniki sa bardzo zblizone do tych z T testu.

Niemitq z kolei wlasnoscia jest ztozonoS$¢ obliczeniowa tego testu (nawet dla Srednich war-
to$¢ n 1 m liczba permutacji ro$nie bardzo szybko). W sytuacji kiedy nie mozemy policzy¢
statystyki testowej dla wszystkich permutacji, losujemy odpowiednio duza prébke permuta-
cji i odrzucamy hipoteze zerowa jesli obserwowana warto$¢ statystyki testowej znajdzie sig¢
posréd a100% rozwazanych dodatnich wartosci.

Obydwa opisane testy nieparametryczne maja podstawowa wade: hipoteza zerowa, mo-
wigca o rownosci rozktadow z jakich pochodza prébki jest mocniejsza niz hipoteza zerowa
ktora chcieliby§my rozwazac, czyli ze Srednie w obydwu grupach sa rézne.

6 Redukcja wymiaru dla danych wielowymiarowych

Popularnym podejSciem do zadania redukcji wymiaru jest selekcja cech, polegajaca na wy-
borze pewnego podzbioru sposrdd zbioru oryginalnych cech. W przypadku selekcji cech sto-
sowanej w zadaniu klasyfikacji dokonujemy wyboru cech najlepiej dyskryminujacych dwie
populacje. Podsumujemy teraz korzysci, na jakie mozemy liczy¢ stosujac redukcje wymiaru
danych.

e Redukcja wymiaru pozwala skupic si¢ na cechach istotnych z punktu widzenia zadania
klasyfikacji co pozwala z kolei zredukowac efekt przeuczenia, polegajacy na zbytnim
dopasowaniu klasyfikatora do danych treningowych.

e Poprzez eliminacj¢ szumu, czyli cech nieistotnych dla zadania klasyfikacji, zwigkszamy
skutecznos$¢ klasyfikatora.

e Dzigki redukcji wymiaru usuwamy problemy zwigzane z wysokim wymiarem danych.

2uzasadnij dlaczego ?
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e Redukcja wymiaru danych pozwala w przypadku kazdego klasyfikatora, na znaczna
oszczgdno$¢ czasowa 1 pamigciowa.

e Umozliwia lepsza interpretacje sygnaléw zidentyfikowanych w danych.

e W konkretnym przyktadzie analizy danych mikromacierzowych, badanie wybranych 50
gendw jest wykonalne (czasowo, finansowo, merytorycznie), natomiast analiza wszyst-
kich (nawet 40000) prébek jest po prostu niemozliwa.

7 Metody wyboru cech dyskryminujacych

Omoéwimy teraz popularne metody selekcji cech. Bedziemy wybieraé te sposrdd oryginal-
nych zmiennych, ktére najlepiej (wedtug pewnego testu statystycznego) réznicuja obserwacje
z réznych klas. Umozliwia to jednoczesnie bezpoSrednig identyfikacje potencjalnych biomar-
keréw.

Test t Dwuprobkowy T Test moze by¢ uzyty do wyboru najlepiej dyskryminujacych cech
np w widmach spektrometrycznych, lub w analizie danych z macierzy transkryptomicznych.
Wybieramy cechy o najwigkszej wartosci statystyki.

Algorytm PPC Algorytm PPC (ang. Peak Probability Contrasts (por. [4]) stosuje inne po-
dejscie do wyboru dyskryminujacych cech. Polega ono na wybraniu osobno dla kazdej cechy
punktu przecigcia najlepiej réznicujacego dwie grupy (np. chorych i zdrowych). Przecigé
szuka si¢ wsrdd ustalonej liczby kwantyli. Przypomnijmy, ze kwantylem rzedu p ciaglej
zmiennej losowej X nazwiemy liczbe g, spetniajacq warunek:

P(X <q)=p

Wybér przecigcia wérdd kwantyli jest uzasadniony przez fakt, ze wysokosci wierzchotkéw
rozkladaja si¢ bardzo nieréwnomiernie. Kwantyl najlepiej rozdzielajacy wysokosSci wierz-
chotkéw z réznych klas jest wybrany nastgpujaco:

e Niech q,; bedzie kwantylem rzgdu o zmiennej oznaczajacej wysoko$¢ wierzchotka na

1-tej pozycji w spektrum.

e Dla danych dwdch klas Gy, G, o licznosciami ny,ns, niech p;(«) bedzie proporcja
obserwacji w klasie [, w ktérych objetos¢ na pozycji i-tej jest wigksza niz q,;:
pala) = Z Izij > qail /. 1=1,2,
JEG)

gdzie z;; oznacza wysokos¢ wierzchotka na i-tej pozycji widma u j-tego pacjenta, a -]
jest indykatorem, rownym 1 jezeli wyrazenie jest prawdziwe i 0 w.p.p..
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e Dlakazdego ¢ sposrdd rozpatrywanych rzedow kwantyli o . . . a, wybierz rzad &; mak-
symalizujacy po o wyrazenie |p;2(a) — pi1(«)|. Optymalny kwantyl (punkt przecigcia)
dla i-tej cechy oznaczymy przez ¢; = qas,. CzestoSci wystgpowania wierzchotkéw
o wysokosci wigkszej niz §; w poszczegdlnych klasach oznaczymy przez p;; = pi (&)
oraz iz = pia(Q;).

W ten sposéb mozemy ustali¢ ranking cech wedtug malejacych wartosci |p;2 — i |-

7.1 Miary zréznicowania miedzy rozkladami prawdopodobienstwa

Algorytm PPC nie bierze pod uwage réznicy w wysokosSciach wierzchotkéw, ktére znajduja
sig powyzej lub ponizej ustalonego przecigcia. Zamiast wyznaczac pojedynczy punkt przecig-
cia, proponujemy poréwnywanie rozktadow wysokosci wierzchotkow w zaleznosci od klasy.
Stuza do tego miary zréznicowania rozktadéw prawdopodobieristwa. Jedng z najbardziej zna-
nych takich miar jest odleglo$é Kullbacka-Leiblera® zdefiniowana (w przypadku dyskretnym)
nastepujaco:

()
()’

gdzie p; 1 po sa rozkladami zmiennej losowej X, a = przebiega zbiér wartosci tej zmienne;j.
Odlegtos¢ Kullbacka-Leiblera jest nieujemna i réwna 0 wtedy i tylko wtedy, gdy p1 = po.
Miara ta jest jednak niesymetryczna. Chcac jednakowo traktowac obydwa rozktady, mozemy
zastosowaé miarg resistor-average zaproponowang przez D.H. Johnsona i S. Sinanoviéa. Jest
to Srednia harmoniczna odlegtosci Kullbacka-Leiblera:

DKL p1||p2 Zpl 1092

1 1 1
— + .
Dra(p1,p2)  Drr(pl|[p2)  Dgr(p2||pl)

Jezeli p; = py, to przyjmujemy Dgra(p1,p2) = 0.

7.2 Wzajemna informacja dwoch Zrodel

Inng metoda wyboru istotnych cech jest zbadanie jak dobrze kazda z nich objasnia zmienna
decyzyjna czyli wektor y. Mozna w tym celu zastosowac wsp6étczynnik wzajemnej informacji
wywodzacy si¢ z teorii informacji Shanona.

Niech Zrédto A nadaje komunikaty ze zbioru 0, = {xy,...,x,,}, a Zrédto B ze zbioru
Q = {y1,...,yn}. Niech p;(z) oznacza prawdopodobieristwo otrzymania komunikatu z ze

30dlegtosé Kullbacka-Leiblera mimo przyjetej nazwy nie jest oczywiscie metryka.
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7rédta A, a po(y) prawdopodobienistwo otrzymania komunikatu y ze Zrédta B. Dalej, niech
p(z,y) oznacza prawdopodobieristwo otrzymania pary komunikatéw (z,y) odpowiednio ze
7zrédet A1 B. Wtedy wspétczynnik wzajemnej informacji Zrédet A i B zdefiniowany jest

nastepujaco:
p(z,y)
:E E p(z,y)logy ————
P (@) ggpl(x)pz(y)

Wspétczynnik wzajemnej informacji jest nieujemny i réwny 0 wtedy i tylko wtedy, gdy
zrédta nadaja komunikaty niezaleznie od siebie tzn. p(x,y) = pi1(z)p2(y). Wzajemna infor-
macja jest takze nie wigksza niz entropia kazdego z dwoch Zrédet.

W naszym przypadku bedziemy bada¢ wzajemna informacj¢ wektora wartosci danej ce-
chy w r6znych prébkach oraz wektora wyznaczajacego klasyfikacje tych probek.

7.3 Wspoélczynnik Goodmana-Kruskalla

Wzajemna informacja jest miarg zaleznosci migdzy zmiennymi wykorzystujaca entropi¢ jako
miar¢ zmiennoSci. Innag czgsto wykorzystywana miarg zmiennosci jest wspétczynnik Gini
zdefiniowany dla dyskretnej zmiennej losowej X w nastgpujacy sposob:

X)=1-3) pl)’

gdzie x przebiega zbidr warto$ci zmiennej losowej X . Wspdtczynnik osigga najmniejsza war-
tos¢ (0), gdy zmienna X moze przyjmowac tylko jedna warto$¢, a najwigksza, gdy rozktad
zmiennej X jest jednostajny. Korzystajac z miary zmiennoSci V, Srednia zmienno$¢ warun-
kowa zmiennej losowej Y pod warunkiem X opiszemy przez:

V(Y|X)] Zp V(Y|x),

gdzie V (Y'|x) wyraza zmienno$¢ Y pod warunkiem, ze X = x:
V(Y]z)=1-> plylz)’
Y

W zwigzku z powyzszym stopiei zmniejszenia zmiennoSci zmiennej Y przy znajomosci
zmiennej X nazywany wspotczynnikiem 7 Goodmana-Kruskala zdefiniujemy nastepujaco:
V() - EV(Y]X)]

V(Y)

TGK =
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Wspdtczynnik 7, osiaga wartoS€ najmniejsza (rowna 0) wtedy i tylko wtedy, gdy zmienne
X 1Y saniezalezne, natomiast warto$¢ najwigksza (réwna 1), gdy dla kazdego x przebiegaja-
cego zbidr warto$ci zmiennej X istnieje y (warto$§¢ zmiennej Y) taki, ze p(y|z) = 1. W prak-
tyce bgdziemy za zmienng Y przyjmowac zmienng decyzyjna, czyli zmienna oznaczajaca
klas¢ obserwacji, natomiast za zmienng X badang cechg.

7.4 Korelacja

Ostatnig zastosowang przez nas metoda jest ustalenie rankingu cech wedtug wartoSci bez-
wzglednej korelacji migdzy badanymi cechami, a zmienng decyzyjna. Wspétczynnik korela-
cji prébkowej 7p ma postaé:

n

> (@ =)y —7)

j=1
TP = )
n n
D (=7 (4~ )
j=1 j=1
gdzie 7 1 y oznaczaj Srednie w probach x4, ..., x, oraz y, ..., Y.

8 Jednoczesne testowanie wielu hipotez

Wréémy teraz do naszych wielowymiarowych danych. Filtrujac cechy np. przy pomocy testu
t chcielibySmy zredukowac¢ wymiar danych poprzez wyboér cech ktére w statystycznie istotny
sposob roznicuja dwie populacje. Zauwazmy, ze nasze zadanie jest rOwnowazne problemowi
jednoczesnego testowania wielu tysigcy hipotez zerowych: Hy, H,, ..., H,,. Oznaczmy przez
R liczbe odrzuconych hipotez (czyli np. w przypadku mikromacierzy liczbg genéw o r6zni-
cujacej ekspresji). Mamy nastgpujaca sytuacje:

# przyjetych Hy | # odrzuconych Hy | >
# prawdziwych H U V mo
# fatszywych H, T S my
> m— R R m

gdzie R jest obserwowang zmienng losowa, m oraz m, nieznanymi parametrami, podob-
nie jak U, V, T oraz S sa nieobserwowanymi zmiennymi losowymi.
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Opiszemy teraz jak uogdlnia si¢ zadanie kontroli bledéw typu I w problemie testowania
wielu hipotez. W przypadku pojedynczego testu (hipotez¢ zerowa oznaczamy tutaj do$¢ my-
laco przez H,) potrafiliSmy policzy¢ wielkos¢ c,, taka ze:

Pr(|T1]| > co|H1) <

gdzie T jest wartoscia statystyki testowej. OdrzucaliSmy hipoteze H; jesli |17| > ¢,. Naj-
czgsciej stosowane uogdlnienia tego podejscia sa nastgpujace (por. [1]):

e PCER (ang. Per-comparison error rate), miara jest zdefiniowana jako Srednia z warto-
Sci oczekiwanej btedow typu I, czyli:
E(V)

PCER = ——=
m

e PFER (ang. Per-family error rate), odpowiada oczekiwanej liczbie btedéw typu I:
PFER = E(V)

e FWER (ang. Family-wise error rate), jest zdefiniowana jako prawdopodobiernistwo co
najmniej jednego biedu typu I:

FWER = Pr(V > 1)

e FDR (ang. False discovery rate), definiujemy jako oczekiwang proporcje¢ btedéw typu
I pomigdzy odrzuconymi hipotezami zerowymi (jest to procent fatszywych pozytywow,
czyli cech uznanych niestusznie za istotne):

FDR = E(Q)

¥ R>0

e={% 2o
Omoéwmy bardziej szczegétowo tylko dwie ostatnie miary jako najczgSciej stosowane w
bioinformatyce. W przypadku FWER stosujemy tzw poprawke Bonferroniego i odrzucamy
hipoteze zerowa H; (j = 1,2,...,m) jesli odpowiednia p-wartoS¢ jest mniejsza badZ rowna

= (gdzie « jest dopuszczalnym procentem btedow I typu w pojedynczym tescie).

Sensownos¢ poprawki uzasadnia nastgpujace rozumowanie: zalézmy, ze poprawne hipo-
tezy zerowe to My, ... Hy,,. Niech P; bedzie zmienng losowa opisujaca p-warto$¢ dla hipo-

tezy H;, natomiast P; = min(mP;, 1) jej ,,poprawionym” odpowiednikiem. Mamy:

mo
FWER = Pr(V > 1) = Pr(U {P; < a}) <> Pr(P;<a) <

j=1
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Ostatnia réwno$¢ wynika z obserwacji, ze P; maja rozktad jednostajny na odcinku (0, 1)
przy zatozeniu hipotezy zerowej.

Problem zwiazany z poprawka Bonferroniego jest taki, ze ograniczajac liczbe fatszywych
pozytywOw przez obnizenie progu p-wartosci do = drastycznie zwigkszamy prog statystyki
testowej, co z kolei prowadzi do wielu fatszywych negatywdw, czyli przyjecia niepoprawne;j
hipotezy zerowej, a wigc nie wykrycia istotnych cech.

8.1 Ocena istotnosci cech przy uzyciu testu FDR

Opiszemy teraz praktyczng implementacje metody FDR (False Discovery Rates). Dla danego
poziomu ¢ oznaczymy przez 1’ liczbe cech, dla ktérych warto$¢ badanego testu przekracza
t. Nastgpnie wielokrotnie (R razy) permutujemy etykiety klas obserwacji, za kazdym razem
obliczajac wartos¢ testu dla kazdej cechy oraz oznaczajac liczbg cech, dla ktérych warto§¢
testu przekracza t przez 1 (i = 1, ..., R). Warto$¢ FDR dla poziomu ¢ bedziemy estymowac

WZOreml:
R

T7/R
FDR(t) = =_

Wyznaczamy taki poziom £, dla ktérego FDR jest niskie (np. 0.05). Cechy, dla ktérych
warto$¢ testu przewyzsza ¢t bedziemy traktowac jako istotne.
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