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1 Biologia systemow i biostatystyka

Rozwdj nowoczesnych technologii dostarczyt narzedzi do badania proceséw molekularnych
zachodzacych w organizmach zywych, ktére moga by¢ prowadzone na niespotykana dotych-
czas skalg. Techniki sekwencjonowania nowej generacji umozliwity rozpoczgcie projektu
1000 genomoéw (http://www.1000genomes.org/), ktérego celem jest poznanie réznorodnosci



genetycznej populacji ludzkiej. Wiedza ta pozwoli duzo precyzyjniej niz dotychczas identy-
fikowad regiony genomowe, ktérych aberracje leza u podtoza wielu choréb. Technologie mi-
kromacierzowe staly si¢ juz standardem w badaniach nad dynamika ekspresji gendéw zaréwno
w procesach fizjologicznych jak tez w sytuacjach zaburzen szlakow sygnalizacji komérkowe;.
Badania bialek na skalg catego proteomu staty si¢ mozliwe dzigki spektrometrii masowe;.

Wszystkie wspomniane techniki badawcze dostarczaja danych o zachowaniu tysigcy bada-
nych obiektow (sekwencji genetycznych, transkryptéw, bialek). Biologia systemdéw stara sig¢
zidentyfikowa¢ interakcje migdzy tymi obiektami, ktdre sa z kolei odpowiedzialne za ztozone
procesy molekularne. Jest to nowa dziedzina wiedzy, ktéra opiera si¢ na interdyscyplinarnej
wspotpracy biologéw, matematykow i informatykéw. Jest oczywiste, ze zajmujace terabaj-
towe dyski dane eksperymentalne moga by¢ analizowane jedynie przy pomocy odpowiednich
algorytméw. Zadanie to stanowi wyzwanie dla informatykéw, gdyz zaréwno skomplikowana
kombinatorycznie struktura danych, jak tez ich rozmiar, powoduje konieczno$¢ zastosowania
bardzo wyrafinowanych technik algorytmicznych.

Z drugiej strony analiza masowych danych wymusza podejscie "bottom-up", polegajace
na eksploracyjnej analizie i testowaniu tysigcy hipotez statystycznych. Sprowadza si¢ ono do
czasami krytykowanego zjawiska generowania hipotez, kiedy przystepujac do analizy danych
nie dysponujemy zadna hipoteza na temat badanego procesu, natomiast w trakcie analizy te-
stujemy tysiace hipotez starajac si¢ odrzucié te falszywie pozytywne. Wszystko wskazuje
na to, ze taka strategia jest jedyna mozliwa i z tego powodu nalezy rygorystycznie stosowaé
nowoczesne metody statystyczne, ktére kontroluja bledy polegajace na generowaniu fatszy-
wych hipotez. Formalny model matematyczny badanego zjawiska jest nie do przecenienia w
analizie danych molekularnych. NajczgSciej uzywa on jezyka statystyki, ktéry pozwala esty-
mowaé parametry modelu na podstawie wynikow eksperymentéw. Model czgsto pozwala na
duza oszczednos¢ czasu i funduszy, poniewaz mozemy testowaé zachowania systemu in silico,
a nastgpnie wykonywaé mokre eksperymenty tylko dla najbardziej obiecujacych scenariuszy.

Podsumowujac biologia systeméw wykorzystuje komputerowe modelowanie systemow
biologicznych taczac metody biologii molekularnej, matematyk i informatyki; natomiast jed-
nym z jej podstawowych narzedzi jest statystyka (okreSlana tez jako bioinformatyka staty-
styczna). Najwazniejsze zastosowania bioinformatyki statystycznej dotycza medycyny mole-
kularnej: pozwala ona na identyfikacj¢ nowych genéw 1 badanie ich zachowania w réznych
warunkach; statystyczna analiza profili ekspresji utatwia diagnostyke wielu choréb oraz po-
maga opisac reakcje organizmu na podanie okreslonego leku.



2 Zmienne losowe

Nie bgdziemy tutaj powtarzaé¢ podstawowych definicji i wlasno$ci zmiennej losowej; (zakta-
damy, ze potrzebujacy odwota si¢ np do wazniaka (wyktad Rachunek prawdopodobieristwa
i statystyka: http://wazniak.mimuw.edu.pl/). Naszym celem jest oméwienie pod-
stawowych rozktadéw prawdopodobienstwa, ktére maja zastosowania w analizie danych bio-
informatycznych.

2.1 Rozklady dyskretne

Zmienna losowa X jest dyskretna jesli przyjmuje skonczong lub przeliczalna liczbg wartosci
X € {x1,x9,...}. Funkcja gestosci prawdopodobiefistwa (ang. probability density function
— pdf) dla zmiennej X jest zdefiniowana nastgpujaco:

Dystrybuanta (ang. cumulative distribution function — cdf) zmiennej X jest funkcja
Flz)=P(X<z) z€R

wykorzystujac funkcje gestosci f mozna policzy¢ dystrybuante jako:

F(ao) =) f(@).

<z

Rozklad dwumianowy Niech X oznacza liczbe sukceséw w n probach Bernoulliego z praw-
dopodobienstwem sukcesu p, czyli X jest suma n niezaleznych zmiennych losowych o iden-
tycznym rozktadzie (ang. independent, identically distributed — 1.i.d). X ma nastgpujacy
rozktad dwumianowy:

P(X =k)= <k>pk(l—p)nk k=0,1,2,...,n

Wykorzystujac rozktad dwumianowy do modelowania interesujacej nas wtasnosci mu-
simy pamigtac o nastgpujacych czterech wymaganiach:

e kazda pojedyncza préba ma dwa mozliwe wyniki (proba Bernoulliego);
e proby sa od siebie niezalezne;

e prawdopodobiernistwo sukcesu jest state 1 identyczne dla wszystkich préb;
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e liczba prob jest ustalona.

Przyklad 1 Rozktad dwumianowy uzywany jest czesto do modelowania wtasnosci sekwencji
DNA lub biatka. Zaktada sie wtedy, Ze znalezienie okreslonego aminokwasu (nukleotydu) na
danej pozycji w sekwencji jest zdarzeniem niezaleznym od pojawienia sig innego aminokwasu
na pozycji sqsiedniej. Trzeba pamigtac, Ze jest to duze uproszczenie, gdyz mutacje zachodzqce
na sqsiednich miejscach w genomie nie sq od siebie niezalezne.

Przyktad 2 Analiza wzbogacenia adnotacji (ang. enrichment anaylysis) pozwala na przypi-
sanie biologicznego znaczenia badanej grupie genoéw lub regionéw genomowych. Narzedzie
GREAT (http://great.stanford.edu) umozliwia badanie nie kodujgcych regionéw genomowych,
o ktorych podejrzewamy, Ze petniq role regulacyjnag, poprzez analize adnotacji otaczajacych
Jje genow. Sq to tzw. regiony cis-regulatorowe.

Oznaczmy przez:

o G - rozmiar genomu (liczba nukleotydow).
® . czeS¢ genomu naleZgca do domeny regulatorowej genu posiadajqcego adnotacje .

e prawdopodobieristwo, Ze losowy region genomu reguluje gen o adnotacji m wynosi:
— 9=
Pr =G

e n liczbe testowanych regionéow genomowych.

o k. liczbe sukcesow, czyli liczbe testowanych regionow genomowych powiqzanych z re-
gulacjq genu o adnotacji

Prawdopodobieristwo znalezienia k, lub wigcej regionow regulatorowych zwiqzanych z
genem o adnotacji ™ wynosi zgodnie z rozktadem dwumianowych:

> (4)pkr—p

i=kn

Wazna obserwacja jest, ze nie istnieje jeden rozktad dwumianowy, ale raczej rodzina ta-
kich rozktadéw innych dla réznych parametrow n 1 p. Na rysunku 1 przedstawiono dwa
przykladowe rozktady dlan = 10ip = %, idlan =20orazp = %' Widzimy, ze pierwszy z
nich jest symetryczny, a drugi juz nie. W drugim rozktadzie nie zerowe prawdopodobiefistwa
przypisane sa liczbom od 0 do 20, jednak juz prawdopodobienstwo osiagnigcia dwunastu suk-
cesOw w 20 probach z prawdopodobienstwem sukcesu i jest tak male, ze az niewidoczne na
rysunku.
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Rysunek 1: Dwa rozklady dwumianowe, po lewejn = 101 p = %, po prawej n = 20 oraz

p=1

Rozklad geometryczny i podobne

Rozktad geometryczny pojawia si¢ w sytuacjach podobnych do tych gdzie wykorzystu-
jemy w modelowaniu rozktad dwumianowy. Zat6zmy, ze wykonujemy ciag préb Bernoul-
liego z prawdopodobiefistwem sukcesu p. Zmienna losowa X, ktdra nas interesuje to liczba
prob, ktére wykonamy do zaobserwowania pierwszej porazki.

PX =k =p"1-p) k=0,1,2,...

Dla zmiennej geometrycznej (w przeciwienistwie do zmiennej o rozktadzie dwumianowym)
tatwo jest policzy¢ dystrybuante:

Fx(k)=P(X <k)=1-p"" k=0,1,2,...

Przyklad 3 Czasami okreslamy zmienng losowq X jako serig sukcesow. W zadaniu poréw-
nywania sekwencji molekularnych interesuje nas rozktad zmiennej losowej, ktora zlicza liczbe
kolejnych sukcesow wystepujacych po porazce (niedopasowaniu dwoch sekwencji). Taka
zmienna ma rowniez rozktad geometryczny. W przyktadowym uliniowieniu dwdch sekwen-
cji nukleotydowych ponizej najdtuzsza seria sukcesow ma dtugosc¢ 3. Rozktad geometryczny
moze by¢ wykorzystany do oszacowania statystycznej istotnosci tego uliniowienia.
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Rysunek 2: Rozklad geometryczny: p = 0, 7.

Zastanéwmy sig¢ teraz nad zachowaniem zmiennej losowej X przyjmujacej wartosci k =
0,1,2,...dlak — co. Mamy wtedy

1—-Fx(k—1)=P(X >Fk)~Cp*

dla pewnej statej C', 0 < C' < 1. Méwimy wtedy ze zmienna losowa ma rozktad podobny
do geometrycznego (ang. geometric-like). Symbol ~ oznacza réwno$¢ asymptotyczng. Roz-
ktady tego typu sa intensywnie wykorzystywane w analizie algorytmu BLAST.

Zalézmy teraz, ze wykonujemy ciag prob Bernoulliego, ale w przeciwienistwie do sytu-
acji jaka zachodzi przy rozkladzie dwumianowym liczba préb nie jest z gory ustalona. Za-
miast tego ustalona jest liczba sukcesow (powiedzmy m) 1 zastanawiamy si¢ jaki rozktad ma
zmienna losowa N zliczajaca liczbg prob do osiagnigcia m sukceséw. Rozktad ten nazywamy
ujemnym dwumianowym:

P(N:n)=<

n—1

)pm(l—p)"_m n=mm+1m+2...
m—1

Zeby wyprowadzié powyzszy wzor zauwazmy, ze w pierwszych n — 1 prébach musimy na-
liczy¢ m — 1 sukceséw, natomiast ostatni m-ty sukces wystapi w n-tej probie. Czasami w
analizie sekwencji interesuje nas zmienna losowa Y, ktéra zlicza liczb¢ préb poprzedzaja-
cych k + 1-sza porazke, gdzie k jest z gory ustalone. Rozklad tej zmiennej jest nastgpujacy:

P(Y =y) = (i)py_k(l )"y =k k+1,k+2,...
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Rysunek 3: Rozktad ujemny dwumianowy dla p = 0,751 m = 10.

Rozklad Poissona
Zmienna losowa Y ma rozklad Poissona z parametrem A\ > 0 jezeli:

e ANY

PY =y) = S y=0,1,2,...

Rysunek 4 przedstawia rozktad Piossona dla A = 5.

Uzasadnienie, ze rozktad Poissona jest poprawnie zdefiniowany opiera si¢ na réwnosci:

— n!

Rozktad Poissona pojawia si¢ jako przypadek graniczny rozktadu dwumianowego kiedy liczba
préb n jest duza natomiast prawdopodobienistwo sukcesu p mate, tak ze A = np. Wtedy praw-
dopodobienstwo uzyskania y sukcesow jest rOwne w przyblizeniu prawdopodobienstwu, ze
zmienna o rozkladzie Poissona przyjmuje wartos¢ y, ktdry jest tatwiejszy w obstudze bo ma
tylko jeden parameter.

Przyklad 4 Rozktad Poissona uZywany jest w modelowaniu roznych zjawisk, wszedzie tam
gdzie chcemy wyrazi¢ losowos¢ w czasie lub przestrzeni, np.:

e liczba kolonii bakterii na szalce Petriego.
e liczba drzew na okreslonym terenie.

e liczba potomkow danego organizmu.



Py (y)

Rysunek 4: Rozktad Poissona dla A = 5.

e liczba mutacji w danym genie w odcinku czasu.

Rozklad hipergeometryczny Rozktad hipergeometryczny jest zwiazany z tzw. schematem
urnowym. Rozwazmy urn¢ zawierajaca IV kulek, z ktérych M jest biatych a N — M czerwo-
nych. Jesli wylosujemy n kul bez zwracania to prawdopodobienstwo znalezienia wsréd nich
2 kul bialych wyraza si¢ rozktadem hipergeometrycznym:

MY (N—M
() G

()
Przyklad 5 Rozktad hipergeometryczny jest uzywany przez wiele narzedzi oceniajqcych wzbo-
gacenie adnotacji, np przez wspomniane juz narzedzie GREAT. Oznaczmy przez:

P(X =12)= r=0,1,2...

o N liczbe wszystkich genow w badanym genomie.
o n jest liczbq genow w testowanym zbiorze genow.
o K, jest liczbq genow w genomie, posiadajqcych adnotacje .

o k. jest liczbq genow w testowanym zbiorze, posiadajqcych adnotacje .



Zastanawiamy sig teraz jakie jest prawdopodobieristwo wylosowanie k, lub wigcej genow
posiadajqcych adnotacje m przy losowaniu n genow sposrod wszystkich w genomie. Korzy-
stajqc z rozktadu hipergeometrycznego to prawdopodobieristwo wynosi:

min(n,Kr) (Kﬂ.) (N—KW)

z : 7 n—1i

N Y

Przykltad 6 Zatoimy, ze N myszy laboratoryjnych zostato napromieniowanych (w tym M
osobnikow meskich, a N — M Zenskich), chcemy zbadac czy okreslona mutacja jest bardziej
prawdopodobna u osobnikow meskich. Zaobserwowano n zmutowanych osobnikow. Zmienna
losowa okreslajqca liczbe mutantow meskich pod warunkiem, Ze wszystkich zmutowanych
myszy jest n ma rozktad hipergeometryczny, o ile nie wystepuje Zadna zaleznos¢ pomiedzy
plciq a sktonnosciq do mutacji.

WartoSci oczekiwane 1 wariancje dla oméwionych rozktadoéw dyskretnych sa przedsta-
wione w tabeli ponizej. Nie omawiamy tutaj definicji oraz podstawowych wtasnosci wartosci
oczekiwanej i wariancji, ale oczywiscie zaktadamy w dalszych rozwazaniach ich znajomos¢.

distribution | mean variance probability distribution
Bernoulli D p(1—p) p(1—p) Y, y=0,1
Binomial np np(1—p) [;’)py{l -p)"7Y, y=0,1,...,n
Hypergeom. | mn/N w;[":}_{‘—;‘}‘m {;} (;:;)/[;}, y=AA+1,...,B.
Uniform at+bst 5'21;1 b, y=a,a+1,...,a+b—-1
Geometric | p/(1—p) p/(1—p)2 (1—p)p¥, w=0,1,2,...
Neg. Binom. m/p m(1—p),/p? (:q__;) p™M(1l—p)" ™™, n>m
Poisson A A ey, y=0,1,2,...

2.2 Przyblizanie rozkladéw

Omowione rozktady czesto pojawiaja si¢ w zagadnieniach badanych w bioinformatyce. Jed-
nak rownie czgsto rozktad, z ktérym si¢ spotykamy jedynie przypomina jaki$§ znany. Bardzo
czesto rozktadu tego nie umiemy policzy¢ bo jest zbyt skomplikowany. Wtedy przyblizamy
taki rozktad za pomoca innego znanego. W takiej sytuacji kluczowe staje si¢ oszacowanie



btedu tego przyblizenia. Istnieje kilka metod, jednak najczeSciej wykorzystywana w bioin-
formatyce jest policzenie odleglosci catkowitego wahania (ang. fotal variation distance)
pomigdzy prawdziwym rozktadem P, a przyblizonym rozktadem P;. Odlegto$¢ ta oznaczana
jako dpy (P (X), Py(X)) jest zdefiniowana jako:

v (P (X), (X)) = max | L (4) = Po(4)] = 3 37 |Pi(a) — P(o)

2.3 Rozklady ciagle

Rozklad normalny
Ciggta zmienna losowa X ma rozklad normalny jesli przyjmuje wartosci z przedziatu
(—o00, 00) oraz jej funkcja gestosci jest nastgpujaca:

1 (@=w)?
fx(x) = e

2mo

Mozna pokazaé, ze parametry p 1 0 odpowiadaja odpowiednio wartoSci oczekiwanej 1 wa-
riancji zmiennej X. Na oznaczenie zmiennej losowej o takim rozkladzie uzywamy notacji
N(u,0?). Rysunek 5 przedstawia rozktad N (0, 1) zwany standardowym rozktadem normal-
nym, gdyz jest unormowang wersja ogélnego rozktadu N (p, 0?) zmiennej X, czyli rozktadem
zmiennej Z = (X — p)/o. Zaobserwowana warto$¢ z zmiennej losowej Z nosi w bioinfor-
matyce miano z-score:
r—p
o

Z — SCOre —

Wartosci prawdopodobieristwa dla zmiennej losowej N (0, 1) (catki z gestosci) tatwo zna-
lez¢ w tablicach statystycznych i uzy¢ ich do policzenia prawdopodobieristwa dla dowolnych
rozktadéw normalnych.

Jednym w wielu zastosowan rozkladu normalnego jest przyblizenie nim rozktadu dys-
kretnej zmiennej losowej. Rozkladem normalnym mozna przybliza¢ rozktad dwumianowy,
jezeli liczba préb n jest bardzo duza. Wtedy zgodnie z Centralnym Twierdzeniem Granicz-
nym N (np,np(1 — p)) jest dobrym przyblizeniem rozktadu Bin(n, p) (rysunek 6 ilustruje to
przyblizenie dla p = }l in = 20). OczywisScie rozkltad dwumianowy jest symetryczny je-
dynie dla p = % 1 dlatego przyblizenie rozktadem normalnym dla matych p wymaga duzo
wigkszej liczby prob n. W ogdlnosci dla zmiennej dwumianowej Y ~ Bin(n,p) i zmien-
nej X = N(u = np,0% = np(1 — p)) oraz catkowitych a i b a < b zachodzi nastgpujaca
zaleznos¢: )

1
P(agYSb)%P(a—ﬁngb—l—g)
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fx(z)
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Rysunek 5: Standardowy rozktad normalny N (0, 1).

T T T I T T 7T F P T T R T P T T 7T T 1T 1™
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Rysunek 6: Rozktad normalny N (5,123) przybliza rozktad Bin(20, ;).
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Podobnie rozktad normalny N (A, \) przybliza rozktad Poissona dla odpowiednio duzego
parametru \.
Rozklad wykladniczy Zmienna losowa X o rozkladzie wyktadniczym przyjmuje wartosci z
przedziatu [0, +00) i ma gestosc:

fx(z)=Xe™*,  2>0.
Calkujac gestos$¢ otrzymujemy dystrybuantg zmiennej X:
Fy(r)=1—e 1>0.

Gestos¢ zmiennej wyktadniczej ilustruje wykres na rysunku 7. WartoS¢ oczekiwana 1 warian-
cja rozktadu wyktadniczego wynosza odpowiednio § oraz 5.

Zauwazmy, ze rozktad wykladniczy jest ciagtym odpowiednikiem rozktadu geometrycz-
nego, czyli moze by¢ uzywany do przyblizania tego ostatniego. Kolejne powiazanie pomig¢dzy
tymi rozktadami jest nastgpujace. Niech X bedzie zmienng losowa o rozkladzie wyktadni-
czym, aY = | X | (czyli czgscig catkowita X). Zachodzi:

PY=y)=Ply<X<y+l)=(0—-eMe™ ¢=012...

Jezeli przyjmiemy Ze p = e~ to rozpoznamy w powyzszym wzorze rozktad geometryczny o
wartoSci oczekiwanej i wariancji réwnych:

1 9 e
'u—e’\—l S (er—1)2

Brak pamieci

Rozwazmy zmienna losowa Y o rozkladzie geometrycznym i dwie dodatnie liczby catko-
wite y; oraz 1. Przyjmijmy, ze zmienna Y ma warto$¢ wigksza od ;. Jakie jest prawdopo-
dobienstwo, ze przyjmie ona warto$¢ wigksza od y; + y,. Prawdopodobienstwo warunkowe
tego zdarzenia wynosi:

P(Y Z yl + y2) . pyl+y2
P(Y>y) — p»

PY >y +p|Y >up) = =p2 =PY > ya).

Zgodnie z intuiucja powyzsza wlasnoS¢ zwana jest brakiem pamigci zmiennej losowej o roz-
ktadzie geometrycznym. Wtasnos¢ ta charakteryzuje réwniez rozktad wykladniczy. Niech
zmienna losowa X ma rozktad wyktadniczy, wtedy dla x5 > 0 mamy:

P(X > x5) = e M2,
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Ix(z)

Rysunek 7: Ggstos¢ wyktadniczej zmiennej losowe;.

Podobnie dla x; > 0 zachodzi:

e—/\(m1+1‘2)
PX>m 42X >11) = — =2,

@*)\11

Przyklad 7 Biatka i molekuty RNA w komorce sq regulowane na wiele sposobow. Jednym
z nich jest degradacja, albo aktywna z wykorzystaniem odpowiednich enzymoéw albo naste-
pujaca samoistnie z powodu starzenia sig molekut. Starzejqce si¢ molekuty wraz 7 uptywem
czasu majq wigksze prawdopodobieristwo utraty funkcjonalnosci. Natomiast molekuty, ktore
nie podlegajq procesowi starzenia charakteryzujq si¢ prawdopodobieristwem degradacji nie-
zaleznym od swojego wieku. To oznacza, ze charakteryzujq sie wtasnosciq braku pamieci i
zmienna losowa opisujqca czas Zycia takiej molekuty ma rozktad wyktadniczy.

Ostatnia wltasnos¢ dotyczy prawdopodobieristwa, Ze wyktadnicza zmienna losowa przyj-
mie wartos¢ z przedziatu (x, x + h) dla matego h, pod warunkiem, Ze jej wartos¢ przekracza
x, cgyli: .

T+ —\u
W =1—e=Xn+o(h).
Powracajac do naszych molekut, pokazalismy, ze prawdopodobieristwo degradacji molekuty
(ktéra przetrwata juz czas x) w przedziale czasu (x,x + h) jest proporcjonalne do dtugosci
tego przedziatu.
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Rozklad Gamma
Rozktad wyktadniczy jest przypadkiem szczeg6lnym rozktadu gamma o gestosci:

)\kl,kflef)\x

, x>0.

gdzie A i k sa dowolnymi dodatnimi parametrami (k nazywamy parametrem ksztalu, a \
parametrem skali) a I'(k) jest funkcja gamma. Funkcja gamma, ktéra mozna traktowac jako
uogolnienie silni dla liczb rzeczywistych dodatnich jest zdefiniowana nastgpujaco:

F(u):/ ettt
0

Dodatkowo, co uzasadnia powyzsze uogoélnienie, dla wszystkich liczb rzeczywistych dodat-
nich zachodzi:
I'u+1) =ul'(u) oraz I'(1)=1.

Wiemy tez, ze:
I'n)=(n—-1)! dla neN

() (52)

gdie -y jest stata Eulera, czyli

v = lim <
n— oo

k=1

| =

——log7z> ~ 0.5772156649 . . ..

Gestos¢ rozktadu gamma zalezy od parametru k, co ilustruje rysunek 8. Warto$¢ oczekiwana
1 wariancja w rozkltadzie gamma wynosza odpowiednio:

_k ek
:u_)\70__)\2

Przyklad 8 Rozktad gamma jest czesto uzywany w modelach filogenetycznych, na przyktad
do modelowania rozktadu szybkosci ewolucji roznych pozycji w sekwencji biatkowej. Dla
parametru k < 1 mamy do czynienia 7 duzq zmiennoSciq, natomiast dla duzych k sekwencja
ewoluuje bardziej homogenicznie.
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Rysunek 8: Funkcja gamma oraz gesto$¢ zmiennej losowej o rozktadzie gamma dla A = 1

oraz k = %, 1,2, 3.

Zauwazmy, ze rozktad wyktadniczy jest szczeg6lnym przypadkiem rozktadu gamma gdzie
parametr £ = 1. Innym ciekawym przypadkiem jest rozktad dla \ = % ik = %1/, dzie v jest
liczba naturalng. Wtedy gestosé:

1 1

. 1y 1 —1a
——2’//2”%”):102 e 2, x>0

fx(2)
definiuje rozklad chi kwadrat o v stopniach swobody. Mozna pokazaé, ze jesli Z jest stan-
dardowym rozktadem normalnym, to Z2 ma rozklad chi kwadrat o jednym stopniu swobody.
Dodatkowo rozktad wyktadniczy dla parametru A = % jest rozktadem chi kwadrat o dwéch
stopniach swobody. Suma kwadratéw v niezaleznych standardowych rozktadéw normalnych
ma rozktad chi kwadrat o v stopniach swobody.

Przyktad 9 Rozktad chi kwadrat jest czesto uzywany jako miara jakosci dopasowania. Mo-
Zemy na przyktad postulowaé, Ze poziom ekspresji ustalonego genu (zmienna x; dla i =
1...n)w badanej grupie pacjentéw ma rozktad normalny o sredniej j i wariancji o*. Wtedy
suma kwadratéw unormowanych zmiennych (x; — j1) /o ma rozktad chi kwadrat o n stopniach
swobody.

Rozklad Beta
Ciagta zmienna losowa X ma rozktad beta z dodatnimi parametrami « i (3, jezeli jej ge-
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stoS¢ jest zdefiniowana jako:

Fa+B) a0 -1
fx(z) = ——222 (1 —2)’!, O<z<l.
Warto$¢ oczekiwana 1 wariancja dla rozktadu beta wynosza odpowiednio:
! 9 af
ILL = ) o =
a+p (a+B)2(a+B+1)

Rozklad jednostajny mozna uzyskaé z rozkladu beta dla oo = 5 = 1.

Przyktad 10 Bardzo waznym szczegotem jest fakt, ze gestos¢ rozktadu beta zdefiniowana jest
dla przedziatu (0,1). Oznacza to, Ze uzywamy tego rozktadu, zeby modelowac dane mierzone
Jjako proporcje. Jako przyktad mozemy rozwazy¢ zawartos¢ danego aminokwasu w ustalonym
motywie biatkowym (moze to by¢ np. domena zwana jako suwak leucynowy).

Rozklad T jest uzywany w testowaniu hipotez dotyczacych Srednich wartosci ekspresji genu.
Przy zalozeniu, ze obserwowane dane licznosci n pochodza z rozktadu normalnego o $rednie;j
[, oznaczmy przez T oraz s> odpowiednio $rednia i wariancje z proby, czyli

n

__$1+132+...+an 2 1 _\2
T = " s—n_lg(@ z)

Wtedy wartosci statystyki 7" (czyli tez zmienna losowa):
p= T
~s/vn
maja rozktad 7" Studenta o n — 1 stopniach swobody.

Tajemniczym studentem byl William Sealy Gosset, pracujacy na poczatku XX wieku w
browarze Guinessa w Dublinie. Opublikowat prace o tym rozkladzie pod pseudonimem,
prawdopodobnie w celu zmylenia konkurencji (Guiness nie chcial zdradza¢ tajnikéw wy-
rafinowanych analiz jakie przeprowadzano w fabryce).

Gestos¢ rozktadu 7' Studenta wyraza si¢ dos¢ zawito (v jest liczba stopni swobody, a T'()

funkcja gamma):
(L 2 -4
fy = ) (148
Vorl(3) v

Rozklad F jest z kolei bardzo wazny w testowaniu rownosci dwoch wariancji. Zalézmy, ze
badamy dwa zbiory obserwacji pochodzacych z niezaleznych rozktadéw normalnych. Oznaczmy
wariancje z préby w obydwu zbiorach obserwacji o licznoSciach n; i ny odpowiednio przez
511 89. Wtedy przy zalozeniu, ze wariancje rozktadéw normalnych, z ktérych pochodza ob-
serwacje sa rowne ilorazy s; /s, maja rozktad F' o ny — 1 oraz ny — 1 stopniach swobody.
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Rysunek 9: Wzajemne powigzania pomiedzy rozkladami jednej zmiennej.Rysunek z
pracy [6].
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3 Wielowymiarowe zmienne losowe

3.1 Zmienne dyskretne niezalezne

Rozwazmy n dyskretnych zmiennych losowych Y;, Y5, ... Y, czyli wektor losowy Y =
(Y1, Y5, ... Y,). M6éwimy, ze ma on taczny rozktad prawdopodobienstwa zdefiniowany naste-

pujaco:

PY(y) :P(}/l :y17}/2:y277YrL:yn>
Oznaczmy: Py,(y) = P(Y; = y). Zmienne losowe Y1, Ys, ..., Y, nazwiemy niezaleznymi
jesli:

n

Pe(y) = ] Polw)

i=1
dla wszystkich mozliwych kombinacji wartosci y1, ¥o. . . ., y,. Intuicyjnie pojecie niezalez-
nosci dla kilku zmiennych losowych oznacza, ze wiedza na temat wartosci jakie przyjmuje
dowolny podzbidr tych zmiennych nie ma wptywu na prawdopodobieristwo zaobserwowania
danej wartosci dla zadnej z pozostalych zmiennych.

Czesto zdarza si¢, ze badane zmienne losowe sa niezalezne 1 maja identyczny rozktad.

Przyktad 11 Rozwazimy n niezaleznych zmiennych o rozktadach Poissona:
Y; ~ Poiss(\;)
wtedy wielowymiarowa zmienna losowa ma rozktad tqczny:

em NI AV
[1(wi!)

Jezeli dodatkowo rozktady sq jednakowe, czyli \; = \Vi to zachodzi:

Py(y) =

e_nAAZ Yi

R

3.2 Zmienne dyskretne zalezne

Rozwazmy k zmiennych losowych Y7, Y5, ... Y}, ktore nie sa niezalezne, czyli ich rozktad
taczny nie jest iloczynem rozktadéw pojedynczych zmiennych.

Waznym przyktadem takiego rozktadu jest rozklad wielomianowy, bedacy naturalnym
uogodlnieniem rozktadu dwumianowego na przypadek préb gdzie obserwujemy wigcej niz dwa
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mozliwe wyniki. Zat6zmy, ze wykonujemy 7 takich prob niezaleznie od siebie, oraz w kazdej
prébie mozemy uzyskac jeden z k rezultatéw z prawdopodobienstwem p; dlai = 1,2,... k.
Niech zmienna losowa Y; bgdzie liczba uzyskanych wynikéw ¢ w n prébach (np. Yz moze
by¢ réwne liczbie széstek w n = 100 rzutach kostka do gry). Prawdopodobienistwo taczne
Wynosi:

Pr(y) = P(Y, Y, Ve = gp) = — 1 17
v(y) = 1=y Yo =Y, Ve = Yk) = Di
L) L
natomiast kazda ze zmiennych Y; (osobno) ma oczywiScie rozktad dwumianowy o wartosci
oczekiwanej np; i wariancji np;(1 — p;).

Przyklad 12 Rozktad wielomianowy jest uzywany w bioinformatyce do modelowania roz-
ktadu tacznego liczby obserwowanych genotypow. Zatézmy, Ze interesuje nas okreslony locus
posiadajqcy dwa allele A i a. Wylosujmy n diploidalnych osobnikéw i oznaczmy liczbe tych
o genotypie AA przez naa. Podobnie pozliczajmy inne genotypy jako na, oraz ng,. Jezeli
zmienne losowe X, Y i Z opisujq rozktad osobnikow o genotypie odpowiednio n 4, na, oraz
Naa, to ich rozktad tqczny wyraza sig nastepujqco:

n! n
— _ . _ AA M Aa \Naa
P(X_nAAay_nAa7Z_naa) - ! ] ‘pAA PAq Paa
NAA T AaTaa+

gdzie np prawdopodobieristwo p,, , , odpowiada szansie natrafienia na genotyp AA.

3.3 Wielowymiarowe zmienne ciagle

Omoéwimy tylko dwa wielowymiarowe rozktady ciagte.

Wielowymiarowy rozklad normalny to ulubiony rozklad w wielowymiarowej statystyce.

Czesto dane jakie badamy sa specjalnie przetwarzane, zeby przypominaly rozktad normalny.

Ten proceder jest do$¢ kontrowersyjny, gdyz pociagajaca tatwos¢ analiz przyémiewa fakt, ze

otrzymane rezultaty moga by¢ mylace 1 czgsto cigzkie do przeniesienia na oryginalne dane.
Przypomnijmy definicj¢ kowariancji dla dwoch ciagtych zmiennych losowych X; 1 25 o

wartoS$ciach oczekiwanych i1 1 pio:

OX) X, = //(951 — pn) (w2 — p2) fx (w1, v2)dx1dTy

Rozwazmy teraz k£ zmiennych losowych X, Xy, ... X} o rozkladzie normalnym i zbudujmy
macierz > zwang macierza wariancji-kowariancji. Na przekatnej tej macierzy znajduja si¢ wa-
riancje poszczegllnych zmiennych, a 0;; = o, x,. MOwimy ze zmienne losowe X1, Xo, ... Xj
o wektorze wartosci oczekiwanych g = (puy, o, - - ., jtx) 1 macierzy wariancji-kowariancji 3
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maja k-wymiarowy rozktad normalny jesli ich taczna gesto$é wynosi (|X] jest wyznacznikiem

macierzy X.): .
fx(x) = (27T)k/2|2|1/2€

Rozklad Dirichleta jest wielowymiarowym odpowiednikiem rozkladu beta (ktéry jak pa-
migtamy modeluje dane w postaci proporcji, nalezace do przedziatu (0, 1)). Jako przyktad
rozwazmy zmienne losowe odpowiadajace proporcjom poszczegdlnych aminokwaséw w se-
kwencji biatkowej. Wtedy ich rozktad taczny jest rozktadem Dirichleta. W ogdlnosci k£ wy-
miarowy rozktad ma gestos¢ (x = (x1, za, ..., x1)):

—3@-w)"S (@-p)

Zaktadamy tez X; > 0 Vi oraz X; + X + ... X} = 1, wspdtczynniki ay, . . ., a; sa parame-
trami rozktadu.

Przyklad 13 Jako bardzo prosty przyktad uzycia rozktadu Dirichleta zastanowmy sig jak mo-
delowac proporcje puryn (zmienna losowa X) i pirymidyn (zmienna Xy w sekwencji DNA.
Przyjmijmy (bez gtebszego uzasadnienia) ov; = 1 oraz ap = 2. Mamy:

Foem) = pre ™™ = 1)

Bez zaskoczenia rozpoznajemy w powyzszej gestosci rozktad beta z parametrami (1, 2).

4 Rozklady brzegowe

Zatézmy, ze Y; oraz Y, sa dyskretnymi zmiennymi losowymi. Ich rozktad taczny przypi-
suje prawdopodobiefistwa parom (¥, y2). Dysponujac rozktadem tacznym mozemy policzy¢
prawdopodobiefistwo, ze zmienna losowa Y7 przyjmie wartoS$¢ y; nastgpujaco:

PYi=wy)=> PYi=u,Y2=1)
Y2

Rozklad ten nazywamy rozkladem brzegowym dla Y;. Podobnie mozemy zdefiniowaé praw-
dopodobienstwo brzegowe dla dowolnego podzbioru dla n dyskretnych zmiennych losowych
Y1,Y,, ... Y,. Przyktadowo:

PYi=y,Ya=up,..Yi=y)= > PMi=uy,Ya=1us...Y, =1y

Yit+1y---Yn
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W przypadku rozktadéw ciaglych sumowanie zastgpowane jest w powyzszych definicjach
catkowaniem po odpowiednich zbiorach.

Przyklad 14 Rozwazimy dwie zmienne losowe X1 i X5 o tacznej gestosci:

1

f(Xl,XQ)(%,fl?Q) = 5

przyjmujqce wartosci z obszaru ptaszczyzny przedstawionego na rysunku 10, czyli ograniczo-
nego prostymi o rownaniach: Xo = X1, Xo = =X, Xo = = X1 + 2 o0raz Xy = X; — 2.
Obliczajqc gestosci brzegowe musimy uwazac na zakresy catkowania:

e f;l__xgl %dﬂfz =2—x, dla 1<X;<2

Podobnie liczymy gestos¢ brzegowq dla Xs:

14+ay, dla —1<X,<0
1—5E2, dla 0§X2§1

fXQ (l‘g) = {

Pytanie: czy zmienne X, i Xy moga byc niezalezne ?.

Przyklad 15 Bardzo tatwo konstruowac rozktady brzegowe dla dowolnego podzbioru wymia-
row wielowymiarowego rozktadu normalnego. jako wektor wartosci oczekiwanych wybieramy
odpowiedni fragment catego wektora p, a jako macierz wariancji-kowariancji odpowiedniq
podmacierz macierzy .

S Rozklady warunkowe
Powr6émy do naszych dyskretnych zmiennych losowych Y7 i Y;. Prawdopodobienistwo wa-
runkowe zdarzenia, ze Y, = y, pod warunkiem, ze Y; = y; wynosi:

P(Yi=uy1,Ys = y2)
PY1=1u1)

P(Yzzylel :y1) =

zaktadamy, ze P(Y; = y;) > 0. Oczywiscie powyzszy wzor uogélnia si¢ na wigksza liczbe
zmiennych oraz na zmienne ciagle. Warto zauwazy¢, ze dla niezaleznych zmiennych loso-
wych rozktad warunkowy dla dowolnego ich podzbioru warunkowany pozostatymi jest iden-
tyczny z rozkladem brzegowym dla tego podzbioru. Wtasnos¢ ta zachodzi zaréwno w przy-
padku dyskretnym jak i ciagltym.
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Xo

-+

Rysunek 10: Obszar ograniczony prostymi o réwnaniach: X; = X, Xo = —X;, Xo =
—X1+2o0raz Xo = X; — 2

Przyklad 16 Rozwazimy zmienne losowe Y1,Ys, . ..Y, oraz zmienng losowq S,, = Y, + Yo +
... Y,. Interesuje nas rozktad warunkowy dla Y1,Y5, . .. Y, pod warunkiem S,,. Zauwazmy, Ze
nawet jesli zmienne Y1, Y5, ... Y, sq niezalezne, to na pewno nie sq niezalezne ze zmienng S,.
Mamy:

PYi=y,Yo=19ys,... Y, =y,, S = 9)
P(S, = s)

PYi=y,Ya=1y2,... Y0 = yu|Sh = y1+02+. . .Ayn = 5) =

PYr=uy,Ys=yo,... Y, = Yn)
P(S, = s)
Jako przyktad zastosowania tego odkrycia zatoimy, Ze niezalezne zmienne Y1, Y5, ... Y, majq
rozktad Poissona z parametrami Ay, \a, ... \,. Wtedy ich suma ma tez rozktad Poissona 7

parametrem ) . \;, czyli prawdopodobieristwo warunkowe Y1, Y5, . .. Y, pod warunkiem sumy
Wynosi:

6_2)\i /\yZ 2' z' >\z .
12/ T1(y:) <zy>H< )

SN (T Az /(S )t T Y

MoZemy w nim rozpoznac rozktad wielomianowy. Co ciekawe dla \y = Xy = ... = X\, = A
powyzszy rozktad warunkowy nie zalezy od .

i
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