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ukryte modele Markowa

Niech . bedzie altabetem. probabilistyczne

ex () . automaty
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przyktad: nieuczciwe kasyno

F - uczciwa kostka

L - fatszywa kostka - szostka wypada z
prawdopodobiefstwem = 0.5,

pozostate z pr = 0.1

Mozemy, na przyklad, miec do czynienia z nastepujacym modelem: ppp =
095, prr =209, prr=0.05 prr=0.1;ponadto prawdopodobienstwo
emisji jest zdefiniowane nastepujaco: ep(z) = 1/6 dla x € {1,2,3,4,5,6}
oraz er(6) =0.5ier(x) =0.1dlaz € {1,2,3,4,5} O
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przyktad: wyspy CpG

5’ CG 3 CpG
z duzym prawdopodobienstwem C-> T (metylacja)

proces ten jest zahamowany w regionach
promotorowych i w poblizu miejsc
rozpoczynajacych rejony kodujace

A, C.,Gy, Ty, A_,C_,G_,T_ stany ukryte

w stanie A¢ (gdzie &€ € {—,+}), emitujemy A




a CpG states

< Non-CpG states




przyktad: wyspy CpG

0 B Methylated DNA
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http://www.cellscience.com/
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a Incorrect
Gene TSS
Normal ON OFF

Incorrect
Gene TSS
Cancer OFF ON
CpG island shore CpG island Gene body
b Incorrect Genomic
TSS instability Transposition
OFF OFF OFF

J

Incorrect Genomic

TSS instability Transposition
Cancer ON ON ON
i \ J
Repetitive sequence Transposon
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przyktad: introny/eksony

A=0.25 A=0.05 A=0.4
C=0.25 C=0 C=0.1
G=0.25 G=0.95 G=0.1
T=0.25 =0 1=04

o
-
—‘_

Start: End
1.0 0 0.1 O

0.9 0.9
Sequence: CTTCATGTGAAAGCAGACGTAAGTCA
Statepath: EEEEEEEEEEEEEEEEEES | | 1 | | |1 logP
[ ' 11 | —=41.22
: = 1 —43.90
Parsing: I 1L ] —43.45
[ [ ] —43.94
[ 100 ] —=42.58
[ 1 ] —=41.71
46%
Posterior . 28%
decoding: 2 -____11f._ ]
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ukryte modele Markowa c.d.

Niech S € >* oraz m € (Q* beda niepustymi ciggami rownej dhugosci
n = |S| = |r| > 0. Prawdopodobienstwo tego ze S zostanie wyemitowane
oraz uklad bedzie zmienial stany wedlug kolejnosci m wynosi

n—1

P(S,7m) = | [ exern)(S(t+ 1)) * Prym(esn)
t=0

gdzie w powyzszym wzorze przyjmujemy, ze m(0) = kg, jest stanem poczatkowym

1 9 3

000000
S(1)  S2) S(3)

1)

Wednesday, March 19, 14



algorytm Viterbiego

S € X* stowo zaobserwowane na wyjSciu

poszukiwany 7T 4

ciag stanow, ktory doprowadzit do wyemitowania S

P(S,m,) = max{P(S,m) | m € QF, || = |S|}.




algorytm Viterbiego
0<i<|S
v(i, k) = max{P(S[1..i],7) | 7€ Q", (i) =k}

prawdopodobienstwo najlepszej drogi konczacej siec w &

| 0 gdy k # k.

v(i, k) = er(S(i)) - %%:E[U(z — 1,1) - prx




algorytm Viterbiego

maksymalne prawdopodobienstwo znajdujemy ze
WZOru:

P(S, ) = max|v(|S], k)]

keQ

optymalna Sciezke odtwarzamy z zapamietanych
wskaznikow




algorytm Viterbiego-ztozonoS§¢
czas O(]S]-1QI)

pamigc O(|S| - 1@Q))

UWAGA problem: mnozenie matych liczb




przyktad: nieuczciwe kasyno

Rolls
Die
Viterbi

Rolls
Die
Viterbi

Rolls
Die
Viterbi

Rolls
Die
Viterbi

Rolls
Die
Viterbi
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prawdopodobienstwo
emisji stowa

P(S) = P(S,m)

P(S,7)=0 dla |S|# |n|.

UWAGA: liczba §ciezek wyktadnicza !

mozna aproksymowa za pomoca Ty

ale nie trzeba ...




algorytm prefiksowy

0<i<|S] k € ()

fli k) = Z P(S[l..z’],w).

| 7(1)=

prawdopodobienstwo wyemitowania prefiksu diugosci i
droga konczy sie w stanie k
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algorytm prefiksowy

1 gdv k=k
f((),k) _ gay 0
0 wdy k + k.

Plalr<o < \Sl oraz k € () mamy

f(i,k) = ex(S Zfl—ll * DLk

le@

Prawdopodobienstwo wyemitowania stowa S
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algorytm suhksowy

RS = b0 ko) 0<:<|S|=m
Dia 0 <1< |S| oraz k € Q mamy

b(i, k) = Z pret-e(SGE+ 1)) - b +1,1).

leQ

prawdopodobienstwo wyemitowania sufiksu 1..m
1-ty symbol emitowany w stanie k

Wednesday, March 19, 14



algorytm prefiksowy
sufiksowy - ztozonoSc

czas O(]S]-1QI)

pamigé O(|5]-1Q])




-ty krok w stanie k
pod warunkiem,
Ze nastapita emisja stowa S

(i) =k | §) = PEO =k &S) _ [k b6k

P(5) P(S)

prawdopodobienstwo a posteriori




estymacja parametrow HMM

S1,...,5, zaobserwowany zbior stow
- uczacych

Z alfabet

() zbidr stanéw Pk oraz eg(x)

znamy szukamy




estymacja parametrow HMM

stowa sa emitowane niezaleznie

Pu(S1 & ... & S,) = | [ Pu(S))
j=1

prawdopodobienstwo wygenerowania stow
S1...95,

w modelu M

Wednesday, March 19, 14



estymacja parametrow HMM

log( P (S5)) - S.COT’GM(S>

szukamy M

ktory maksymalizuje

Z Score(S;)
j=1




estymacja parametrow HMM
uproszczenie

dla stowa S; znamy ciag stanow T

Niech Py ; bedzie réwne liczbie przejsc¢ ze stanu k
w stan [ w ciggach 1, ..., T,

Ei.(x) bedzie réwne liczbie emisji symbolu x

w stanie k.

Pk, = Tk er(x) = Er(z)
Y2 y k — .
ZqEQ Pkaq ZyEE Ek (y)




zadanie: estymacja parametrow

/(\ﬂ)(i» k) fli k) = § %_k}P(S[l..i],w).
b, (i, k) b k) = 3 pes - xS+ 1)) (i + 1,1)
le@
HMM M

Sty € XF :> maksymalizujacy
D g Scorepm(S;).




algorytm Bauma Welcha

Krok 1: (Inicjalizacja) model M ¥ oraz @,

Krok 2: Obliczmy wartosé oczekiwanag hczby przerc

w modelu M ze stanu k& do stanu 1

% (i k) - o (S50 +1)) - b (i + 1)
Pp(5;)
prawdopodobienstwo: i-ty krok emisji S; w stanie k
i + 1w stanie [
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algorytm Bauma Welcha

wartos¢ oczekiwana liczby przejsé ze stanu k£ w [
n |5 (J) M

(2, k) pkl €1 (SJ(Z T
P M
e LL P (S5)

7=1 =1

1) -0 (i +1,1)

wartos¢ oczekiwana liczby emisji symbolu = w stanie &
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algorytm Bauma Welcha

Krok 3:

Majac nowe wartosci Pi; oraz Ej(x) wyznaczamy

D — Py o () By (x)
N 9 k — .
ZqEQ kaq ZyEE Ek? (y)

otrzvimuijemyv nowyv model

M/
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algorytm Bauma Welcha

Krok 4: Obliczamy >

4]1

SCOTGM/(S])

jesli nie rozni si¢ wiele iterujemy, az poprawa
od poprzedniej wartoSci bedzie niewielka
to przerywamy

lokalne maksimum
rozne pkty startowe
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algorytm Bauma Welcha

szczegollny przypadek algortymu EM
(Expectation- Maximization) stuzacego do
estymacji parametrOw modelu
stochastycznego

wady:

e]okalne maksimum

epowolna (liniowa) zbieznos¢
ewrazliwoSC na punkt startowy
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ogolniej: algorytm EM
X = {x1,...,%XN} z rozktadu P(X|)

Wiarygodnoéé danych:

p(X|©) = Hp x;|©) = L(O|X).

estymator najwiekszej wiarygodnosci
— argmax L(O|X).
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ogolniej: algorytm EM
algorytm przydatny w dwoch przypadkach:

¢ zaktadamy niepeine dane (np. niektore jest
ciezko zaobserwowac)

® funkcja wiarygodnoSci jest analitycznie nie do
ugryzienia, ale zmienia si¢ to jesli uwzglednimy
dodatkowe (ukryte) parametry.

Wednesday, March 19, 14



ogolniej: algorytm EM
efektywna iteracyja metoda maksymalizaciji

logarytmu wiarygodnoSci przy zatozeniu ukrytych/
niepetnych danych. W kazdej iteracji dwa krokai:

E-krok: liczymy warunkowg wartoSC oczekiwang
wiarygodnoSsci, pod warunkiem obserwowanych
danych oraz aktualnych oszacowan parametrow.

M-krok: szukamy parametrow, ktore
maksymalizujg funkcje wiarygodnoSci.
zbieznosc¢ zagwarantowana, bo wiarygodnosc¢ rosnie w
kazdej iteracji
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funkcja wypukta

Af(z1) + (1= A)f(z2)

f(Azy + (1 — A)xo)

Figure 1: f is convex on [a,b] if f(Az; + (1 — A)z2) < Af(x1) + (1 — A) f(z2)
Vry,x9 € [a,b], A€ [0,1].
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Theorem 2 (Jensen’s inequality) Let f be a convex function defined on an

interval 1. If v, x9,....0n €1 and Ay, Aa..... Ay = 0 with Z?’Zl A =1,
TL TL
f Z Airi | < Z Nif (i)
1 i . n n
1 - 1 Li 2 {/w1a2 - . lnz AjL; > Z A In(z;).
= i=1 i=1
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algorytm EM

w kroku n oszacowanie dla > i
chcemy znalez¢ nowe oszacowanie, takie ze
L(6) > L(6,)

czylt maksymalizujemy roznice:

L(0) — L(6,) =InP(X|f) — InP(X|6,)




algorytm EM

ukryte dane - zmienna losowa > 7




The Expectation Maximization Algorithm
A short tutorial

Sean Borman

Theorem 2 (Jensen’s inequality) Let f be a convex function defined on an
snterval I. If 3, %0, c.,Tn €4 and Ay Ao An > 0 with 2?:1 Ao —ky

3 (Z /\z'l’z') < Z Az
i=1 i=1

I'(H) = V‘(Hn) —

— In ( ’/’«’(Xlz.())’P(z)())) — InP(X|6,)
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algoryfm EM

L(6) — L(6,) In (ZP (X|z,0)P(z|0) ) — [nP(X|0,)

o (Z P(Xlz.0)P(2]f)) AR 9"”) P (X0)

P(z| X, 6n)
__ o (ZP(ZX. en)m((;%(?@)>—hl'P<X0n>
g > Y P (S gy ) W PXE
Sk <1 = 3 PElX )y (P(;é;ze 9)) ((}z(r?n ))

1%

A(0]6,,).
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L(0) > L(6,) + A(6]6,) F18) > (60
1(6]6,) 2 L(6,) + A6]6,,) wyolera by,
maksymalizujqce
L((L)n—l—l) 1(0‘6)”)
[(Hn.—l-llen)
L(6)
1(6]6,)
L(6) [(6]607)
Hn 6)n—l—l - 9
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algorytm EM

Z(H'nw'n)

L(()n) —+ A(Hn ’972)

ey 1. P(X|z,0,)P(2|0,)

P(X Z’Hn)
P(X Z’H'n)

— L(Hn)JI—ZP(ZIX.Hn)ln
= L(6n)+ Y P(z[X.0n)In1

— i

f=6, —> 106, = L(6)
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algorytm EM

EM wybiera 0,
maksymalizujgce 1(6)6,,)

argmax {((6|6,)}

9n+1 0

e - s e o P(X|z,0)P(z|0)
= argmax {L (6,) + Z P(z|X,6,)In 5 X10,1P @X. 6.

wyrzucamy czynniki niezalezne od ¢
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algorytm EM o - Paon
S {Z P(2[X. 6,) In{P(X|2. 9)7>(z9)}

N ] P(X.,z,0)P(z.60)
— ’alglllgk{ZZ:P(ZX.Hn)hl P20 | P©) }

—: “JTre 1NaX +Un P(X.z|6,
uhmelx{zz:P(zX On) InP(X. z )}

= arg 11151)( {EZ|X,9n {111 P(X Zlf))}}

(-)n—l—]

warunkowa Wartoéé oczekiwana

Eh(Y)IX = o] = [, h(y)fyr x(ylz)dy
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E- krok kontemplacja

e czasami rozktad brzegowy jest prostym
wyrazeniem zaleznym od danych 1 paramaterow z
poprzedniego kroku...

® czasami jest trudno...
® czesto uzywamy gestoSci w postact:

F(y, X106 D) = f(y|x, 00 D) f(X|©¢ V)

nie zalezy ona wtedy od wczesSniejszych krokow...
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algorytm EM

E-krok: Ezx ¢, {InP(X,z|0)}

M-krok: arg max {meﬂn {In P(X, z\@)}}




uogolniony algorytm EM

wybieralismy, zeby A(0]0,,)
T

On+1 maksymalizowato

A wystarczy, zeby:

A (972 +1 | @n ) = A ((971. ‘ Q'n. )

Generalized Expectation Maximization (GEM)




algorytm EM: zbieznos§¢

A (071.—}—1 ‘Qn ) > A (971. ‘Hn ) =

czyli wiarygodnosé |, (9) w kazdej iteracji nie maleje

dodatkowo jesli  (),, ~maksymalizuje [(0|0,,)
oraz  1(0,]0,) = L(0y)

to (),, jest punktem krytycznym rownieZ dla L ((9 )




