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1 Estymacja bayesowska

Rozwazmy nastepujacy przyktad (z Wikipedii :). Obserwujemy wejScie do szkoty, w ktérej
ucza si¢ zaréwno chtopcey jak i dziewczynki w proporcjach 6 : 4. Dysponujemy wiedza,
ze wszyscy chtopcy nosza spodnie, oraz ze potowa dziewczynek nosi spddnice, a potowa
spodnie. Widzimy z daleka posta¢ w spodniach. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze jest to
dziewczyna ? Niech A oznacza zdarzenie bycia dziewczynka, A" — chtopcem, B — zdarzenie
noszenia spodni. Chcemy zna¢ prawdopodobieristwo P(A|B).

Wiemy, ze P(A) = 0.4 oraz P(A’) = 0.6. Dodatkowo P(B|A) = 0.5, poniewaz co druga
dziewczyna chodzi w spodniach i P(B|A’) = 1 (wszyscy chtopcy nosza spodnie). Ze wzoru
na prawdopodobiernistwo catkowite:

P(B) = P(B|A)P(A)+ P(B|A)P(A")=05-04+1-0.6 =0.8
Czyli ze wzoru Bayesa:

B|A)P(A)  0.5-04
= —0.25
P(B) 0.8

pap) = 2



Pokontemplujmy ten wzor w ogdlniejszej postaci:

Lxjy=y(z) - fx(2)
J73 Lxiy—y(@) - fx(x)de

® fx|v=y(x) nazywamy gestoscia a posteriori zmiennej X pod warunkiem danych Y =y,

fX\Y:y(x) =

o Lx|y—y(x) nazywamy wiarygodnoscia,
° f Lxy—y(x) - fx(x)dx jest stala normalizujaca,

e a fx(x) nazywamy gestoscia a priori zmiennej losowej X .

2 Paradoks wieznia

Na kolejnym przyktadzie przedstawimy gtéwne pomysty stojace za bayesowska estymacja
parametrow.

Wyobrazmy sobie trzech wigZniéw, nazwijmy biedakow A, B i C. Wszyscy wiedza,
ze nastgpnego dnia dwdéch sposréd nich wyjdzie na wolnosé. A zaklada, ze ma szanse %
opusci¢ mury wigzienia, ale postanawia jeszcze dla poprawy nastroju podpytaé straznika.
Prosi go o ujawnienie, ktéry z pozostatych wigZniéw (poza nim) wyjdzie na wolnoéé Dostaje
odpowiedZ: B, a nastepnie zaczyna sie zamartwiaé, Ze jego szanse zmalaty do 1 5 (bo albo
wyjdzie on, albo C').

Czy to mozliwe, ze dane (wiedza o tym, ze B wychodzi) zmienily prawdopodobienstwo ?

Podobny paradoks mozna znaleZ¢ rozwazajac prosta gre losowa: mamy trzy kubeczki,
pod jednym znajduje si¢ nagroda. Wskazujemy na jeden z kubeczkdéw, a wtedy prowadzacy
gre podnosi jeden z pustych kubeczkéw (ale nie nasz wybrany). Mozemy teraz zmieni¢ nasz
wybor, albo przy nim pozosta¢. Co si¢ bardziej optaca ?

Zeby odpowiedz na to pytanie byta catkowicie jasna, wyobrazmy sobie 100 kubeczkéw
(pod jednym znajduje si¢ nagroda). Losujemy kubeczek i z prawdopodobiefistwem m tra-
fiamy w nagrodg¢. Nastgpnie prowadzacy gre podnosi 98 pustych kubeczkéw. Teraz jest jasne,
ze powinniSmy wskaza¢ na drugi z odwréconych kubeczkéw, zeby nasze szanse na zdobycie
nagrody wzrosty do %

Powréémy do naszych wigZniéw i1 zastandwmy sig, czy i kiedy dane zmieniaja prawdo-
podobienistwo. Zatézmy, ze opisana sytuacja powtarza si¢ wielokrotnie (z kolejnymi tréjkami
wigzniéw o pseudonimach A, B i C'). Sa trzy mozliwosci wyboru pary wigzniéw wychodza-
cych na wolno$¢. Jesli jest to para A i B, to straznik na pytanie A kto wychodzi odpowie B,
podobnie jesli jest to para A i C, to straznik musi odpowiedzie¢ C. W sytuacji, gdy A pozo-
staje w wigzieniu odpowiedzZ straznika moze by¢ B lub C'. Oznaczmy przez S, zdarzenie, ze
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straznik wskazuje na B i przyjmijmy, ze P(Sp|BC) = z,dla0 < x < 1. Niech A oznacza
zdarzenie, ze wigzien A wychodzi na wolnos$¢, analogicznie BC' jest zdarzeniem, ze wolnosé
odzyskuja wigzniowie B i C'. Mamy:

P(A|Sp) = P(AB|Sg) + P(AC|Sp) =
B P(Sp|AB) - P(AB)
~ P(Sp|AB)- P(AB) + P(Sg|BC) - P(BC) + P(Sp|AC) - P(AC)
3 1

1 1 =

Widzimy z powyzszych rachunkéw, ze jesli z = % to prawdopodobienistwo wyjscia na wol-
nos¢é wigznia A nie ulega zmianie, mimo znajomosci danych. Jednak kiedy = # % odpowiedzZ
straznika wnosi nowa informacjg¢ i szanse A rosna lub maleja.

2.1 Rozklad a priori

Zastanobwmy si¢ co uczyni€ jak nie znamy x (wlaSciwie skad mielibySmy znac:). Czesto
w modelu sa takie nieznane (lub nieinteresujace) parametry. Wtedy rozwiazanie polega na
"wycatkowaniu"ich, czyli liczymy:

P(A|SB):/P(A|SB,x)P(x)dx:/ ! P(z)dx

- s 1+
gdzie P(x) jest prawdopodobieristwem a priori. Zauwazmy, ze jest to prawdopodobienstwo
prawdopodobienistwa — sytuacja do$¢ powszechna we wnioskowaniu bayesowskim.

Jaki rozktad przyja¢ moze nasz wigzien jako rozktad a priori 7 Jedna z mozliwosci jest
rozktad jednorodny: P(z) = 1dla0 < z < 1. Wtedy:

1
1+

Plalss) = [

xT

P(z)dxr =1n2 = 0.693

Inny wynik otrzymamy zaktadajac skoncentrowany w punkcie x = % rozktad a priori:
P(z) = 6(z — 1) dla0 < z < 1, gdzie §(x) jest tak zwana funkcjq impulsowq zwana tez
funkcja delta Diraca, zdefiniowana nastgpujaco:

+o0o dla =0
o(z) =
0 dla x#0



Funkcja delta Diraca moze by¢ uwazana za funkcje rozktadu gestoSci ciaglej zmiennej
losowej zwanej zmienna pewna. Niech o? oznacza wariancje, a p warto§¢ oczekiwana tej
zmiennej. Wtedy zachodzi:

0(z — p) = lim f(x)

02—0
Dla takiego wyboru prawdopodobienstwa a priori mamy:
1 2
P(A|Sp) = ——= ==

1+5 3

Naszym zadaniem bgdzie teraz wyestymowac parametr x = P(Sg|BC'), czyli prawdopo-
dobienstwo, ze straznik wskaze wigZnia B pod warunkiem, ze kolejnego dnia zostang zwol-
nieni B i C. Do tego zadania niezbgdne sa dane o historii poprzednich podpowiedzi straznika
w takich sytuacjach. Zalézmy, ze te odpowiedzi byly nastgpujace (pamigtamy, ze zawsze pyta
wigzien A o innego zwalnianego):

BCBCCBCCCBBCBCBCCCCBBCBCCCBCBCBBCCB

Mamy N = 35, Ng = 15, N¢ = 20. Zalézmy przez chwile, ze te dane pochodza z serii
niezaleznych préb Bernoulliego. Poniewaz podchodzimy do sprawy "bayesowsko'"interesuje
nas prawdopodobiefistwo a posteriori, czyli P(dane |x). W tym momencie wyraZnie rysuje
si¢ roznica w podejSciu tradycyjnym i bayesowskim. W tym pierwszym nie martwimy si¢ o
zadne rozktady a priori, potrzebujemy jedynie wystarczajacej statystyki (odpowiednio duzo
préb), zeby policzyc¢:

N
P(dane|z) = <N
B

>INB(1 —x)Ne

Natomiast w podejsciu bayesowskim mamy nastgpujaca proporcjonalnosé (wspoétczynnik
dwumianowy znika w stalej proporcjonalnosci, gdyz nie zalezy od z):

P(dane|z) oc 2V2(1 — z)Ve P(z)

gdzie P(x) jest rozktadem a priori. Za takim podejSciem kryje si¢ przestanie, zeby uzy¢
tylko tych danych, ktére widzimy, zamiast zaklada¢ co§ o wszystkich ( J\J/\; ) permutacjach.
Zaktadajac jednorodny rozktad a priori mamy:

P(dane |z) = 2B (1 — 2)VNE .1
Natomiast mianownik (stata normujaca) wynosi:

! ['(Ng+ 1)['(N — N + 1)
Ne(1 _ 2)N-NB ] —
/0 z7?(1 - 2) ‘ T'(N +2)
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Rysunek 1: Rozklad a posteriori dla X, czyli prawdopodobiefistwa, ze straznik odpowie B
na pytanie wigznia A, dla obserwowanych danych N = 351 Ng = 15.

Rysunek 1 przedstawia gestosé dla rozktadu a posteriori zmiennej x = P(Sp|BC). Za-
uwazmy, ze estymator najwigkszej wiarygodnosci to po prostu procent odpowiedzi typu B:

OP(dane|z) _ Np

Policzmy jeszcze Srednig 1 odchylenie standardowe naszego estymatora dla x.

Np+1
N +2

1
<z >= / zP(dane |z)dr =
0

(Ng+1)(N — Np+1)

(N +2)%(N + 3)
Widzimy, ze rozklad jest coraz bardziej skupiony (ma mniejsza wariancj¢) wraz z przyrostem
danych.

var(r) =< 22 > — < 1 >’=

3 Estymacja najwiekszej wiarygodnosci

Sformutujmy wymagania, jakie chcemy, zeby spetniat dobry estymator 0 dla parametru 6:

A

e estymator powinien by¢ nieobciqzony, czyli E(0) = 6.



e powinien by¢ réwniez zgodny, czyli jesli &, oznacza estymator z n obserwacji dla para-
metru &, to:
Ve>0 P& —&] >€) ps 0

e powinien mie¢ rowniez niska wariancje¢ (jesli jest nieobciazony), lub niski btad Srednio-
kwadratowy (jesli jest obcigzony).!

e ostatnia pozadana wtasno$¢ to znana postac rozktadu dla estymatora lub chociaz roz-
ktadu asymptotycznego.

Okazuje si¢ ze estymator najwigkszej wiarygodnosci (ang. Maximum Likelihood Estima-
tor — MLE) spelnia wigkszo$¢ tych postulatéw.

Rozwazmy dyskretne zmienne losowe Y7, Y5, ...Y,, niezalezne o identycznym rozkta-
dzie. Ich faczny rozktad wynosi:

P(Y1;€) - P(Yy;6) ... P(Yy;€)

gdzie £ jest nieznanym parametrem, ktéry chcemy wyestymowaé. Oznaczmy Y = (Y1, Y5, ... Y,).
Wiarygodno$¢ to po prostu rozktad taczny traktowany jako funkcja parametru &.

L(&,Y) = P(Y1;8) - P(Yy;6) ... - P(Yy;6)

Wartos$¢ é , ktéra maksymalizuje L(§,Y") nazywamy estymatorem najwigkszej wiarygodnosci
dla parametru £. W celu znalezienia tej wartosci ré6zniczkujemy funkcje wiarygodnosci:

%L(g,Y) =0 %logL(é,Y) =0

Jesli chcemy uzyskac konkretne oszacowanie parametru ¢ dla danych y = (y1, Y2, - - - Yn),
po prostu podstawiamy dane do funkcji wiarygodnosci i liczymy maksimum dla L(&, y).
Przyklad 1 Niech zmienne Y1,Y5,...Y, majq rozktad Poissona z parametrem \.
e M e\ e M\ ALY

LOY) == 5 v T o0

log L(A,Y) = —nA+ () Y;)log A — log(] [ (¥3!))

0 Y 0 -
—1 = — —1 Y) = =
35 108 L(\Y) n + 7 ax o8 LNY)=0 dla N\=Y

Podsumowujqc (nieobciqziony) estymator MLE dla parametru \ jest rowny Sredniej z obser-
wacji, a jego wariancja wynosi %

"W sytuacji kiedy btad $redniokwadratowy (MSE) dla estymatora obciazonego jest mniejszy niz wariancja
dla nieobcigzonego wariantu, lepiej wybraé estymator obciazony.
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Przyklad 2 Rozwazny n niezaleinych prob Bernouilliego:

Y, =

0 zprawdopodobienstwem 1 — p
1z prawdopodobieristwem p

Lp,Y)=]]p"(—p)" " =p (1 —p)""
i=1
Y _
Y. Nasz estymator jest oczywisci nieobciqzony i tatwo pokazaé, ie ma wariancje @
a wigc jest rowniez zgodny. PowyZszq konstrukcje tatwo uogolni¢ na przypadek rozktadu
wielomianowego.
Jednak w przypadkach brzegowych (dla’Y = 0 lub'Y = n) musimy postqpic inaczej. Np,

dla'’Y = n, funkcja wiarygodnosci wynosi p"

gdzie Y = Y"1 Y, jest sumq sukceséw. Zatoimy, e a <Y < n — 1, wtedy p =

B

0 n
ZlogL(p,Y) =~ =0
9 g L(p )p

Widzimy, Ze powyisze réownanie nie ma rozwiqzania, czyli musimy szukac estymatora na
brzegu obszaru zmiennosci dla p. Wiemy, ze 0 < p < 1, czyli estymator MLE dla 'Y = n
jest rowny p = 1.

Rozwazmy teraz przypadek zmiennych ciaglych o gestosci fx zaleznej od parametru €.
Funkcja wiarygodnosci jest rowna:

L& X) = fx(X1:8) - [x(X2:8) ... fx(Xns§)

Przyklad 3 Niech X1, Xs, ... X,, majq rozktad normalny o Sredniej |1 i znanej wariancji o*.
Naszym zadaniem jest znaleZ¢ estymator najwigkszej wiarygodnosci dla .

"1 xew?
L(MvX):H\/%O_e 202

i=1
Po zlogarytmowaniu otrzymujemy:
stata niezalezna od |1 — Z = 4=X
i=1

. . . . . . . 2 . . . L .
Estymator jest nieobciqZony i ma wiariancje °-. Korzystajqc z nierownosci Czebyszewa mo-
zemy pokazac zgodnos¢ estymatora.
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