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1 Przyklad: Model liniowy dla ekspresji genow

Na poprzednich wyktadach omawialiSmy T-test, ktéry potrafi wskaza¢ geny o zréznicowanej
teresuja nas geny réznicujace trzy populacje. Pomoze nam w tym zadaniu odpowiedni model
liniowy i technika zwana analiza wariancji (ANOVA). Jak zwykle poprawnos$¢ naszego roz-
wiazania jest warunkowana zatozeniem, ze poziomy ekspresji badanych genéw maja rozktad
normalny o identycznej wariancji we wszystkich grupach.

Niech zmienna Y; oznacza oznacza poziom ekspresji. Rozwazamy k grup pacjentéw.
Zaktadamy nastgpujacy model liniowy:

k
Y, = Z iP5 + €
j=1



gdzie x;; = 1 jesli pacjent i-ty nalezy do grupy j-tej i z;; = 0 wpp. W powyzszym modelu
rozpoznajemy omawiany juz model bez predyktorow, dla ktérego parametry (1, B, . . . 5 od-
powiadaja wartoSciom Srednim w grupach.

Zat6zmy, ze chcemy przetestowac hipotez¢ zerowa mowiaca, ze Srednia ekspresja danego
genu w trzech lub wigcej rozwazanych grupach jest rowna, czyli Hy : 3 = po = ps. Niech
pomiary ekspresji badanego genu w pierwszej grupie bedq oznaczane jako yi1, ¥o1, - - - Yni, W
drugiej grupie odpowiednio 412, Yo, - - - , Yn2, 1 analogicznie w trzeciej grupie y13, Yos3, - - - , Yn3-
Policzmy $rednie ekspresje genu w grupach:

RS .
i = ﬁzyﬂ, dla i=1,2,3
7=1
Niech 4 oznacza Srednig ekspresje we wszystkich grupach, czyli

1
y=§(y1+y2+y3)

Policzymy teraz dwie sumy kwadratéw odchylen od Sredniej: wewnatrz grup (SSW) i pomig-

dzy grupami (SSB):
3 n
SSW = Z Z(yji — )%

i=1 j=1

SSB=> " m—9"=n> @—u"

=1 j5=1 =1

Zdefiniujemy teraz f-statystyke jako:

_ SSB/(3-1)
/= SSW /(3n — 3)

jesli rozwazamy k grup statystyka jest rowna:

_ SSB/(k—1)
/= SSW /(kn — k)

Przy zalozeniu, ze dane pochodzg z rozktadu normalnego f-statystyka ma rozktad Fj,_; pp—s,
czyli rozktad F' o (k—1, kn— k) stopniach swobody. Mozemy teraz odrzucié¢ hipotez¢ zerowa
jezeli P(Fiy—1kn—r > f) < c. Intuicyjnie przy zatozeniu hipotezy zerowej (jesli Srednie w
grupach sa réwne) to warto$¢ statystyki SSB powinna by¢ mata, podobnie jak wartos¢ f-
statystyki, co spowoduje przyjecie H,.



2 Jednoczynnikowa analiza wariancji

Analiza wariancji (w skrocie ANOVA) jest bardzo wazna technika, ktorej zastosowanie wi-
dzieliSmy w ostatnim przyktadzie. Uzywana jest w wielu zagadnieniach, w bioinformatyce
stuzy najczesciej poréwnywaniu Srednich w wielu grupach, ale nie tylko. Analiza wariancji
zostata stworzona w latach dwudziestych ubiegtego wieku przez Ronalda Fishera.

Zat6zmy, ze dysponujemy modelem liniowym dla zbioru obserwacji. Przyjeto si¢ w kon-
tekscie analizy wariancji nazywac¢ zmienne obja$niajace, czyli predyktory czynnikami, nato-
miast parametry bedziemy nazywaé efektami. Naszym celem jest wyodrgbni¢ w catkowitej
wariancji odpowiedzi Y, sktadniki pochodzace od poszczeg6lnych czynnikéw, oraz wariancje,
za ktéra odpowiedzialny jest biad.

Oznacza to, ze wariancja w danych moze mie¢ zaréwno przyczyny identyfikowalne (wtedy
mozna probowac ja zmniejszy¢, bo mamy na niag wplyw) oraz przyczyny pozostajace poza na-
sza kontrola.

Analiza wariancji dostarcza informacji potrzebnych do wnioskowania na temat Srednich
w grupach: jesli Srednie w grupach si¢ znaczaco r6znia mozemy odrzucic¢ hipotezg zerowa
zaktadajacych ich réwnos¢, o ile wariancja w kazdej préobie jest odpowiednio mata w odnie-
sieniu do catkowitej wariancji.

Sytuacja, w ktérej wariancja w grupach jest duza w pordwnaniu z catkowita wariancja nie
pozwala nam na odrzucenie hipotezy zerowej. Podstawowe zalozenia pozwalajace stosowac
F-test w powyzszym przykladzie i ogélnie w analizie wariancji to:

e wszystkie obserwacje sa niezalezne,
e pochodza z populacji o rozktadach normalnych,
e rozwazane efekty sa addytywne.

Ze wzgledu na wymdég normalnosci rozktadéow w badanych grupach mozemy zaliczy¢
technike ANOVA do testow parametrycznych.

Sformutujemy teraz w pelnej ogélnosci metode analizy wariancji dla jednego czynnika
(predyktora).

Rozwazmy N obserwacji Y;; gdzie i = 1,2... koraz j = 1,2...n,. Zmienna (wlasciwie
préba) losowa Y jest pogrupowana w k klas o licznoSciach nq, no, ... ng, N = Zle n;. Mo-
zemy w kontekscie medycyny molekularnej mysle¢ o obserwacjach ekspresji genu w réznych
tkankach.

Oznaczmy:
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Czesto prezentujemy dane do analizy w postaci tabeli:
grupa obserwacje Srednie | sumy

1 1/’117}/127"'7}/1%1 }fl Tl
2 }/217Y227"'7Y2n2 Y2 T2

Eool Y, Yeo, . Yin, | Vi T
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Jezeli badane klasy sa rownoliczne, czyli zachodzi ny = ny = ... = ny, to mamy doczy-
nienia z przypadkiem zréwnowaznonym.
Ponownie rozwazmy model liniowy (: = 1,2,... k,j =1,2,...,n;):

ij = M+t €
gdzie ;1 nazywane og6lnym efektem Srednim wynosi:
Zf:1 9%
N

natomiast /; nazywamy efektem i-tej klasy (grupy). Zaktadamy dodatkowo, ze btad €;; ma
rozklad normalny o Sredniej zero i ustalonej (niezaleznej od klasy) wariancji 2.

Przyjmijmy, ze chcemy przetestowac hipotez¢ mdéwiaca, ze Sredni efekt dla wszystkich
tkanek jest taki sam, czyli mamy dwie rownowazne hipotezy zerowe:

/‘L:

Ho: pu=pe=...=pup=p (D
Hy: ap=ay=...=0a;,=0 2)

Aby znaleZ¢ 1 1 o; stosujemy metodg najmniejszych kwadratow:
k n; k n;g

S D WS DU,
i=1 j=1 i=1 j=1
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Liczymy odpowiednie pochodne czastkowe i przyréwnujemy do zera:

0B _, OF
o Oy

1 otrzymujemy

k n

D Y v
szl Z]n.l L =Y oraz d4; =Y, — f
2im1 2 1

Policzmy sumg kwadratow odchylen od wartosci §rednich, czyli warto$§¢ TSS (Total Sum
of Squares):

=

Zauwazmy, 7e

czyli podsumowujac:

k n; k  n; k

Sktadnik Zle 2?1:1 (Y;;—Y;.)? nazwiemy SSE jako sume kwadratéw bledéw (Sum of Squares
of Errors), a sktadnik 3%  n,(Y; — Y.)? okreslimy jako SST, czyli Sum of Squares due to
Treatment. Uzywajac wprowadzonych oznaczen nasza zaleznos¢ jest nastgpujaca:

TSS = SSE + SST

Zauwazmy, ze liczac statystyke TSS wykorzystujemy N zmiennych przy dodatkowym

ograniczeniu:
kK n;

SN -v) =0

i=1 j=1



Whioskujemy stad, ze ma ona (N — 1) stopni swobody. Podobnie dla SST mamy (k — 1)
stopni swobody, gdyz dysponujemy k obserwacjami i dodatkowym warunkiem:

k
an(ﬁ - Y) =0
i=1

Statystyka SST ma (N — k) stopni swobody, gdyz jest liczona z uzyciem N obserwacji pod-
legajacych k ograniczeniom:

(Y -Y)=0 i=12.. .k

j=1

W celu testowania hipotez zerowych (1) i (2) uzyjemy F-testu, ktéry bada czy wariancje
w dwoéch grupach sa rowne. Jako $redniag sume kwadratow przyjmiemy odpowiednia sume
kwadratéw podzielona przez liczbe stopni swobody, czyli

SST

MST = 22—
ST=13
SSE

MSE = ———
SE= N

gdzie MST jest skrotem od Mean Sum of Squares due to Treatment, a MSE oznacza Mean Sum
of Squares. Dwie wprowadzone wielkoSci szacuja wariancje w grupach i ogélng wariancje w
danych, a ich iloraz ma rozktad Fo k — 11 NV — k stopniach swobody:

MST

F=——+—~F,n_
VSE k—1,N—k

2.1 Testy post-hoc

Zauwazmy, ze test ANOVA pozwala jedynie odrzucié hipotezg zerowa o rownosci srednich w
grupach. Nie wskazuje jednak, ktére Srednie znaczaco réznig si¢ migdzy soba. Dla znalezienia
takich grup stosuje si¢ testy typu post-hoc.

Do takich testéw naleza m.in.:

o test HSD Tukeya (HSD - Honestly Significant Difference);
e test Studenta-Newmana-Keulsa;

o test LSD Fishera (LSD- Least Significant Difference).



3 Wieloczynnikowa analiza wariancji

W poprzednim rozdziale badali§my relacje pomigdzy grupami obiektéw okreslonymi przy
pomocy jednej zmiennej jakoSciowej (ktéra indukowata podziat na kategorie). Teraz zato-
zymy, ze badane zagadnienie opisuja dwie zmienne jako$ciowe (przedstawiong metod¢ mozna
uogd6lni¢ na wigcej zmiennych).

Mamy N obserwacji oraz dwie zmienne jakoSciowa A (wystgpuje na k& poziomach) oraz
zmienna B (wystgpuje na h poziomach). Zakladamy, ze nasze obserwacje pochodza z roz-
ktadu normalnego o Srednich specyficznych dla danej grupy (o licznosci n;;, wyznaczonej
przez zmienne A i B):

Yigm ~ N(uij,0%) 1<i<kg<j<hl<m<n
Rozwazmy model liniowy:
Yij=pt+ai+Bi+yjte; 1<i<kl<j<h
gdzie p jest nazywane ogllnym efektem Srednim:

k h
_ Dic1 Zj:l Fij
a N

a i 3 to addytywne efekty zmiennych, natomiast v;; opisuje efekt interakcji zmiennych w
bloku (7, 7), a btad losowy € ~ N(0, o?).

Oznaczmy:
h
o D i1 Mij
Pio ==
k
i M
My = k
Mamy wtedy:
QO = My — |
Bj =15 —p

Yij = Hij — Hi. — fhj T
Zwréémy uwage, ze wystgpowanie interakcji nie oznacza, ze model przestaje by¢ liniowy.
Azeby opis byt jednoznaczny potrzebne sa ograniczenia na parametry:

k

h
Z%‘ZO oraz Zﬁjzo
j=1

=1
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Zajmijmy si¢ na poczatek modelem bez interakcji (wptywy zmiennych A 1 B sa nieza-

lezne). Naszym zadaniem jest przetestowanie nastgpujacych hipotez zerowych:

Ho: p.=pe =...= . = p
pa=Hp2=...= U=
lub réwnowaznie
Hy:op=ay=...=a, =0
cBbi=0r=...=0B,=0

Zastosujemy po raz kolejny metode najmniejszych kwadratow:

h
D Yy —n—ai— )

1 j=1

EZZZ@%:

h k
=1 =1 i=

Rézniczkujemy po pi, oy i 55 1 przyréwnujemy do zera otrzymujac estymatory:

k h
Zz‘:l Zj:l Yij
N

L = =Y

h

'Y _ _
Ozi:%_ﬂ:yﬁ_ym

~

k
§ - Y R - —
By == =Y, - Y.

Zajmiemy si¢ teraz dekompozycja zmiennoSci w danych. Mamy

i=1 j=1 i=1 j=1

k h k h
A DA ATEES S TN o o i
=1 j

j=1 i=1 j=1
czyli TSS =SST+ SSB+ SSE
Podobnie jak poprzednio:

k
SST = hY (V. ~V )
i=1

8
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h
SSB=kY (V;-Y.)
j=1

k h
SSE=Y " (Y=Y, =Y, =Y
i=1 j=1
Testowanie hipotez zerowych (3) i (4) (lub réwnowaznie (5) i1 (6)) opiera si¢ na nastgpu-
jacych statystykach o rozkladzie F.

MST 7 MSB P
——— ~ F} 1 (k—1)(h—1) Oraz ~ Fy_ 1 (h—1)(h—
VSE k—1,(k—1)(h—1) VSE h—1,(k—1)(h—1)

gdzie Srednie sumy kwadratow odchylen otrzymujemy dzielac przez odpowiednig liczbe stopni
swobody.

SST SSB SSE
MST = =5, MSB ==, MSE = g— g
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