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1 Analiza regresji

Analiza regresji jest uzywana modelowania zwiazkéw zachodzacych pomigedzy zmienna lo-
sowa Y (zwang czgsto odpowiedzia, zmienng zalezng lub zmienng objasniang), a jedna lub
wiecej zmiennymi objasniajqcymi (zwanymi tez predyktorami): X, Xy,...X,. Dlap =1
mamy do czynienia z prostg regresja, natomiast dla p > 1 mowimy o regresji wielorakiej.



Najczesciej przyjmujemy, ze odpowiedz Y jest zmienng ciagla, natomiast zmienne
X1, Xy, ... X, moga by¢ zar6wno ciagle jak i dyskretne. Podstawowe cele jakie stawiamy
sobie w zadaniu regres;ji to:

e przewidywanie przysztych obserwacji;
e opisanie wptywu predyktoréw na odpowiedz Y;
e uzyskanie og6lnego opisu struktury posiadanych danych.

Istnieje wiele uogdlnieri zadania regresji, ktérych nie bedziemy rozwazac, zainteresowa-
nych odsytam do szerokiej literatury (réwniez odpowiednich pakietéw R-owych: http:
//cran.r-project.org/). Wspomniane uogdlnienia to: dopuszczenie wielu odpo-
wiedzi Y1, Y5, ... Y, przypadek w ktérym odpowiedZ Y jet binarna (regresja logistyczna),
oraz regresja Poissona, gdzie zaktada si¢, ze odpowiedZ Y przyjmuje wartosci catkowite nie-
ujemne.

1.1 Historia

Po raz pierwszy zadanie regresji zostalo sformutowane w XVIII wieku w kontekScie zasto-
sowan wiedzy astronomicznej do nawigacji. Metoda najmniejszych kwadratéw (ktéra przed-
stawimy ponizej) zostata zaproponowana przez francuskiego matematyka Adrien-Marie Le-
gendre w roku 1805. Ksigze matematykéw Carl Friedrich Gauss utrzymywal, ze opracowat
te metode jeszcze wezesniej 1 w roku 1809 udowodnit, ze najmniejsze kwadraty prowadza do
rozwiazania optymalnego przy zatozeniu, ze bledy maja rozktad normalny.

2 Modele liniowe

Zacznijmy od rozwazenia (zupetnie nie bioinformatycznego) przyktadu: niech zmienna obja-
$niana Y opisuje zuzycie paliwa. Jako predyktory (zmienne objasniajace) postuza nam dane
o X, czyli wadze pojazdu, Xy — mocy silnika, oraz X3 — liczbie cylindrow. Zatézmy, ze
dysponujemy n obserwacjami (przypadkami):

Yr T1i1 Ti2 T13

Y2 To1 T2 T23

Yn Tnl Tp2 ITn3

Najbardziej ogdélna posta¢ modelu opisujacego nasze dane mogtaby by¢ nastgpujaca:

Yy = f(X17X27X3) +e
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gdzie f jest pewna nieznang funkcja, € addytywnym btedem. Zazwyczaj nie posiadamy wy-
starczajacej liczby danych, zeby podjaé prébg estymacji dowolnie dzikiej” funkcji f i dlatego
przyjmujemy upraszczajace zalozenia co do klasy rozwazanych funkcji. Bardzo prostym, a
jednoczesnie wystarczajaco elastycznym zatozeniem jest, ze ma ona postac liniowa:

Y = By + 51.Xi + 8o Xy + B3X3 + €

State §3; nazywamy parametrami, i cale zadanie zbudowania modelu liniowego sprowadza sig¢
do ich estymacji z danych. Zauwazmy, ze zatozenie liniowosci dotyczy parametréw modelu,
natomiast zmienne predyktory moga wystepowaé w dowolnej postaci. Np model:

Y = 50 +ﬁ1X1 + /BQIOgXQ + 5310gX3 +e€
pozostaje modelem liniowym, natomiast model:
Y =B+ 51Xy +52X§3 +€

nie jest liniowy ze wzgledu na parametry.

Wréémy do naszego samochodowego przyktadu (oczywiscie, jak bardzo nam zalezy mo-
zemy zamiast o zuzyciu paliwa mysle¢ o niezbgdnej dawce leku, a parametry pojazdu zamie-
ni¢ na dane o stanie pacjenta). Dlai = 1,2, ...n mozemy zapisac:

Yi = Po+ brxa + Paio + Bsxiz + €
W postaci macierzowej rdwnanie regresji wyglada bardziej przejrzyscie:
y=Xp+e
gdziey = (y1,...yn) . e = (e1,... )T, B = (Bo,... 35" oraz
Iz mp oz
yo | 1z 22 T2
1 2 Tp2 Tps

Przyktad 1 Zapiszmy w notacji macierzowej bardzo prosty model, w ktorym nie wystepujq
Zadne zmienne objasniajqce: y = | + €, czyli obserwacje opisujemy za pomocq wartosci
sredniej oraz btedu (zmiennej losowej o zerowej wartosci oczekiwanej).

n 1 €1
1

Y2 | _ [+ €2

Yn 1 €n



Przyklad 2 Zatoimy, ze badamy odpowied? na okreslong terapie w dwoch roztqcznych gru-
pach pacjentow. W pierwszej grupie odpowiedzi oznaczamy vy, . . . Ym a Srednia odpowied?
wynosi [, natomiast w drugiej grupie obserwujemy odpowiedzi z1, . . . z, ze Sredniq ... Ma-
cierz zmiennych objasniajqcych jest w tym przypadku zero-jedynkowa i wskazuje przynalez-
nos¢ danego pacjenta do grupy.

(7 L0

Yo 1 0 €1
Ce e e €9
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3 Estymacja najmniejszych kwadratow

Zastanbwmy si¢ teraz jak estymowac parametry ;. Naszym zadaniem jest mozliwie naj-
doktadniejsza reprezentacja danych wymiaru n za pomoca modelu wymiaru p. Oczywiscie
pozostang jeszcze losowe fluktuacje, czyli blad. Geometrycznie mozemy wyobrazié sobie
optymalny model jako rzut ortogonalny wektora y (lezacego w przestrzeni n-wymiarowej na
przestrzen p wymiarowa rozpinang przez predyktory.

Pozostawiajac na chwile intuicj¢ geometryczng (ktdra nota bene jest zbiezna z ponizsza
metoda) zat6zmy, ze estymujac 3 chcemy minimalizowaé sume kwadratéw btedéw, czyli e’ e.
Szukamy wektora B minimalizujacego:

R=> e&=ce=(y—-XB)"(y—Xp)

Przeksztalcay powyzsze, rozniczkujemy ze wzgledu na (i przyréwnujemy do zera:
R=yly—28XTy+p57'XTXP

OR A
a5 = B Yy

Przy zatozeniu, ze macierz X7 X jest odwracalna mamy:

B=(X"X)"' X"y



Zauwazmy, ze wf =X (XTX)~tXTy jest po prostu rzutem ortogonalnym y na przestrzen
rozpinang przez X. Macierz H = X (X7 X)7' X7 jest macierza rzutu prostopadlego, zgrab-
nym obiektem teoretycznych rozwazan, jednak zupetnie nieprzydatnym w praktyce ze wzgledu
na jej wymiar n X n.

Podsumujmy:

e wartoSci przewidywane przez model: §j = Hy = X B .

e residuamodelu: é =y — XB=y— ¢ = (I — H)y.

e suma kwadratéw residuéw: é7'¢ = y*'(I — H)y.

Przyklad 3 Policzmy teraz B dla prostego modelu bez zmiennych objasniajqcych: Mamy y =
e czyli X =1i 8= p, wiee XX =171 = n. Dalej

) 1
B=(X"X)"'XTy= ElTy =7

4 Twierdzenie Gaussa Markowa: optymalnos¢ B

Podamy teraz argumenty za tym, ze B uzyskane metoda najmniejszych kwadratéw jest sen-
sownym oszacowaniem dla parametréw modelu liniowego. Po pierwsze jak pokazaliSmy,
odpowiada ono rzutowi prostopadtemu na przestrzefi modelu. Po drugie jesli blgdy sa nieza-
lezne i pochodza z rozktadu normalnego estymator uzyskany metoda najmniejszych kwadra-
tow jest tozsamy z estymatorem najwigkszej wiarygodnosci, czyli jest takim oszacowaniem
parametréw, ktére maksymalizuje prawdopodobiefistwo zaobserwowania danych przy zato-
zeniu modelu. Jako trzeci argument przytoczymy twierdzenie Gaussa Markowa, ktére mowi,
ze jest to najlepszy (BEST), liniowy (LINEAR), nieobciazony (UNBIASED) Estymator (w
angielskim sktécie: BLUE).

Do sformutowania twierdzenia potrzebujemy pojecia funkcji estymowalnej. Powiemy, ze
liniowa kombinacja parametréw ¥ = ¢! 3 jest estymowalna wtedy i tylko wtedy jesli istnieje
liniowa kombinacja a’'y, taka ze:

E(a'y) = '

Twierdzenie: Zalézmy teraz, ze warto$¢ oczekiwana btedu wynosi zero: E(e) = 0 oraz
wariancja var(e¢) = o%I. Dodatkowo zalézmy, ze strukturalna cze$¢ modelu E(y) = X3
jest skonstruowana poprawnie. Niech ¥ = ¢! 3 bedzie estymowalna funkcja, wtedy sposréd
wszystkich nieobcigzonych liniowych estymatoréw W, estymator najmniejszych kwadratow
/3 ma najmniejsza wariancj¢ i jest wyznaczony jednoznacznie.



dowéd: Zatézmy, ze a’'y jest pewnym nieobcigzonym estymatorem ¢ 3, czyli
Ea'y)=c"B=ad"XB VB

Whioskujemy stad, ze a” X = ¢!, czyli wektor ¢ lezy w przestrzeni rozpigtej przez kolumny
X7, a wiec réwniez przez X7 X. Oznacza to, ze istnieje wektor wspStczynnikéw \, pozwa-
lajacy wyrazi¢ c jako kombinacje¢ liniowa wektoréw z bazy:

c=XTX\

TB=XNXTXB=\TXTy

Pokazemy teraz, ze nasz estymator ma najmniejsza wariancj¢. Wezmy dowolny estymator
a’y i policzmy jego wariancje:

var(aTy) = var(aTy — "B+ " B) = var(a"y — X' XTy + TB) =
= var(aTy — ATXTy) + var(c B) + 2cov(aTy — AT X Ty, AT XTy)
Mozna pokazad, ze cov(aly — AT X Ty, \T XTy) = 0!, czyli
var(aTy) = var(aTy — NTXTy) + var(c" 3)

Poniewaz wariancje sa nieujemne, widzimy, ze var(a”y) > var( Tﬁ) Pozostaje jeszcze wy-
kazac Jednoznacznosc estymatora 3. Mamy var(a”y) = var(cT3) jedynie dla var(a"y —
AT XTy) =0, czyli a”y — ATXTy = 0, co oznacza, ze Ty = AT XTy = ¢T5.

Powyzsze twierdzenie uzasadnia, ze estymator najmniejszych kwadratow jest dobrym wy-
borem, jednak jesli bledy sa skorelowane, albo maja réznicowana wariancj¢ moga istnie¢ lep-
sze estymatory; podobnie jesli bledy nie pochodza z rozktadu normalnego.

Policzymy jeszcze warto$¢ oczekiwang wariancje dla B.

EQ) =XTX)'XTXp =4
czyli jak obiecywaliSmy, estymator jest nieobciazony.

var(f) = (X" X) ' X7 IX(XTX) ™ = (XTX)o?

'Przypomnijmy, ze kowariancja dla dwéch zmiennych losowych X i Y jest zdefiniowana nastgpujaco:
cov(X,Y)=E(XY)-EX-EY
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Rysunek 1: Strzatka kropkowana pokazuje rozrzut odpowiedzi y pod warunkiem, ze znamy
x, natomiast strzatka ciggla odpowiada zmiennoSci odpowiedzi y, jesli nie znamy zmiennej
objasniajacej x.

4.1 Jakos¢ dopasowania

Jako miarg jakosci dopasowania modelu do danych rozwazmy wspétczynnik zwany procen-
tem wyjasnionej wariancji:
R2—1_ > (4 — yi)?
>y —9)°
Wsp6tczynnik R? przyjmuje warto$ci od 0 do 1, przy czym wartosci blizsze 1 odpowia-
daja lepszemu dopasowaniu modelu do danych. Intuicja stojaca za jego definicja jest nastgpu-
jaca: zalézmy, ze chcemy przewidzie¢ odpowiedzZ y. Jesli nie znamy x to najlepsza predykcja
bedzie y, ale jej rozrzut bedzie duzy. Jezeli natomiast znamy z to za najlepsza predykcje
uznamy dopasowanie przy pomocy regresji, czyli gj. Jezeli istnieje jakas systematyczna zalez-
nos$¢ migdzy x i y to zmienno$¢ (rozrzut) takiej predykcji powinna by¢ mniejsza (por. Rys. 1).
Wsp6tczynnik R? wynosi 1 minus stosunek sum kwadratéw dla tych obydwu predykcji. Je-
zeli dopasowanie regresyjne jest idealne, to ten stosunek wynosi 0, a procent wyjasnionej
wariancji 1.



5 Przyklad: Model liniowy dla ekspresji genow

Poprzednio omawialiSmy T-test, ktéry potrafi wskaza¢ geny o zrdéznicowanej ekspresji w
dwoéch grupach pacjentéw. Nasuwa si¢ oczywiste uogdlnienie, co czyni€ jesli interesuja nas
geny rdéznicujace trzy populacje. Pomoze nam w tym zadaniu odpowiedni model liniowy i
technika zwana analiza wariancji (ANOVA). Jak zwykle poprawno$¢ naszego rozwiazania
jest warunkowana zatozeniem, ze poziomy ekspresji badanych genéw maja rozktad normalny
o identycznej wariancji we wszystkich grupach.

Niech zmienna Y; oznacza oznacza poziom ekspresji. Rozwazamy k grup pacjentow.
Zaktadamy nastgpujacy model liniowy:

k
Y, = Z TP + €
j=1

gdzie x;; = 1 jesli pacjent i-ty nalezy do grupy j-tej i z;; = 0 wpp. W powyzszym modelu
rozpoznajemy omawiany juz model bez predyktorow, dla ktérego parametry (31, B, . . . B od-
powiadaja warto$ciom Srednim w grupach.

Zalézmy, ze chcemy przetestowac hipotezg zerowa mowiaca, ze Srednia ekspresja danego
genu w trzech lub wigcej rozwazanych grupach jest réwna, czyli Hy : 1y = po = pg. Niech
pomiary ekspresji badanego genu w pierwszej grupie beda oznaczane jako yi1, ¥o1, - - - Yni, W
drugiej grupie odpowiednio vy, o2, - - . , Yn2, 1 analogicznie w trzeciej grupie yi3, Yo3, - - - , Yn3-
Policzmy §rednie ekspresje genu w grupach:

1 4
yl_ﬁzyﬂ) dla 1_172a3
j=1
Niech y oznacza Srednig ekspresje we wszystkich grupach, czyli

1
Z/Zg(ﬁ/1+y2+y3)

Policzymy teraz dwie sumy kwadratéw odchylen od Sredniej: wewnatrz grup (SSW) i pomig-

dzy grupami (SSB):
3 n
SSW =" (yji — 4:)°,

i=1 j=1

SSB=>">"m-9)’=nd> @-u"

i=1 j=1 i=1



Zdefiniujemy teraz f-statystyke jako:

~ SSB/(3-1)
= SSW /(3n — 3)

jesli rozwazamy k grup statystyka jest rowna:

_ SSB/(k—1)
/= SSW /(kn — k)

Przy zalozeniu, ze dane pochodzg z rozktadu normalnego f-statystyka ma rozktad Fj,_; pp—g,
czyli rozktad F' o (k—1, kn— k) stopniach swobody. Mozemy teraz odrzucié hipotez¢ zerowsa
jezeli P(Fy—1kn—r > f) < «. Intuicyjnie przy zatozeniu hipotezy zerowej (jesli Srednie w
grupach sg réwne) to wartoS¢ statystyki SSB powinna by¢ mata, podobnie jak wartos¢ f-
statystyki, co spowoduje przyjecie H,.

6 Jednoczynnikowa analiza wariancji (ANOVA)

Analiza wariancji (w skrocie ANOVA) jest bardzo wazna technika, ktorej zastosowanie wi-
dzieliSmy w ostatnim przyktadzie. Uzywana jest w wielu zagadnieniach, w bioinformatyce
stuzy najczesciej poréwnywaniu Srednich w wielu grupach, ale nie tylko. Analiza wariancji
zostata stworzona w latach dwudziestych ubiegtego wieku przez Ronalda Fishera.

Zat6zmy, ze dysponujemy modelem liniowym dla zbioru obserwacji. Przyjeto si¢ w kon-
tekScie analizy wariancji nazywaé zmienne objasniajace, czyli predyktory czynnikami, nato-
miast parametry bedziemy nazywaé efektami. Naszym celem jest wyodrgbni¢ w catkowitej
wariancji odpowiedzi Y, sktadniki pochodzace od poszczegdlnych czynnikéw, oraz wariancje,
za ktéra odpowiedzialny jest biad.

Oznacza to, ze wariancja w danych moze mie¢ zaréwno przyczyny identyfikowalne (wtedy
mozna probowac ja zmniejszy¢, bo mamy na nig wptyw) oraz przyczyny pozostajace poza na-
sza kontrola.

Analiza wariancji dostarcza informacji potrzebnych do wnioskowania na temat Srednich
w grupach: jesli Srednie w grupach si¢ znaczaco r6znia mozemy odrzucic¢ hipotezg zerowa
zaktadajacych ich réwnos¢, o ile wariancja w kazdej préobie jest odpowiednio mata w odnie-
sieniu do catkowitej wariancji.

Sytuacja, w ktorej wariancja w grupach jest duza w pordwnaniu z catkowita wariancja nie
pozwala nam na odrzucenie hipotezy zerowej. Podstawowe zatozenia pozwalajace stosowaé
F-test w powyzszym przykladzie i ogélnie w analizie wariancji to:

e wszystkie obserwacje sa niezalezne,



e pochodza z populacji o rozktadach normalnych,

e rozwazane efekty sa addytywne.

Ze wzgledu na wymoég normalnosci rozktadéw w badanych grupach mozemy zaliczy¢
technike ANOVA do testow parametrycznych.

Sformutujemy teraz w pelnej ogélnosci metodg analizy wariancji dla jednego czynnika
(predyktora).

Rozwazmy N obserwacji Y;; gdzie i = 1,2... koraz j = 1,2...n,. Zmienna (wlasciwie
préba) losowa Y jest pogrupowana w k klas o licznoSciach nq, no, ... ng, N = Zle n;. Mo-
zemy w kontekscie medycyny molekularnej mysle¢ o obserwacjach ekspresji genu w réznych
tkankach.

Oznaczmy:

n;
i — -
U2

T;. :iyij
j=1
k k  ng
G- n-Y Y,
=1

i=1 j=1
Czgsto prezentujemy dane do analizy w postaci tabeli:
grupa obserwacje Srednie | sumy

1 }/117}/127"'7}/1711 }fl Tl
2 }/217}/227"'7}/2712 }/2 T2

Eo | Y, Yio, oo, Yin, Y T,

G
Jezeli badane klasy sa réwnoliczne, czyli zachodzi n; = ny = ... = ny, to mamy doczy-
nienia z przypadkiem zréwnowaznonym.
Ponownie rozwazmy model liniowy (: = 1,2,...,k,j =1,2,...,n;):

Y;j = U + a; + €ij
gdzie ;1 nazywane og6lnym efektem Srednim wynosi:

k
Zi:l NGl

N = N

10



natomiast y; nazywamy efektem i-tej klasy (grupy). Zaktadamy dodatkowo, ze btad €;; ma
rozktad normalny o $redniej zero i ustalonej (niezaleznej od klasy) wariancji 2.

Przyjmijmy, ze chcemy przetestowaé hipotez¢ méwiaca, ze Sredni efekt dla wszystkich
tkanek jest taki sam, czyli mamy dwie réwnowazne hipotezy zerowe:

Hy: pn=po=...=pu=p (D
Hy: ap=ay=...=0a;=0 2)
Aby znaleZ¢ 1 1 o; stosujemy metodg najmniejszych kwadratow:

k  n; k ny

E=> Y e=> > (Yij—p—a)

i=1 j=1 i=1 j=1
Liczymy odpowiednie pochodne czastkowe i przyréwnujemy do zera:

9B _ . OE
(9,u_ , 80(2‘

1 otrzymujemy

k n

D Y v
szl Z]n.l L =Y oraz d4; =Y, — f
2im1 2 1

Policzmy sumg kwadratow odchylen od wartosci §rednich, czyli warto$¢ TSS (Total Sum
of Squares):

i=

Zauwazmy, 7e

czyli podsumowujac:

k g

DN V=Y =D N (Y =YY (Ve - V)

i=1 j=1 i=1 j=1 i=1



Sktadnik Zle > (Y —Y;.)? nazwiemy SSE jako sume kwadratéw btedéw (Sum of Squares
of Errors), a sktadnik Zle ni(Y; — Y.)? okreslimy jako SST, czyli Sum of Squares due to
Treatment. Uzywajac wprowadzonych oznaczen nasza zaleznos¢ jest nastgpujaca:

TSS = SSE + SST

Zauwazmy, ze liczac statystyke TSS wykorzystujemy N zmiennych przy dodatkowym

ograniczeniu:
k  n;

ZZ(Yz’j —Y) =0

i=1 j=1

Whioskujemy stad, ze ma ona (N — 1) stopni swobody. Podobnie dla SST mamy (k — 1)
stopni swobody, gdyz dysponujemy k obserwacjami i dodatkowym warunkiem:

i=1

Statystyka SST ma (N — k) stopni swobody, gdyz jest liczona z uzyciem N obserwacji pod-
legajacych k ograniczeniom:

Jj=1

W celu testowania hipotez zerowych (1) i (2) uzyjemy F-testu, ktéry bada czy wariancje
w dwoéch grupach sa rowne. Jako $rednig sume kwadratow przyjmiemy odpowiednia sume
kwadratéw podzielona przez liczbe stopni swobody, czyli

SST

MST = ——
S k—1

SSE

MSE = ———
S N —k

gdzie MST jest skrétem od Mean Sum of Squares due to Treatment, a MSE oznacza Mean Sum
of Squares. Dwie wprowadzone wielkosSci szacuja wariancj¢ w grupach i ogélng wariancje w
danych, a ich iloraz ma rozktad Fo k — 11 NV — k stopniach swobody:

MST
F = VMSE ~ Fi_1 N—k

12



6.1 Testy post-hoc

Zauwazmy, ze test ANOVA pozwala jedynie odrzuci¢ hipoteze zerowa o rownosci Srednich w
grupach. Nie wskazuje jednak, ktdre Srednie znaczaco r6znia si¢ migdzy soba. Dla znalezienia
takich grup stosuje si¢ testy typu post-hoc.

Do takich testow naleza m.in.:

o test HSD Tukeya (HSD - Honestly Significant Difference);
e test Studenta-Newmana-Keulsa;

e test LSD Fishera (LSD- Least Significant Difference).
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