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 wstęp

 przykłady

 podejścia do problemu klasteryzacji

 podstawowe algorytmy

 jak ocenić jakość grupowania ?

Wykład 2: algorytmy 
grupowania

Wednesday, November 13, 13



 grupowanie =   klasteryzacja = uczenie bez 
nadzoru

 w odróżnieniu od problemu klasyfikacji  nie 
dysponujemy wiedzą o przynależności do klas

 klaster = zbiór podobnych obiektów

 najczęściej grupujemy w oparciu o 
odległość pomiędzy obiektami

Wprowadzenie
Formalizacja podej�cia

Rezultaty bada�

Podstawowe poj⌧cia
Przyk�ady algorytmów klastrowania

Reprezentacja danych II

Macierz odleg�o�ci
Macierz o wymiarach n na n, gdzie n to liczno�⌧ zbioru danych.
Posiadamy jedynie dane o odleg�o�ciach (mniej informacji).

Micha� Wo niak Przestrze� algorytmów klastrowania
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 redukcja danych

 odkrywanie „naturalnych” grup i ich własności

 grupowanie profili ekspresji genów
 interpretacja danych spektrometrycznych

 znajdowanie elementów odstających (ang. 
outliers)
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przykład: LC-MS
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For analysis, plasma (serum) aliquots were centrifuged
through a 5 kDa cutoff filtration membrane (Millipore Ultrafree-
MC) in the presence of 20% acetonitrile as a chaotropic agent.
Membrane was thoroughly washed prior to use. To the filtrate the
internal standard was added. A HPLC purified peptide (220 pg)
obtained from tryptic digest of lysozyme (FESNFNTQATNR,
mol. mass: 1428.65 Da, m/z = 714.82+2) was used as an inter-
nal standard.

After filtration plasma peptidomic fraction was subject to
nano-HPLC coupled to MS measurements. PepMap columns
(LC Packings) were selected as optimum for peptide mixture
separations. Sample was first acidified by 0.1% trifuoroacetic
acid and loaded on a pre-column. Afterwards the solvent is ex-
changed by 0.1% formic acid and the sample was transferred us-
ing an acetonitrile gradient 0–15% AcN in 100 min to a 75 !M
nanoPepMap column coupled on-line to Q-ToF (Waters) or LTQ
FTICR (Thermo) electrospray mass spectrometer working ei-
ther in the regime of mass survey scan (for peptide mapping
and relative quantitation) or in the regime of data dependent MS
to MS/MS switch (for peptide identification). Sample LC–MS–
MS/MS analysis is fully automated and multiple runs do not re-
quire any operator’s intervention. AcN gradient was worked out
experimentally for optimum separation of blood plasma (serum)
peptides.

2.2. Data preprocessing: NMRPipe

Raw datafiles were subjected to data format conversion and
analyzed by NMRPipe [11]. We have used NMRPipe to smooth
out the data and improve the SNR (signal-to-noise ratio). The
crucial task done by NMRPipe is 3D peak picking, i.e., searching
for peaks (local maxima) in the spectrum. The outcome of this
stage of processing is the list of coordinates of peaks in spectrum
with the signal amplitude and the peak volume for each peak.

2.3. Data preprocessing: XCMS package

Results obtained with NMRPipe were compared with re-
cently proposed XCMS R-package [4]. It provides proce-
dures for filtration and peak picking as well as matching
peaks across samples. It also performs the correction of re-
tention time. XCMS package is included in the Bioconduc-
tor open source software project and can be downloaded from
http://www.bioconductor.org. We have compared the efficiency
and sensitivity of these two approaches, i.e., XCMS and NMR-
pipe (data not shown). Our observations are in favor of the NMR
tool because of the more flexible visualization functions and the
suitability for the high-throughput processing. Further work is
based on peak lists generated with NMRPipe tool (Fig. 1).

Input: RL value threshold, max charge

Output: list of peptides
Step 1: noise filtration: calculate the cutoff threshold
Step 2: isotopic clusters identification

foreach isotopic cluster
Step 3: suggest the charge using Patterson–Fourier transform
Step 4: for suggested monoisotopic mass calculate the possible

distributions of isotopic species (i.e., the isotopic model) in
the cluster and estimate the significance of the cluster
(figure-of-merit (FOM)) from Eq. (1)

Fig. 1. The visualization of the fragment of a 2D PMF map of human blood
plasma peptidome. Panel (A): a color coded 2D map (Sparky visualization tool)
m/z values—horizontal axis, retention time—vertical axis. Colored spots indi-
cate MS peaks with amplitudes increasing from red to blue. Cross-sections along
retention time axis (top) and m/z axis (bottom) are shown. Panel (B): a projection
of this fragment on the mass-to-charge axis (vertical axis – signal intensity). In
this case signals from different peptides can not be resolved. (For interpretation
of the references to colour in this figure legend, the reader is referred to the web
version of the article.)

if FOM is less than the value induced by the predefined RL
value threshold build the isotopic model for all possible
charges and choose one with the smallest FOM

Step 5: calculate the monoisotopic mass of the peptide

3. Algorithm description

The main goal of the algorithm is to reduce the peak list into
the list of the monoisotopic peptide masses present in a single
LC–MS dataset. In the list of peaks (corresponding to the sig-
nals in the spectrum), each peptide is described by several peaks,
corresponding to different charge states of the peptide and differ-
ent isotopic composition. Hence, initially the peak list contains
much redundancy. We eliminate this redundancy by determin-
ing monoisotopic mass and charge of each signal classified as a
peptide.

Major possible application of our approach is the medical
diagnosis based on the PFM data. To this aim the contents of
series of datasets (lists of peptide masses) have to be compared.
This is a highly non-trivial task because of the huge input size.
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Fig. 7. The distribution of masses per sample (left) and the mass clusters (right).
Statistics are calculated on 59 samples.

(4) add to the cluster the mass that is nearest to the centroid along
the m/z axis

(5) with probability 1/2 choose equally likely the mass that is
farthest from centroid along the m/z axis or along the retention
time axis, remove it from the cluster and add to the set of
unclustered masses.

3.8. Implementation and availability

Program is written in the C++ language with STL (Stan-
dard Template Library). Input/output library for NMRPipe files
is written in the C language. We have performed tests of our
program under GNU/Linux operating system and on various
hardware architectures. It should be easily portable to other
operating systems. All program files are downloadable from
http://www.sourceforge.net/projects/mz2m. Program works in
batch mode without user interaction. There are several com-
mand line parameters related to input, output and algorithm op-
erations. Besides the default mode, which calculates the list of
masses in a single spectrum, the program can also work in the
so called diff mode. In this mode program calculates the list of
masses which differentiate the two MS spectra (i.e., it calculates
the symmetric difference of two sets of masses) (Fig. 8 ).

4. Results and discussion

4.1. Automated analysis of complex spectra

The goal of the algorithm is to calculate the list of peptides
in the sample identified by their mass and retention time. The
program has been tested on several datasets. Before starting anal-
ysis of complex peptide mixtures many relatively simple sam-
ples have been processed for calibration of the whole procedure.

Fig. 8. Masses and charges calculated by our algorithm for the fragment of the
spectrum. Peaks are marked as black crosses, small arrow denotes the monoiso-
topic peak in each isotopic cluster, the monoisotopic mass (M) and charge (Q)
are given for each identified peptide.

These samples include tryptic digest of: bovine serum albumin
(BSA) (molecular weight 67 KDa), lizozyme (1428.67 Da) and
cytochrome C.

To demonstrate the application of the LC–MS for large-scale
PMF analysis the following sets of highly complex peptide mix-
tures were processed (cf. Table 2):

(1) blood plasma samples from cystic fibrosis (CF) children and
their healthy family members (59 samples),

(2) blood serum samples from colorectal cancer (CC) patients
and healthy donors (40 samples).

To estimate the quality of our algorithm several tests have
been performed. However, the main goal was to verify the fol-
lowing two aspects which are crucial for medical applications:

• how many peptide signals have been missed by the automated
processing?

• how many signals have been interpreted incorrectly?

The best way of validation here was visual insection of the re-
sults. For the fragments of PMF of some samples all peptide sig-
nals were manually counted and interpreted with the assistance
of Sparky visualization tool [13]. The result has been compared
to the program output. Table 3 presents the number of inter-
preted peptide signals and the number of errors. We consider
four types of errors: false positives, missing peptides, incorrect
charge and incorrect mass calculation. Program misses about
6% of all peptides and returns about 6% peptides with incorrect

Table 2
Masses and peaks statistics

Type of sample Number of samples Minimum Maximum Mean Standard deviation

CF (peaks) 59 25.613 108.831 63.032 16.147
CF (masses) 59 1.341 5.244 3.361 821
CC (peaks) 40 57.719 213.178 124.225 53.629
CC (masses) 40 2.657 8.227 5.250 2.250

CF, cystic fibrosis dataset; CC, colorectal cancer dataset.
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Fig. 6. The distribution of peptides’ abundance for a given monoisotopic mass
and precision ε = 0.01. This graph does not seem to be a function, but it is in
fact: for each mass there exists exactly one point corresponding to the number
of different atomic compositions. This function behaves very non-continuously:
different visible curves arise from interesting combinatorial property of mass
decomposition problem, namely, some masses have much larger amount of pos-
sible atomic compositions than others.

assumption turns out to be false, the first visible peak in the
spectrum is assumed to be the second one (i.e., corresponding
to the isotope containing one neutron more).

From the putative mass-to-charge ratio and the charge deter-
mined in the previous step we calculate the monoisotopic mass.
Then we perform the mass decomposition [28], i.e., we guess
the amino acid (and also atomic) composition possible for the
given mass. Because the internal standars of known molecular
mass is always present in the sample the mass accurancy of the
plasma peptide masses is considerable.

Our mass decomposition procedure works as follows. Let m

be a monoisotopic mass of a peptide. First, we find candidates
for atomic compositions of this peptide: each candidate can be
represented as a vector of length 5, storing the numbers of atoms
of C, H, N, O and S. Mass of each candidate can differ from m

by at most ε and has to represent a chain of amino acids.
In order to be able to efficiently find compositions of masses

up to M, we perform the following preprocessing: let mh be the
mass of the heaviest amino acid considered. We generate all
compositions of peptides with mass not exceeding (M/2) + mh,
sort them by mass and store in a vector v. To answer a query m,
for each element of v we check if there exists an element in v,
such that the sum of masses of those two elements differs from
m by at most ε.

For small peptides our procedure gives a reasonable number
of candidate atomic compositions (cf. Table 1 and Fig. 6).

For each candidate atomic composition of a given monoiso-
topic mass, we calculate theoretical isotopic distribution using

Table 1
The number of candidate atomic compositions for lysozyme peptide mass mea-
sured with different precision

Mass ε Number of candidate compositions

1428.65 0.0001 1
0.001 14
0.01 123
0.1 1157

dynamic programming technique. Then we fit our experimental
data (i.e., isotopic cluster determined in the previous step) to it.
To estimate the quality of fit, the widely used figure-of-merit
(FOM) value is calculated as follows (cf. [16]):

FOM =
number of points

"[(An − ZIn) + (ZV )2]
(1)

where An is the abundance of the nth peak in the theoretical iso-
topic distribution, In the observed signal intensity at the point
corresponding to the nth isotopic peak, V the maximum value
in the valley between adjacent peaks and Z is the normaliza-
tion factor. The valley between peaks is the interval from 1/3 to
2/3 of the distance between consecutive peaks. The number of
points equals the number of values compared (i.e., all peaks and
valleys in the isotopic cluster). The normalization factor scales
the intensities such that the average intensity from three most
abundant peaks in the theoretical distribution equals the aver-
age intensity for three corresponding peaks from experimental
spectrum. The exception is made for very small masses when
the first peak, being the most abundant one, is used to scale the
distribution.

The best fit is selected for further analysis. Its FOM has to ex-
ceed some user-predefined threshold. This threshold is fixed to
guarantee the appropriate reliability (RL) value, i.e., the percent-
age of correctly identified peptides. The relationship between
FOM and RL value is estimated for all possible charges in the
way analogous to the THRASH approach [16].

3.6. Step 5: mass and volume calculation

To determine the monoisotopic mass one needs to know the
charge of the isotopic cluster and the coordinates of the monoiso-
topic peak. Both these values are determined in the previous
step by the best fit to the theoretical isotopic model (i.e., the fit
with the greatest FOM value). The volume, corresponding to the
abundance of the peptide, is calculated as the sum of volumes
for all peaks in the isotopic cluster. The volume is used later for
normalization and classification purposes.

3.7. Postprocessing: aligning masses from different samples

In order to align masses from different samples appropriate
clustering algorithm was used. Since the size of the input for
the clustering procedure can get quite large (almost 200,000
masses overall in 59 samples considered in the largest dataset),
we have decided to implement the following simple and effi-
cient heuristics. The effect of clustering is illustrated in Fig. 7.
Notice that besides aligning masses from different samples clus-
tering allows to group masses of the same peptide coming from
differently charged ions in one sample.

Input: lists of masses from different samples

Output: list of mass clusters

(1) while unclustered masses exist
(2) pick an unclustered mass at random and form a singleton cluster
(3) while exists an unclustered mass that fits in a window of predefined

size centered at the centroid of that cluster (for small masses
≤ 500 Da predefined window size equals to 0.2 Da and for larger
masses this value increases linearly with m/z).
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Figure 4: Colorectal cancer data clustered with the DBSCAN algorithm, ⇥m = 5,
⇥rt = 30, minPts = 10. Picture on the right presents fragment of the data in
greater detail. The cluster colors are recycled.

In case of the models with fixed covariance matrix, the standard deviation on
mass-to-charge ratios was set to 0.04, which was selected after consultations with
experienced mass spectrometer operators. We tested fixed retention time deviations
of 50, 100 and 200 seconds. Apart from the mentioned models, we also fitted both
the models where the retention time deviation was estimated by the algorithm.

The initial cluster assignments that are being improved with the EM algo-
rithm were obtained with the model-based hierarchical algorithm. Implementation
from the mclust (Fraley and Raftery, 2002) R package was used. The model as-
sumed in the hierarchical algorithm was �I which stands for identical, spherical
clusters. The original clusters are rather ellipsoidal than spherical and hence model
�B, identical diagonal clusters, would be more appropriate. However, it is not
available in the implementation of the algorithm. To overcome this problem, the
dimensions, which are given in different units, had to be properly scaled. It was es-
tablished with empirical tests that dividing the retention time values by 100 results
in reasonable clusters.

Visual analysis of a subset (model selection). We show an example of a
preliminary cluster obtained from the DBSCAN algorithm and different clusterings
resulting from different parameterizations (see Fig. 5). Peaks corresponding to the
same peptide are expected to form elongated groups along the retention time axis
with rather small variance along the m/z axis. One can see that the less constrained
models detected clusters that should not occur in nature: elongated along the m/z
axis. The remaining models had fixed m/z deviation and hence the clusters look
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przykład: uliniowienie 
próbek LC-MS

a) b) c) d) e) f) g) h) i)
a) * 0.082 - 0.001 - - - - -
b) - * - - - - - - -
c) - - * 0.049 - - - - -
d) 0.015 - - * - - - - -
e) - - - - * 0.853 0.608 0.868 0.963
f) - - - - 0.814 * 0.904 0.441 0.683
g) - - - - 0.589 0.909 * 0.282 0.545
h) - - - - - - - * 0.998
i) - - - - - - - 0.087 *

Table 1: P-values from Kolmogorov-Smirnov test for distributions of sample rep-
resentations from Fig 10 (upper triangle) and distributions of cluster sizes – Fig. 11
(lower triangle) for all models a) – i): a) �kBk; b) �B; c) �kB; d) �Bk; e) – i)
All the models have deviation in the m/z dimension fixed to 0.04, retention time
deviations are: e) 50 f) 100 g) 200 h) estimated from the data, the same for every
cluster i) estimated from the data for each cluster. Only values greater than 0.001
are depicted.

ance matrices result in smaller clusters with at most 30 � 40 elements. The upper
limit for the models with varying retention time variance is even lower. This phe-
nomenon is of course related to the fact, that all these models result in more clusters
(which is also shown on the histograms). The models, where the m/z deviation is
not imposed, generally allow for clusters that are more spread along this dimension
and thus less clusters are needed to cover all the data with high likelihood.

To evaluate the difference between empirical distributions presented in Fig. 10
and 11 we performed the Kolmogorov-Smirnov test. P-values are presented in Ta-
ble 1. It turned out that distributions for models a) – d) are significantly different
than any others. Most correlations in the the sample representability were detected
for models e) – i); and for models e), f) and g) in case of the cluster size distribution.

FDR test. The quality of alignments was also evaluated using the FDR
test with two feature selection methods. The idea underlying this comparison was
that properly aligned peptides enable further reasoning, whereas peptides that are
random-like aligned should not reveal any biologically relevant information.

The goal of feature selection is to extract the features, in our case aligned
peaks, that best discern classes of samples. Figure 12 shows FDR plots for each of
the clusterings for the T-test and Random Forest based feature selection. The closer
to zero a plot is, the greater is the number of significant features detected.

In all the experiments reported here, there were 500 permutations performed
for T-Test and compared with the true T-test values. In the case of Random Forest
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przykład
Transposon insertions represent events upon which a biallelic

locus is essentially created. Multiple independent TE insertions in the
same genomic localization seem to be very unlikely, even though in a
wider evolutionary perspective, a recurrent targeting of the same
genomic region by members of the same MITE family was observed
(Mason-Gamer 2007). However, a possible perfect excision of the
MITE element cannot be differentiated from the ancestral state, i.e. the
empty site, which might be a source of error in the PCR assay we
proposed. We sequenced a small subset of amplicons representing
randomly selected empty sites and found no rearrangements
suggesting a TE footprint (data not shown).

M. truncatula is a self-pollinating species, but occasional cross-
pollination may be responsible for the transfer of a set insertion sites
into populations in which they were originally absent. A surprisingly
high number of heterozygous insertion sites was observed in the
ecotypes L369, L552, and L651. Most likely it can be explained as a
result of cross-pollination. However, another possibility is that it
represents recent mobilization events resulting in the reconstruction
of the empty site on one chromosome from the homologous pair.
Mobilization of the MITE element mPing in rice as a result of various
stresses was well documented (Kikuchi et al. 2003, Nakazaki et al.
2003, Shan et al. 2005, Lin et al. 2006). It has been postulated that the
transposase of a related autonomous element Pong is required for

Fig. 2. Examples of amplification of M. truncatula genomic regions containing MetMIT1 insertions. (A) MetMIT1-25 — monomorphic insertion, (B) MetMIT1-07 — insertion
polymorphic between ecotypes, (C) MetMIT1-08 — insertion present only in A17 ‘Jemalong’, M — molecular size marker GeneRuler 1 kb (Fermentas).

Table 4
Insertion polymorphism of MITE elements in 25 M. truncatula ecotypes.

Family No. loci
investigated

No. loci producing
specific amplicons

No. loci

Monomorphic Polymorphic

MITRAV 11 6 (54%)a 0 6 (5)b

MetMIT1 45 32 (71%) 11 21 (7)
MetMIT2 29 20 (69%) 20 0
Total 85 59 (69%) 30 27 (12)

a In parenthesis: percent of all loci investigated.
b In parenthesis: number of loci with MITE insertions present only in A17 ‘Jemalong’.

Fig. 3. Bootstrap neighbor-joining tree of the MetMIT1 family. Elements representing
insertions revealed as fixed, polymorphic among M. truncatula ecotypes, and unique to
A17 ‘Jemalong’ are marked orange, green, and yellow, respectively. Numbers show
bootstrap values for the three major clusters.
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Figure 16: Kendall rank correlation between data sets.

Figure 17: Ranks of peptidases for data sets.
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Modeling Exopeptidase Activity from LC-MS Data
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ABSTRACT

Recent studies demonstrate that the peptides in the serum of cancer patients that are
generated (ex vivo) as a result of tumor protease activity can be used for the detection and
classification of cancer. In this paper, we propose the first formal approach to modeling
exopeptidase activity from liquid chromatography–mass spectrometry (LC-MS) samples.
We design a statistical model of peptidome degradation and a Metropolis-Hastings algorithm
for Bayesian inference of model parameters. The model is successfully validated on a real
LC-MS dataset. Our findings support the hypotheses about disease-specific exopeptidase
activity, which can lead to new diagnostic approach in clinical proteomics.

Key words: exopeptidase activity, liquid chromatography mass spectrometry, Markov chain
Monte Carlo, proteomics, stochastic modeling.

1. INTRODUCTION

WITH THE DEVELOPMENT OF PROTEOMIC ANALYTIC TECHNOLOGIES, especially mass spectrometry
(MS), great hopes for early diagnostics of cancer were expressed (Petricoin et al., 2002). However,

the initial optimism has encountered strong criticism. The criticism was addressed not against the idea
of using protein profiles as a diagnostic tool but against poor quality of data obtained from SELDI type
detectors and non-reproducibility of experimental conditions (Diamandis, 2003, 2004).

Moreover, despite years of intensive MS analysis, only a small number of proteins have been validated
as cancer biomarkers. Also, the MS samples where characterized as highly unstable, mainly because of
ex vivo proteolytic processing (Marshall et al., 2003; Verrills, 2006). Changes in protein profiles can be
generated simply by the amount of time between sample draw and analysis. Surprisingly, this obstacle gives
rise to a completely new approach enthusiastically described as “spinning biological trash into diagnostic
gold” (Liotta and Petricoin, 2006).

1.1. Research objective

In Diamandis (2006), the advantages and limitations of clinical peptidomics were summarized. The
authors proposed to characterize the proteolytic activity, as it could lead to better patient discrimination.
Therefore, our research objective was to build a mathematical model of exopeptidase activity and to check
whether the model exhibits differences between samples from healthy donors and diseased patients.

1Institute of Informatics, University of Warsaw, Warsaw, Poland.
2Faculty of Mathematics and Computer Science, Nicolaus Copernicus University, Toruń, Poland.
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• metody hierarchiczne (np. UPGMA)

• metody grafowe (znajdowanie klik)

• metody wykorzystujące model probabilistyczny 
( lub prostsze: alg k-średnich, k-median)

• metody spektralne / wykorzystujące łańcuchy 
Markowa (MCL)

• metody wykorzystujące gęstość (np. DBSCAN)
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Wprowadzenie
Algorytm TDQC
Wyniki bada#

Praca %ród"owa
Metody Bottom-Up i Top-Down

Dlaczego klastrowa✓ hierarchicznie?

Dla wielu zagadnie� ewolucyjnych podej cie hierarchiczne jest
naturalne

Wynikiem klastrowania hierarchicznego jest drzewo, wygodne
w analizie eksperckiej

Rysunek: Przyk�adowe wyniki klastrowania uzyskane metod�
hierarchiczn� i algorytmem k- rednich

Micha" Wo%niak Globalne zale&no$ci w klastrowaniu hierarchicznym

Wednesday, November 13, 13



Wprowadzenie
Formalizacja podej�cia

Rezultaty bada�

Podstawowe poj⌧cia
Przyk�ady algorytmów klastrowania

Algorytmy klastrowania hierarchicznego

Ogólny schemat dzia⇢ania algorytmów hierarchicznych:

Inicjalizacja: ka&dy obiekt umie%" w oddzielnym klastrze

for(i in 1..(n-1))
Po$!cz 2 najbli&sze klastry
Odnów macierz odleg$o%ci pomi#dzy klastrami

Podstawowe metody liczenia odleg⇢o�ci pomi⇡dzy klastrami:

single-link: Dk.ij = min(Dk.i ,Dk.j)

complete-link: Dk.ij = max(Dk.i ,Dk.j)

average-link: Dk.ij = ni
ni+nj
Dk.i +

nj
ni+nj
Dk.j

Micha� Wo niak Przestrze� algorytmów klastrowania
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metody grafowe
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• zakładamy, że dane pochodzą z pewnego 
rozkładu prawdopodobieństwa, np: każdy 
klaster jest modelowany jako 
dwuwymiarowy rozkład normalny.

• na podstawie obserwowanych danych 
estymujemy nieznane parametry modelu: 
czyli średnie (środki) i wariancje (średnice)  
klastrów.
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DBSCAN
DBSCAN(D, eps, MinPts)
   C = 0
   for each unvisited point P in dataset 
D
      mark P as visited
      N = getNeighbors (P, eps)
      if sizeof(N) < MinPts
         mark P as NOISE
      else
         C = next cluster
         expandCluster(P, N, C, eps, 
MinPts)
          
expandCluster(P, N, C, eps, MinPts)
   add P to cluster C
   for each point P' in N 
      if P' is not visited
         mark P' as visited
         N' = getNeighbors(P', eps)
         if sizeof(N') >= MinPts
            N = N joined with N'
      if P' is not yet member of any 
cluster
         add P' to cluster C
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7 Ukryte modele Markowa

Zaczniemy od definicji !lańcucha Markowa. B ↪edziemy si ↪e wy!l ↪acznie zaj-
mować skończonymi !lańcuchami Markowa dzia!laj ↪acymi w dyskretnym cza-
sie. Niech Q != ∅, b ↪edzie skończonym zbiorem (zbiór stanów). Pewien
stan k0 ∈ Q jest wyróżniony jako stan pocz ↪atkowy. !Lańcuch Markowa jest
zadany przez macierz przej́sć M = (pk,l)k,l∈Q, która dla k, l ∈ Q podaje
prawdopodobieństwo pk,l przej́scia ze stanu k do stanu l. M musi spe!lniać
nast ↪epuj ↪acy warunek (tzn. macierz M musi być stochastyczna): dla każdego
k ∈ Q mamy

∑

l∈Q

pk,l = 1.

!Lańcuch Markowa opisuje pewien uk!lad , który w każdym momencie może
si ↪e znajdować tylko w jednym ze stanów k ∈ Q. Uk!lad ten obserwujemy w
dyskretnych chwilach czasowych t = 0, 1, . . .. Przyjmujemy, że na pocz ↪atku
uk!lad znajduje si ↪e w stanie pocz ↪atkowym k0. Jeśli w danym momencie t,
uk!lad znajduje si ↪e w stanie k, to w momencie t + 1 przechodzi on do stanu l
z prawdopodobieństwem pk,l. Podstawow ↪a cech ↪a !lańcucha Markowa jest to,
że nast ↪epny stan zależy tylko od obecnego stanu i nie zależy od wartości t,
ani od historii doj́scia do obecnego stanu.

Ukryte modele Markowa (HMM, od “hidden Markov models”) stanowi ↪a
pewne rozszerzenie definicji !lańcucha Markowa. Niech Σ b ↪edzie alfabetem.
B ↪edziemy rozważać !lańcuchy Markowa mog ↪ace si ↪e komunikować z otoczeniem
poprzez emitowanie ci ↪agów liter z alfabetu Σ. Tak wi ↪ec maj ↪ac dany HMM
b ↪ed ↪acy w stanie k ∈ Q, emituje on symbol x ∈ Σ z prawdopodobieństwem

75
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7.2 Prawdopodobieństwo wyemitowania zadanego s!lowa . . . . . . 78

7.2.1 Algorytm prefiksowy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78
7.2.2 Algorytm sufiksowy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

7.3 Estymacje parametrów . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79
7.3.1 Algorytm Bauma-Welcha . . . . . . . . . . . . . . . . . 80

7 Ukryte modele Markowa
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nast ↪epuj ↪acy warunek (tzn. macierz M musi być stochastyczna): dla każdego
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ani od historii doj́scia do obecnego stanu.

Ukryte modele Markowa (HMM, od “hidden Markov models”) stanowi ↪a
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7.2 Prawdopodobieństwo wyemitowania zadanego s!lowa . . . . . . 78

7.2.1 Algorytm prefiksowy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78
7.2.2 Algorytm sufiksowy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

7.3 Estymacje parametrów . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79
7.3.1 Algorytm Bauma-Welcha . . . . . . . . . . . . . . . . . 80

7 Ukryte modele Markowa
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75

stochastyczna

Wednesday, November 13, 13



G is a graph 
add loops to G
set Γ to some value
M_1 to be the matrix of random walks on G 
while (change) 
     { M_2 = M_1 * M_1 # expansion 
       M_1 = Γ(M_2) # inflation 
change = difference(M_1, M_2) } 
set CLUSTERING as the components of M_1 

Γr(Mij) = Mijr / Σr,j(M)
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Markov cluster 
algorithm

http://www.micans.org/mcl/
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:cie<kach). Wewn5trz grupy prawdopodobie9stwa przej:6 s5 wi7ksze ni< poza ni5, istnieje
zatem wi7cej :cie<ek pomi7dzy ka<d5 par5 elementów grupy i tym samym prawdopodobie9-
stwo, <e po przej:ciu pewnej ilo:ci losowych kroków b7dziemy si7 znajdowa6 wci5< we wn5trz
tej samej grupy jest du<e. Zastosowanie operatora ekspancji polega na obliczeniu tych praw-
dopodobie9stw. Operator inflacji powoduje zwi7kszenie du<ych prawdopodobie9stw przej:cia
i os8abienie ma8ych. Przez naprzemienne stosowanie tych dwóch operatorów dochodzi do se-
paracji grafu na oddzielone od siebie segmenty, które interpretowane sa jako grupowanie.
Rozdrobnieniem grupowania mo<na sterowa6 za pomoca parametru inflacji modyfikuj5cego
zachowanie operatora inflacji. dla du<ych warto:ci parametru (rz7du 5) uzyskuje si7 wi7ksze
rozdrobnienie, natomiast dla ma8ych (rz7du 1.2) uzyskuje si7 kilka du<ych grup.

4.5.2. Porównywanie grupowa⇡

Jako:6 grupowa9 zosta8a oceniona metod5 porównawcz5. Zosta8o obliczonych szereg miar
i wska;ników opisuj5cych grupowania. Wi7kszo:6 kryteriów zosta8a zaczerpni7ta z [Mei02].
Niech C1, C2, ...CK oraz C �1, C

�
2, ...C

�
KÕ b7d5 rodzinami roz85cznych niepustych zbiorów

b7d5cymi pewnymi grupowaniami zbioru danych V , tzn.

K⇥

k=1

Ck = V,
KÕ⇥

k=1

C �k = V.

Niech nk = |Ck|, n�k = |C �k| oraz n = |V | b7d5 liczbami elementów w zbiorach Ck, C �k oraz V .
Zdefiniujmy macierz koincydencji (ang. contingency table) grupowa9 C i C �. ElementmkkÕ

macierzy koincydencji definiujemy jako liczb7 wspólnych elementów w zbiorach Ck i C �kÕ

mkkÕ = |Ck ⇤ C �kÕ |.

Kilka poni<szych kryteriów porównawczych grupowa9 zdefiniowana jest za pomoc5 zli-
czania par elementów, dla których dwa grupowania zgadzaj5 si7 lub ró<ni5. Para punktów ze
zbioru V mo<e nale<e6 do jednego z czterech ni<ej wymienionych przypadków. Dla ka<dego
z nich mo<na 8atwo na podstawie macierzy koincydencji wyznaczy6 liczby par punktów, które
je spe8niaj5.

N11 liczba par elementów, które w obu grupowaniach znajduj5 si7 w jednej grupie;

N00 liczba par elementów, które w obu grupowaniach znajduj5 si7 w ró<nych grupach;

N10 liczba par elementów, które w grupowaniu C znajduj5 si7 w tej samej grupie, natomiast
w C � w ró<nych;

N01 liczba par elementów, które w grupowaniu C � znajduj5 si7 w tej samej grupie, natomiast
w C w ró<nych.

Oczywi:cie suma tych czterech liczb jest liczb5 wszystkich par elementów w zbiorze V .

4.5.3. Kryterium Wallace’a

Wallace zaproponowa8 dwa asymetryczne kryteria oceniaj5ce zgodno:6 grupowa9:

WI(C,C �) =
N11�

k nk(nk � 1)/2
, (4.2)
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WII(C,C �) =
N11�

kÕ nkÕ(nkÕ � 1)/2
. (4.3)

Reprezentuj8 one prawdopodobie<stwo, >e para punktów w jednym z grupowa< znajduje si:
w tej samej grupie pod warunkiem, >e w drugim znajduje si: równie> w tej samej grupie. 7atwo
wida9, >e oba indeksy dla identycznych grupowa< przyjmuj8 warto=9 1. Je>eli grupowanie C �

jest pewnym rozdrobnieniem grupowania C, to WI(C,C �) < 1 oraz WII(C,C �) = 1. Przez
rozdrobnienie nale>y rozumie9 przypadek, gdy ka>dy zbiór CkÕ z drugiego grupowania jest
podzbiorem pewnego zbioru Ck z pierwszego grupowania.

4.5.4. Indeks Fowlkes’a–Mallows’a

Fowlkes i Mallows wprowadzili symetryczne kryterium, które jest =redni8 geometryczn8 WI
oraz WII :

F(C,C �) =
⇤
WI(C,C �)WII(C,C �). (4.4)

Cz:sto stosuje si: równie> znormalizowany indeks Fowlkes’a–Mallows’a. Warto=ci8 oczekiwa-
n8 znormalizowanego indeksu dla dwóch losowych grupowa< jest 0, natomiast dla identycz-
nych 1. W niniejszej pracy wykorzystana zosta;a tylko wersja nieznormalizowana, przyjmuj8ca
warto=ci od 0 do 1 jako uzupe;nienie kryterium Wallace’a. Podej=cie takie jest uzasadnione,
gdy> wszelkie porównania odnosz8 si: do pewnego „z;otego standardu” – czyli grupowania
zbudowanego i zweryfikowanego przez ekspertów.

4.5.5. Wariancja informacji

Kryterium wariancji informacji opiera si: na wyznaczeniu ilo=ci informacji, jakie niesie ze sob8
ka>de z grupowa<, a nast:pnie na obliczeniu ile informacji o jednym grupowaniu zawiera
drugie grupowanie. Suma ilo=ci informacji, która nie jest wspólna dla obu grupowa< jest
wariancj8 informacji dla tych grupowa<.
Definiujemy entropi: grupowania C jako:

H(C) = �
K⇥

k=1

P (k) logP (k), (4.5)

gdzie P (k) = nk/n jest prawdopodobie<stwem >e element wylosowany ze zbioru V znajduje
si: w grupie Ck. Entropia grupowania jest miar8 niepewno=ci co do przynale>no=ci do odpo-
wiedniej grupy zwi8zanej z losowaniem elementów z V , lub inaczej miar8 informacji zawartej
w grupowaniu (mierzonej w bitach, gdy logarytm ma podstaw: 2).
Niech P (k, k�) = |Ck⌅C �kÕ |/n oznacza prawdopodobie<stwo, >e element ze zbioru V nale>y

do grupy Ck w grupowaniu C oraz do grupy C �kÕ w grupowaniu C
�. Wzajemna informacja

grupowa< definiowana jest jako wzajemna informacja (miara zale>no=ci) zmiennych losowych
indukowanych przez grupowania C i C �:

I(C,C �) =
K⇥

k=1

KÕ⇥

kÕ=1

P (k, k�) log
P (k, k�)
P (k)P (k�)

. (4.6)

Je>eli zmienne losowe P (k) i P �(k�) s8 niezale>ne, ich wzajemna informacja wynosi 0. Dla
grupowa< oznacza to, >e je>eli wylosujemy pewien element z V i otrzymamy informacj:, do
której grupy w grupowaniu C ten element nale>y, nie zmniejszy to naszej niepewno=ci co
do po;o>enia tego punktu w grupowaniu C �. Je>eli grupowania s8 identyczne, ich wzajemna
informacja jest równa entropii grupowania. Je>eli grupowanie C � jest pewnym rozdrobnieniem
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Niech P (k, k�) = |Ck⌅C �kÕ |/n oznacza prawdopodobie<stwo, >e element ze zbioru V nale>y

do grupy Ck w grupowaniu C oraz do grupy C �kÕ w grupowaniu C
�. Wzajemna informacja

grupowa< definiowana jest jako wzajemna informacja (miara zale>no=ci) zmiennych losowych
indukowanych przez grupowania C i C �:

I(C,C �) =
K⇥

k=1

KÕ⇥

kÕ=1

P (k, k�) log
P (k, k�)
P (k)P (k�)

. (4.6)

Je>eli zmienne losowe P (k) i P �(k�) s8 niezale>ne, ich wzajemna informacja wynosi 0. Dla
grupowa< oznacza to, >e je>eli wylosujemy pewien element z V i otrzymamy informacj:, do
której grupy w grupowaniu C ten element nale>y, nie zmniejszy to naszej niepewno=ci co
do po;o>enia tego punktu w grupowaniu C �. Je>eli grupowania s8 identyczne, ich wzajemna
informacja jest równa entropii grupowania. Je>eli grupowanie C � jest pewnym rozdrobnieniem
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WII(C,C �) =
N11�

kÕ nkÕ(nkÕ � 1)/2
. (4.3)
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F(C,C �) =
⇤
WI(C,C �)WII(C,C �). (4.4)
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H(C) = �
K⇥

k=1

P (k) logP (k), (4.5)
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�. Wzajemna informacja
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I(C,C �) =
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KÕ⇥

kÕ=1

P (k, k�) log
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P (k)P (k�)

. (4.6)

Je>eli zmienne losowe P (k) i P �(k�) s8 niezale>ne, ich wzajemna informacja wynosi 0. Dla
grupowa< oznacza to, >e je>eli wylosujemy pewien element z V i otrzymamy informacj:, do
której grupy w grupowaniu C ten element nale>y, nie zmniejszy to naszej niepewno=ci co
do po;o>enia tego punktu w grupowaniu C �. Je>eli grupowania s8 identyczne, ich wzajemna
informacja jest równa entropii grupowania. Je>eli grupowanie C � jest pewnym rozdrobnieniem
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grupowania C (lub inaczej: grupowanie C moEna uzyska@ przez poB?czenie niektórych grup
z C � ze sob?), to ich wzajemna informacja jest równa entropii grupowania C:

I(C,C �) = H(C) < H(C �).

Wariancja informacji pomiAdzy dwoma grupowaniami jest definiowana jako:

V I(C,C �) = H(C) +H(C �)� 2I(C,C �). (4.7)

Wariancja informacji jest miar? iloDci niezaleEnej informacji niesionej przez dwa grupowania.
Okazuje siA, Ee wariancja informacji jest metryk?. Jest to bardzo poE?dana wBasnoD@ przy
porównywaniu wielu grupowaC pomiAdzy sob?.

4.5.6. Kryterium przynale&no%ci do grup

Ostatnie kryterium oceny zostaBo zaczerpniAte z [En02]. Grupowania porównywane s? jedynie
z grupowaniem wzorcowym. W porównywanym grupowaniu grupy posiadaj?ce 4 lub mniej
elementów zostaj? pominiAte. Dla kaEdej z pozostaBych grup znajduje siA grupA w grupo-
waniu wzorcowym, z któr? badana grupa ma najwiAksz? czAD@ wspóln?. Kryterium oceny K
stanowi iloraz sumy elementów w najwiAkszych czADciach wspólnych do wszystkich elementów
w grupowaniu (z pominiAciem elementów maBych grup).
Kryterium to ocenia uBamek elementów w otrzymanym grupowaniu, które zostaBy przy-

porz?dkowane grupom z grupowania wzorcowego w ten sam sposób, co najwiAksza czAD@
elementów z kaEdej grupy.

4.6. Wyniki testów

Wszystkie testy byBy przeprowadzone na komputerze z procesorem Intel Core Duo T2500
pracuj?cym z zegarem 2GHz z zainstalowanym 1GB pamiAci RAM.

4.6.1. Testy jako%ciowe – ASTRAL SCOP

Jako pierwsze kryterium stopu zostaBa wybrana taka sama waroD@ entropii dla wszystkich
grupowaC. Jest to uzasadnione tym, Ee w pewnym sensie entropia jest miar? rozdrobnienia
grupowania. Porównywane byBy wiAc grupowania, które miaBy to samo rozdrobnienie, lub
teE niosBy t? sam? iloD@ informacji. W przypadku algorytmów SMHC-c i SMHC-t naleEaBo
dobra@ liczbA grup, po osi?gniAciu której algorytm koCczyB grupowanie. Dla liczby 4810 oba
algorytmy uzyskiwaBy najlepsz? zgodnoD@ z grupowaniem wzorcowym bazy danych SCOP
na poziomie rodzin. W przypadku algorytmu MCL odpowiednia wartoD@ entropii zostaBa
uzyskana przez wielokrotne uruchamianie algorytmu z róEnym parametrem inflacji odpowia-
daj?cym za ziarnistoD@ grupowania. Przy parametrze wynosz?cym 1.122 uzyskano entropiA
równ? entropii grupowania wzorcoweego. Grupowanie MCL miaBo 3555 grup.
Entropie grupowaC ksztaBtuj? siA na tym samym poziomie i wynosz?

H(CSCOP) = 7.22,
H(CSMHC-c) = 7.25,
H(CSMHC-t) = 7.25,
H(CMCL) = 7.22.

Otrzymano nastApuj?ce wyniki porównaC:
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:cie<kach). Wewn5trz grupy prawdopodobie9stwa przej:6 s5 wi7ksze ni< poza ni5, istnieje
zatem wi7cej :cie<ek pomi7dzy ka<d5 par5 elementów grupy i tym samym prawdopodobie9-
stwo, <e po przej:ciu pewnej ilo:ci losowych kroków b7dziemy si7 znajdowa6 wci5< we wn5trz
tej samej grupy jest du<e. Zastosowanie operatora ekspancji polega na obliczeniu tych praw-
dopodobie9stw. Operator inflacji powoduje zwi7kszenie du<ych prawdopodobie9stw przej:cia
i os8abienie ma8ych. Przez naprzemienne stosowanie tych dwóch operatorów dochodzi do se-
paracji grafu na oddzielone od siebie segmenty, które interpretowane sa jako grupowanie.
Rozdrobnieniem grupowania mo<na sterowa6 za pomoca parametru inflacji modyfikuj5cego
zachowanie operatora inflacji. dla du<ych warto:ci parametru (rz7du 5) uzyskuje si7 wi7ksze
rozdrobnienie, natomiast dla ma8ych (rz7du 1.2) uzyskuje si7 kilka du<ych grup.

4.5.2. Porównywanie grupowa⇡

Jako:6 grupowa9 zosta8a oceniona metod5 porównawcz5. Zosta8o obliczonych szereg miar
i wska;ników opisuj5cych grupowania. Wi7kszo:6 kryteriów zosta8a zaczerpni7ta z [Mei02].
Niech C1, C2, ...CK oraz C �1, C

�
2, ...C

�
KÕ b7d5 rodzinami roz85cznych niepustych zbiorów

b7d5cymi pewnymi grupowaniami zbioru danych V , tzn.

K⇥

k=1

Ck = V,
KÕ⇥

k=1

C �k = V.

Niech nk = |Ck|, n�k = |C �k| oraz n = |V | b7d5 liczbami elementów w zbiorach Ck, C �k oraz V .
Zdefiniujmy macierz koincydencji (ang. contingency table) grupowa9 C i C �. ElementmkkÕ

macierzy koincydencji definiujemy jako liczb7 wspólnych elementów w zbiorach Ck i C �kÕ

mkkÕ = |Ck ⇤ C �kÕ |.

Kilka poni<szych kryteriów porównawczych grupowa9 zdefiniowana jest za pomoc5 zli-
czania par elementów, dla których dwa grupowania zgadzaj5 si7 lub ró<ni5. Para punktów ze
zbioru V mo<e nale<e6 do jednego z czterech ni<ej wymienionych przypadków. Dla ka<dego
z nich mo<na 8atwo na podstawie macierzy koincydencji wyznaczy6 liczby par punktów, które
je spe8niaj5.

N11 liczba par elementów, które w obu grupowaniach znajduj5 si7 w jednej grupie;

N00 liczba par elementów, które w obu grupowaniach znajduj5 si7 w ró<nych grupach;

N10 liczba par elementów, które w grupowaniu C znajduj5 si7 w tej samej grupie, natomiast
w C � w ró<nych;

N01 liczba par elementów, które w grupowaniu C � znajduj5 si7 w tej samej grupie, natomiast
w C w ró<nych.

Oczywi:cie suma tych czterech liczb jest liczb5 wszystkich par elementów w zbiorze V .

4.5.3. Kryterium Wallace’a

Wallace zaproponowa8 dwa asymetryczne kryteria oceniaj5ce zgodno:6 grupowa9:

WI(C,C �) =
N11�

k nk(nk � 1)/2
, (4.2)
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Rysunek 4.2: Macierze koincydencji grupowania wzorcowego GPCRDB z grupowaiami otrzy-
manymi za pomoc1 algorytmów. Na osiach znajduj1 si2 rozmiary dziesi2ciu najwi2kszych
grup dla ka4dego grupowania. Ciemny odcie3 odpowiada du4ej liczbie wspólnych elementów
w odpowiednich parach grup.
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Rysunek 4.2: Macierze koincydencji grupowania wzorcowego GPCRDB z grupowaiami otrzy-
manymi za pomoc1 algorytmów. Na osiach znajduj1 si2 rozmiary dziesi2ciu najwi2kszych
grup dla ka4dego grupowania. Ciemny odcie3 odpowiada du4ej liczbie wspólnych elementów
w odpowiednich parach grup.
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Wprowadzenie
Formalizacja podej�cia

Rezultaty bada�

Podstawowe poj⌧cia
Przyk�ady algorytmów klastrowania

Jak klastrowa⇣ algorytmy klastrowania?

Porównywanie optymalizowanej funkcji celu

Porównywanie wyników algorytmów

Micha� Wo niak Przestrze� algorytmów klastrowania

Wprowadzenie
Formalizacja podej"cia

Rezultaty bada!

Odleg o"� algorytmów klastrowania
Odleg o"� podzia ów

Odleg✓o◆⌘ algorytmów klastrowania

Za�o!enie
Odleg�o � D(F1,F2) pomi�dzy algorytmami klastrowania na
zbiorze danych X mo!na przybli!a� jako odleg�o � d(· , · )
pomi�dzy podzia�ami PX1 oraz P

X
2 zbioru X na klastry.

Zgodnie z za�o!eniem definiujemy:

DX (F1,F2) = d(PX1 ,P
X
2 )

gdzie:
PXi = argmax

PX�PX
Fi (PX )

Micha Wo#niak Przestrze! algorytmów klastrowania
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Wprowadzenie
Formalizacja podej"cia

Rezultaty bada!

Odleg o"� algorytmów klastrowania
Odleg o"� podzia ów

Odleg�o�� podzia�ów

Odleg!o"� dwóch podzia!ów zbioru X b dziemy liczy� ze wzoru
(jest to tak zwany Rand index):

d(PX1 ,P
X
2 ) =

a+ b
a+ b + c + d

=
a+ b�n
2

⇥

gdzie:
a- liczba par elementów X, które nale#� do tego samego
klastra dla obu podzia!ów
b- liczba par elementów X, które nale#� do ró#nych klastrów
w podziale PX1 oraz P

X
2

c- liczba par elementów X, które nale#� do tego samego
klastra w PX1 , ale do ró#nych w P

X
2

d- liczba par elementów X, które nale#� do ró#nych klastrów
w PX1 , ale do tego samego klastra w P

X
2

n- liczba elementów X
Micha Wo#niak Przestrze! algorytmów klastrowania
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klastrujemy 
klastrowania

Wprowadzenie
Formalizacja podej cia

Rezultaty bada�

Dane wej ciowe
Eksperymenty

Algorytmy

Zbadano 35 algorytmów klastrowania, numerowanych liczbami od
1..35. Niektóre z nich:

Algorytm k-,rednich (29)

Algorytmy klastrowania hierarchicznego z u-ytymi metodami:
SL(30), AL(5), CL(13) oraz Ward(35).

Dwie wersje klastrowania spektralnego z dwoma ró-nymi
parametrami odpowiedzialnymi za wpó+czynniki skalowania

Micha� Wo!niak Przestrze� algorytmów klastrowania
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klastrujemy 
klastrowania

Wprowadzenie
Formalizacja podej#cia

Rezultaty bada"

Dane wej#ciowe
Eksperymenty

Opis eksperymentu 1

1 Wyznaczenie macierzy odleg,o-ci 35x35 pomi+dzy
algorytmami u-rednionej z 12 macierzy dla ró.nych danych

2 Skalowanie Sammona (stress value=0.0587)
3 Dendogram algorytmów metod* complete-link

Rysunek: Przyk,ad skalowania wielowymiarowego

Micha! Wo$niak Przestrze" algorytmów klastrowania

Wednesday, November 13, 13



klastrujemy 
klastrowania

Wprowadzenie
Formalizacja podej cia

Rezultaty bada�

Dane wej ciowe
Eksperymenty

Wyniki eksperymentu 1

Obserwacje:

algorytm K-#rednich(29) w centrum przestrzeni

algorytmy typu kameleon blisko siebie (6-12)

algorytmy spektralne blisko siebie (31-34)

Micha� Wo!niak Przestrze� algorytmów klastrowania
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klastrujemy 
klastrowania

Wprowadzenie
Formalizacja podej#cia

Rezultaty bada"

Dane wej#ciowe
Eksperymenty

Opis eksperymentu 2

1 Przygotowano 12 sztucznych zestawów danych zawieraj�cych
po 3 klastry wygenerowane z 2-wymiarowych rozk adów
normalnych

2 Kolejne zbiory danych ró"ni� si� poziomem separowalno!ci
klastrów

3 W wyniku zmiejszania si� separowalno!ci klastrów
obserwowano przemieszczanie si� algorytmów w przestrzeni

Micha! Wo$niak Przestrze" algorytmów klastrowania
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klastrujemy 
klastrowaniaWprowadzenie
Formalizacja podej cia

Rezultaty bada�

Dane wej ciowe
Eksperymenty

Wyniki eksperymentu 2

Rysunek: Przestrze� algorytmów klastrowania, ⌧cie�ki odpowiadaj⇡
zmianom po⇢o�enia algorytmów w wyniku zmiejszania odleg⇢o⌧ci
pomiedzy trzema klastrami
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