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Wyktad 2: algorytmy

grupowania
¥ wstep

% przyktady
% podejscia do problemu klasteryzaciji
> podstawowe algorytmy

> jak ocenié jakos¢ grupowania ?




2 grupowanie = klasteryzacja = uczenie bez
nadzoru

> w odrdznieniu od problemu klasyfikacji nie
dysponujemy wiedza o przynaleznosci do klas

> klaster = zbiér podobnych obiektow

> najczesciej grupujemy w oparciu o
odlegtosc pomiedzy obiektami o
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% redukcja danych
% odkrywanie ,,naturalnych” grup i ich wiasnosci

& grupowanie profili ekspresji genow
> interpretacja danych spektrometrycznych

> znajdowanie elementéw odstajacych (ang.
outliers)
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Jako przyktad obiektoéw rozwazmy dane o ekspresji gendéw pochodzace z
eksperymentu mikromacierzowego. Niech X = |z;;|] € R bedzie macierza
liczb rzeczywistych. Indeks ¢ = 1...n odpowiada badanym genom, natomi-
ast indeks 7 = 1...m numeruje kolejne eksperymenty. Na podstwie macierzy
X, ktora okreslana jest mianem surowych danych buduje sie czesto macierz
podobieristwa pomiedzy genami gdzie wartos¢ x;; € R dla 2,7 = 1...n
odpowiada np. korelacji Pearsona dla profili ekspresji genéw ¢ oraz j.
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Korelacja Pearsona dla dwoch prob losowych zdefiniowana jest jako:

82

_ ]
B 2 2
NGNE:

gdzie s7 = %Z};’”"zl(xki—@f jest wariancja z proby X; = (215, ... T ), Srednia
Tr; = % ’];n:lil?ki Ooraz

Tz’j

1
Szzj — EZ'ZLl(fEm — ;) (s — Tj)

jest kowariancja dla X; oraz X.
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przyk’rad: LC-MS
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przyktad: uliniowienie
probek LC-MS
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data set no.

JOURNAL OF COMPUTATIONAL BIOLOGY
Volume 16, Number 2, 2009

© Mary Ann Liebert, Inc.

Pp. 395-406

DOI: 10.1089/cmb.2008.22TT

Figure 17: Ranks of peptidases for data sets.
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DP-LCRs

» direct paralogous LCRs (from SegDups)

» fraction matching (fractMatch) measure between paralogous
elements at least 95%,

» rearrangement length: 50kb-10Mb
» not spanning centromeres

» minimal length of an element: 8 kb
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UCSC Genome Browser on Human Feb. 2009 (GRCh37/hg19) Assembly
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Schematic representation of LCR clustering

| ]

—y Bt t—ﬂ-—ﬁ- 4’/-_-_ -
S
NAHR

» arrows indicate LCR elements and their orientation,
» the same color represents a pair of LCRs

» hierarchical clustering tree is depicted above and horizontal
line (violet) shows the height threshold for cutting this tree

» directly oriented paralogous LCRs within the clusters (green)
potentially mediate NAHR event.
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® metody hierarchiczne (np. UPGMA)
® metody grafowe (znajdowanie klik)

® metody wykorzystujace model probabilistyczny
( lub prostsze: alg k-srednich, k-median)

® metody spektralne / wykorzystujace fancuchy
Markowa (MCL)

® metody wykorzystujace gestosc (np. DBSCAN)
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Definicja 2 Grupowaniem (podziatem) zbioru V nazwiemy rodzine jego params
roztgcznych niepustych podzbiorow {Vy, Va, ..., Vy}, zwanych tez blokami (gru-
pami), dla ktérych UL, V; = V.

Definicja 3 Niech 0 € R. Na podstawie macierzy podobieristwa S = |s;;]
zdefintujmy graf podobienstwa obiektow v € V' jako

Go(V, Ey) gdzie (1,j) € By < s;; >0
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Definicja 4 Grupowanie hierarchiczne to skonczona uporzgdkowana lista za-
gniezdzonych podziatow P; zbioru'V (1 =1...n). P = {{vi},{va},.. . {v.}}
oraz P, = {V'}. Dla dowolnych i oraz j, 1 < i < j < n bloki podziatu P;
mozemy otrzymad tgczge pewne bloki podziatu P;.
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@ Dla wielu zagadnien ewolucyjnych podejscie hierarchiczne jest
naturalne

@ Wynikiem klastrowania hierarchicznego jest drzewo, wygodne
w analizie eksperckiegj
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Rysunek: Przyktadowe wyniki klastrowania uzyskane metoda
hierarchiczng i algorytmem k-Srednich
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Ogodlny schemat dziatania algorytmoéw hierarchicznych:

Inicjalizacja: kazdy obiekt umieS¢ w oddzielnym klastrze

for(i in 1..(n-1))
Potacz 2 najblizsze klastry
Odndéw macierz odlegtosci pomiedzy klastrami

Podstawowe metody liczenia odlegtosci pomiedzy klastrami:
o single-link: Dy ;; = min(Dy_;, Dy )
o complete-link: Dy ;j = max(Dy. i, Dx )

@ average-link: Dy ;i = nil"nj Dy i + ni:{nj Dy
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Single-linkage distance

Feature 1

>
Feature 2
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Complete-linkage distance

»
Feature 2
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Centroid distance

Feature 2
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1
P o oy e e D

Algorithm 1 UPGMA Unweighted Pair Group Method using Arithmetic averages
1 w wynikowym drzewie przypisz liSciom gatunki (wiersze macierzy D); kazdy
z lisci staje sie jednoelementowym klastrem;
repeat
2 znajdz C; oraz C; o najmniejszej odlegtosci D;;;
potacz je w jeden klaster Cy zawierajacy |C;| + |C;| sekwencji;
4 dodaj w drzewie wierzcholek odpowiadajacy nowemu klastrowi
krawedziom laczacym go z synami C; oraz C; nadaj wagi DZ'” ;
5  policz odlegto$¢ pomiedzy nowym klastrem a pozostalymi (z pominieciem
klastréw C; oraz C;) jako:

o

C]
Ci| + |

C;
Dy = ( G ) Dy + (

D.
=0, D 3)

6  Usun z macierzy D kolumny i wiersze odpowiadajace klastrom C; oraz C;
oraz dodaj kolumne i1 wiersz dla nowego klastra C}.
until pozostanie tylko jeden klaster
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HYPERLINK CLIQUES

Definicja 7 Graf klikowy to suma roztgcznych klik.

Bedziemy zaktadaé, ze prawdziwe (idealne) grupowanie jest reprezentowane
przez graf klikowy () natomiast macierz podobienstwa wyprowadzona z danych
eksperymentalnych indukuje graf GG, bedacy zaburzonym grafem klikowym.
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metody grafowe

problem 1: edycja grafu klikowego.

INPUT: G(V, F)

OUTPUT: Q(V, F) graf klikowy, ktéry minimalizuje warto§¢ |EAF|, gdzie
A\ oznacza réznice symetryczna.

problem 2: uzupelnienie do grafu klikowego.

INPUT: G(V, F)

OUTPUT: Q(V, F) graf klikowy, gdzie £ C F' minimalizuje|F' \ E|.
Problem uzupelnienia do grafu klikowego mozna rozwigza¢ efektywnie

znajdujac spojne sktadowe gratu G, a nastepnie dodajgc brakujgce krawedzie.

problem 3: odchudzenie do grafu klikowego. Z’fozonosc
INPUT: G(V, F)
OUTPUT:Q(V, F') graf klikowy, gdzie F' C F minimalizuje|F \ F|.
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® zaktadamy, ze dane pochodza z pewnego

rozktadu prawdopodobienstwa, np: kazdy
klaster jest modelowany jako
dwuwymiarowy rozkiad normalny.

na podstawie obserwowanych danych
estymujemy nieznane parametry modelu:
czyli srednie (srodki) i wariancje (srednice)
klastrow.
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Warunkowg wartoscig oczekiwang zmiennej losowe] Y dla ustalonej wartosci
innej zmiennej X = x nazywamy warto$¢ oczekiwang wzgledem rozktadu
warunkowego:

> uf(ylx), jesli Y jest zmienng dyskretna

EY|X =x) = { [ f(y|z)dy, jesli Y jest zmienna ciagla

gdzie f(y|x) jest warunkows gestoscia, czyli:

f(z,y)
fx ()

flylz) =
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Wzér Bayesa. Niech zdarzenia A, As, ... spelniaja nastepujace warunki:
AZﬂAJ — @ dlaz;é], A1UA2U — () oraz P(AZ) > 0 V. Wtedy dla
dowolnego zdarzenia B, jesli P(B) > 0, zachodzi:

P(A;NnB)  P(B|A;)P(A)
P(B) >, P(BJAy)P(Ay)

P(Az"B) —

(YET ANOTHER) HISTORY OF LIFE AS WE KNOW IT...

HOMO HONO HOKO HOMO HOMO
APRIORIUS PRAGHMATICUS FREQUENTISTUS SAPIENS BAYESIANIS
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r = (SCl,...,ZIZ‘p)
pochodzaca z wielowymiarowego rozkladu normalnego ze Srednia:

= (- )

1 macierza kowariancji:

09 012 O'lp
2
012 Oy O'Qp
2= . .
2
[O1p O2p Ip _
ma gestosc:
_ 1 L @-w)TE " (e-p)
fuz(Z) = €
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Powracajac do zadania grupowania, zakladamy ze gesto$¢ obiektéw w
grupie k wynosi:

1
VACZIRIMN

6_%($_l"k)T2];1($_lJ'k)

flf'kazk (;’E) —

Czesto przyjmuje sie dodatkowe zalozenie, ze wszystkie grupy majg te samg
orientacje oraz rozrzut, czyli Vk X, = 3. Lub jeszcze bardziej restrykcyjnie,
ze wszystkie grupy sa sferyczne, czyli ¥ = o°1.
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macierze kowariancji

A B
D
Rysunek 1: A: r6zne macierze kowariancji; B: diagonalne macierze kowari-

ancji; C: identyczne macierze kowariancji; D: identyczne, sferyczne macierze
kowariancji
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Gestosc dla wszystkich obiektow jest mieszaning gestosci dla poszczegdl-
nych grup, czyli:

fl@) =) mfuz.(2)

Zat6zmy na chwile, ze znamy ,zapomniane” etykiety grup S; (i =1, ... k).
Wtedy wiarygodnosé naszego modelu, czyli prawdopodobienstwo, ze obserwacje
x1,...T, pochodzg z odpowiednich populacji wynosi:

H/]Tsz'fﬂ'siszi (x’b) (1)
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Expectation-
Maximization

Oznaczmy przez 6 wektor wszystkich parametréw w naszym zadaniu:

0 = (7T1,...7TK,/.L1,...MK,Zl,...ZK)

Logarytmujac wiarygodnosé zdefiniowang réwnaniem (1) otrzymujemy:

L(0) = > logms, +10g fu, 5., ()

1=1

n

H TS, fll'si 228 (xl)

1=1
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Expectation-
Maximization

Niestety w rzeczywistosci nie znamy etykiet 5;, za$ algorytm EM prébuje
zmaksymalizowa¢ warunkowa wartoé¢ oczekiwang L(6). W kroku "E’ musimy
policzy¢ warunkowa warto$¢ oczekiwang dla L(f) pod warunkiem obser-
wowanych danych uzywajac parametrow gth=1) 4 poprzedniego kroku. Ze
wzoru Bayesa liczymy rozktad warunkowy dla 5;:

A<h 2 f (h 1)2(h 1)(33)

Zg 1 A(h 1 fuéh—l),géh—l) (IEZ)

(2)

P(A;NB)  P(B|4;)P(4)
P(B) >0, P(B|Ax)P(A)

P(Az"B) —
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Expectation-
Maximization

Zatem warunkowa wartos$¢ oczekiwana wynosi:

n K
Egonn(LO)|z1,...ox)) =D Y w logmy + wyy log fu, 5, (x)  (3)

1=1 k=1

W kroku M’ naszym zadaniem jest policzenie é(h), ktoére maksymalizuje
warunkows wartos¢ oczekiwang 3.
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E: Estymuj warunkowy rozktad S; pod warunkiem obserwowanych danych

~(h=1)

oraz parametrow rozkladéw z poprzedniego kroku p, oraz X,

k=1,2,... K. Uzyskujac wagi wfz) ze wzoru (2).

M: Popraw oczacowania parametréw nastepujaco:

szk y

1wzk i—1

2 (h) ~ (h
B 53wl = ) o — )

n
i=1 Wik =1
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nie zakladamy, ze obserwacje pochodza z réznych grup (w ktoérych dane sg
modelowane rozktadem normalnym ze $rednig u, oraz kowariancjg X; 2).
Réznica polega na tym, ze szukany podzial (grupowanie): Q2 = Q; U...UQg
nie jest modelowany poprzez ukryte zmienne (,zapomniane” etykiety grup)
tylko jest uwazany za kolejny parametr modelu. Jegli zalozymy, ze wszys-
tkie grupy posiadaja identyczne 1 sferyczne macierze kowariancji otrzymamy

algorytm k-srednich
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W modelach z uzyciem mieszanin rozkltadéw normalnych S$rednie dla grup
p,. byly poprawiane z pomoca wazonych Srednich obserwacji x;. Wagi w;
odpowiadaly warunkowym prawdopodobienstwom zdarzenia, ze i-ta obserwacja
pochodzi z grupy k. Te prawdopodobienistwa byly wysokie dla obserwacji
lezacych w poblizu srodka grupy czyli wartosci p,..

Na tym pomysle opiera sie algorytm k-§rednich |4, ktéry moze by¢ postrze-
gany jako pewne uproszczenie algorytmu EM. Zamiast wylicza¢ wyrafinowane
wagl przypisujemy wszystkie obserwacje do najblizszej grupy, tzn takiej ktore;
aktualny srodek fi, polozony jest najblizej. ° Nastepnie poprawiamy potoze-
nie srodkéw liczac Srednig arytmetyczng wszystkich obserwacji przypisanych
do danej grupy.

/ N\ / N\
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algorytm k-srednich

Dla odpowiednio dobranych wartoéci poczatkowych ", ..., % algo-

rytm k-$§rednich powtarza nastepujace dwa kroki dla h =1,2,.. .

e Dla kazdej obserwacji x; znajdz najblizszy Srodek ﬂ,ih_l) 1 przypisz te

obserwacje do grupy o tym Srodku.

?

/" Number of
/ clusterK /

e Popraw Srodki grup przez policzenie Sredniej w kazdej grupie: 5

NON ! | p
L= x;
2 rozmiar grupy k Z

obserwacje x; nalezace do grupy k
Centroid

* 0 obj
Distance objects to MOVE gj:::)
centroids

Y

Grouping based on
minimum distance
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Algorytm k-$rednich uzywa odlegltosci euklidesowej. Jako jego uogoélnienie
zaproponowano algorytm k-median, ktory uzywa dowolnej miary odlegtosci.
Czgsto przyjmujemy, ze dij—|z, e, Oraz wymagamy, zeby srodki grup byty
tozsame z pewna obserwacja nalezaca do danej grupy, czyli p, = z., dla
pewnego cg.
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algorytm k-median

Algorytm powtarza nastepujace dwa kroki, az grupowanie przestanie sie
zmieniac:

o Kazda obserwacje x; przypisz do grupy k, ktorej srodek p, = x., min-
imalizuje dick-

e Dla kazdej grupy k (gdzie £ = 1,...K) znajdZ centroid, czyli ob-
serwacje ., , ktora minimalizuje:

Z dick

obserwacje x; nalezace do grupy k
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DBSCAN

DBSCAN(D, eps, MinPts)
C =20
for each unvisited point P in dataset

mark P as visited

N = getNeighbors (P, eps)

if sizeof(N) < MinPts
mark P as NOISE

else
C = next cluster
expandCluster (P, N, C, eps,

MinPts)

expandCluster (P, N, C, eps, MinPts)
add P to cluster C
for each point P' in N
if P' is not visited
mark P' as visited
N' = getNeighbors(P', eps)
if sizeof(N') >= MinPts
N = N joined with N’
if P' is not yet member of any
cluster
add P' to cluster C
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tancuch Markowa

Q 7& @, zb10r stanoOw

M = (p k! ) k,leQ; StOChaStyczna:=;~‘§3"*?°“?%:%f;;._if.g_,l__ Ny
maclerz przejsc

Zpk,l = 1.

leqQ
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G is a graph
add loops to G
set I to some value
M_1 to be the matrix of random walks on G
while (change)
{M_2=M_1* M_1 # expansion
M_1=1(M_2) # inflation
change = difference(M_1, M_2) }
set CLUSTERING as the components of M_1

I''(Mij) = Mij* | 2 j(M)
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Markov cluster
algorithm

http://www.micans.org/mcl/



http://www.micans.org/mcl/
http://www.micans.org/mcl/

porownujemy

K K’
JC=Vv, |JC.=V
k=1 k=1

N11 liczba par elementéw, ktére w obu grupowaniach znajdujg sie w jednej grupie;
Noo liczba par elementéw, ktére w obu grupowaniach znajdujg sie w réznych grupach;

Nip liczba par elementow, ktore w grupowaniu C znajdujg sie w tej samej grupie, natomiast
w C" w réznych;

Ng1 liczba par elementéw, ktére w grupowaniu C’ znajduja sie w tej samej grupie, natomiast
w C' w réznych.

Oczywiscie suma tych czterech liczb jest liczba wszystkich par elementéw w zbiorze V.
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kryterium Wallace’a

ni = |Ckl|, n, = |C}| oraz n = |V|

N11
) 4% C,Cl — )
M) = S e~ 1))2
N
Wi (C,C") = H




F(C,C") = yWi(C, Wi (C, CY).




K
H(C) = — Z P(k)log P(k), P(k) = ng/n
k=1

Niech P(k, k") = |CNC}, |/n oznacza prawdopodobienstwo, ze element ze zbioru V' nalezy
do grupy Cj w grupowaniu C oraz do grupy C;, w grupowaniu C’'. Wzajemna informacja
grupowan definiowana jest jako wzajemna informacja (miara zaleznosci) zmiennych losowych
indukowanych przez grupowania C i C”:

K K’ /
[(C,C") = Z Z P(k, k") log PZE?;Z;/)

k=1k'=1
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Wariancja informacji pomiedzy dwoma grupowaniami jest definiowana jako:

VI(C,C'") = H(C) + H(C") — 2I(C,C").
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Zdefiniujmy macierz kbineydencji (ang. contingency table) grupowan C'i C". Element Mk
macierzy koincydencji definiujemy jako liczbe wspélnych elementéw w zbiorach Cy i C,

MEk — |Ok M C];/‘

6-5- I | | | | | | | | | | | 6"5' i I I I I I I I I I I i
79 | 1 79 t ]
89 | | 89 :
95 | 1 95 | |
117 t - 117 -
148 | - 148 .
583 |- i 583 | |
i ] 662 | ]
662 |
2510 _.. 7 _-I | | | | | | | | |
ODMNMMOHOICOO M O~ 1O <F AN AN AN —
i e COCANRRRA T
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@ Poréwnywanie optymalizowane] funkcji celu

@ Porownywanie wynikéw algorytmow

Odlegtos¢ D(Fi, F2) pomiedzy algorytmami klastrowania na
zbiorze danych X mozna przybliza¢ jako odlegtos¢ d(-, - )
pomiedzy podziatami P;* oraz P3 zbioru X na klastry.
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Odlegtos¢ dwoch podziatéw zbioru X bedziemy liczy¢ ze wzoru
(jest to tak zwany Rand index):

+ b a-+ b
d(PX, Py)y = —2 =
(P1", P3) atbtct+d (2)

gdzie:

@ a- liczba par elementéw X, ktore nalezg do tego samego
klastra dla obu podziatow

@ b- liczba par elementow X, ktére naleza do réznych klastréw
w podziale P{ oraz P35

@ c- liczba par elementéw X, ktére naleza do tego samego
klastra w P{, ale do réznych w P

@ d- liczba par elementéw X, ktére nalezg do réznych klastréow
w P, ale do tego samego klastra w Ps

@ n- liczba elementdéw X
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klastrujemy
klastrowania

/badano 35 algorytméw klastrowania, numerowanych liczbami od
1..35. Niektore z nich:

o Algorytm k-$rednich (29)

@ Algorytmy klastrowania hierarchicznego z uzytymi metodami:
SL(30), AL(5), CL(13) oraz Ward(35).

@ Dwie wersje klastrowania spektralnego z dwoma réznymi
parametrami odpowiedzialnymi za wpotczynniki skalowania
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klastrujemy
klastrowania

@ Wyznaczenie macierzy odlegtosci 35x35 pomiedzy
algorytmami usrednionej z 12 macierzy dla réznych danych
@ Skalowanie Sammona (stress value=0.0587)

© Dendogram algorytmow metoda complete-link
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klastrujemy
klastrowania

0 . o
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Obserwacje:

@ algorytm K-$rednich(29) w centrum przestrzeni

@ algorytmy typu kameleon blisko siebie (6-12)

@ algorytmy spektralne blisko siebie (31-34)
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klastrujemy
klastrowania

© Przygotowano 12 sztucznych zestawdédw danych zawierajacych
po 3 klastry wygenerowane z 2-wymiarowych rozktadow

normalnych
© Kolejne zbiory danych réznig sie poziomem separowalnosci
klastrow

© W wyniku zmiejszania sie separowalnosci klastréw
obserwowano przemieszczanie sie algorytméw w przestrzeni
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klastrujemy
klastrowania

T T
-03 y 0.5

Rysunek: Przestrzen algorytmow klastrowania, sciezki odpowiadaja
zmianom potozenia algorytmow w wyniku zmiejszania odlegtosci
pomiedzy trzema klastrami
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