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Stresz
zenie

Klasy
zna nierówno±¢ Bogomolova-Miyaoki-Yau 


2

1

¬ 3


2

jest prawdziwa dla powierz
hni

ogólnego typu. Od 
zasu udowodnienia jej uogólniono j¡ na szereg sz
zególny
h przypadków.

Ostatnio A. Langer udowodniª wersj� dla powierz
hni normalnej z dywizorem brzegowym. W

niniejszej pra
y wykorzystano j¡ aby poprawi¢ znane wyniki, korzystaj¡
e z w
ze±niejszy
h

wersji tej nierówno±
i.
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Wst�p

Dla dowolnej gªadkiej powierz
hni X ogólnego typu prawdziwa jest nierówno±¢ Bogomolova-

Miyaoki-Yau




2

1

¬ 3


2

;

gdzie 


1

i 


2

s¡ klasami Cherna wi¡zki sty
znej. Wiadomo, »e 


2

1

jest samoprze
i�
iem dywi-

zora kanoni
znego, a 


2

to topologi
zna 
harakterystyka Eulera. Sªabsza wersja tej nierów-

no±
i: 


2

1

¬ 4


2

zostaªa udowodniona przez F. A. Bogomolova w [Bo℄. Pó¹niej mo
niejsz¡

wersj� tej nierówno±
i udowodnili niezale»nie od siebie i u»ywaj¡
 zupeªnie ró»ny
h metod

Y. Miyaoka [Mi1℄ i S. T. Yau [Ya℄. Yau pokazaª ponadto, »e równo±¢ za
hodzi wtedy i

tylko wtedy, gdy nakry
iem uniwersalnym X jest kula jednostkowa. Nierówno±¢ t� uogólnia-

no na ró»ne klasy powierz
hni. F. Sakai [Sa1℄ udowodniª odpowiednik tej nierówno±
i dla

gªadkiej powierz
hni z dywizorem Weila, który ma 
o najwy»ej normalne prze
i�
ia. Pó¹niej

Y. Miyaoka [Mi2℄ uogólniª t� nierówno±¢ do powierz
hni z osobliwo±
iami ilorazowymi z dy-

wizorem Weila. Pó¹niej ta nierówno±¢ byªa uogólniona przez R. Kobayashiego (zob. [K1℄)

do powierz
hni orbifoldowy
h z tzw. dywizorem uªamkowym (tj. ze wspóª
zynnikami posta
i

1�

1

n

) i logarytmi
znym wymiarem Kodairy 2, oraz przez G. Megyesiego [Me℄ do powierz
hni

z nieujemnym logarytmi
znym wymiarem Kodairy. Wi�
ej informa
ji na temat historii nie-

równo±
i Bogomolova-Miyaoki-Yau i odno±niki do inny
h pra
 na ten temat mo»na znale¹¢ w

[Mi3℄ i [La℄. Niedawno A. Langer [La℄ udowodniª wersj� nierówno±
i Bogomolova-Miyaoki-

Yau dla powierz
hni normalny
h z dowolnym dywizorem brzegowym. Niniejsza pra
a jest

prób¡ poprawienia wyników otrzymany
h w przeszªo±
i przy pomo
y w
ze±niejszy
h wersji

nierówno±
i Bogomolova-Miyaoki-Yau.

W rozdziale 0 wprowadzamy podstawowe poj�
ia, mi�dzy innymi orbifoldowej 
haraktery-

styki Eulera dla normalnej powierz
hni z Q-dywizorem, która jest konie
zna do sformuªowania

uogólnionej nierówno±
i Bogomolova-Miyaoki-Yau. Przyta
zamy w nim te» kilka twierdze«

przydatny
h w dalszej 
z�±
i tej pra
y. Na konie
 tego rozdziaªu formuªujemy uogólnion¡

nierówno±¢ Bogomolova-Miyaoki-Yau.

Rozdziaª 1 po±wi�
ony jest obli
zeniu lokalnej orbifoldowej 
harakterystyki Eulera dla

prosty
h osobliwo±
i. Jako wniosek udowadniamy nierówno±¢ Bogomolova-Miyaoki-Yau dla

krzywej pªaskiej z 
o najwy»ej prostymi osobliwo±
iami.

W rozdziale 2 zajmujemy si� ukªadami prosty
h na P

2

. Poprawiamy w nim wynik F.

Hirzebru
ha doty
z¡
y krotno±
i i li
zby punktów prze
i�
ia ukªadu prosty
h na pªasz
zy¹nie.

Rozdziaª 3 po±wi�
ony jest ukªadom sto»kowy
h na P

2

. Udowadniamy w nim osza
owanie

li
zby punktów sty
zno±
i sto»kowy
h z ukªadu, a jako wniosek dowodzimy, »e pewne ukªady

nie istniej¡.
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0. Podstawowe poj�
ia

W tej 
z�±
i zde�niujemy orbifoldow¡ 
harakterystyk� Eulera dla powierz
hni z Q-dywizorem

i u»yjemy jej do sformuªowania uogólnionej nierówno±
i Bogomolova-Miyaoki-Yau. W
ze±niej

jednak wprowadzimy nota
j�, której b�dziemy u»ywa¢ w dalszej 
z�±
i tej pra
y. Wszystkie

rozmaito±
i, które b�dziemy rozwa»a¢, b�d¡ okre±lone nad 
iaªem li
zb zespolony
h. Nie
h

X b�dzie powierz
hni¡ normaln¡, rzutow¡. Grupa dywizorów Weila modulo rela
ja linio-

wej równowa»no±
i b�dzie ozna
zana przez WeilX. Q-dywizorem nazywamy elementy grupy

WeilX
Q . Q-dywizor D =

P

d

i

D

i

, gdzie D

i

s¡ ró»nymi dywizorami pierwszymi, nazywamy

brzegiem, je±li dla wszystki
h i mamy 0 ¬ d

i

¬ 1. Je±li ponadto wszystkie d

i

s¡ posta
i 1�

1

m

,

to D nazywamy brzegiem uªamkowym. Je±li f : X ! Y jest przeksztaª
eniem biwymiernym,

to de�niujemy obraz prosty f

�

: WeilX !WeilY jako Z-liniowe odwzorowanie takie, »e dla

ka»dej nierozkªadalnej i zredukowanej krzywej C na X, f

�

C = 0 je±li C jest zawarte w zbio-

rze wyj¡tkowym f , a f

�

C = f(C) w prze
iwnym przypadku. Dla Q-dywizora D de�niujemy


ofni�
ie f

�

D jako

f

�

D = f

�1

D +

X

a

i

E

i

;

gdzie f

�1

D ozna
za ±
isªy prze
iwobraz D, E

i

s¡ dywizorami wyj¡tkowymi, a li
zby a

i

s¡

wyzna
zone jednozna
znie przez ukªad równa« f

�1

DE

j

+

P

i

a

i

E

i

E

j

= 0 dla wszystki
h

j. Prze
i�
ie dwó
h Q-dywizorów D

1

i D

2

na powierz
hni normalnej X de�niujemy jako

D

1

:D

2

= �

�

D

1

:�

�

D

2

, gdzie � jest pewnym rozwi¡zaniem osobliwo±
i powierz
hni X. Ta de-

�ni
ja nie zale»y od wyboru �. Wi�
ej sz
zegóªów mo»na znale¹¢ m.in. w [Sa2℄. Rozwi¡zanie

osobliwo±
i f :

e

X ! X nazywamy log rozwi¡zaniem pary (X;D) je±li dywizor wyj¡tkowy i

±
isªy prze
iwobraz D maj¡ tylko normalne prze
i�
ia. Nie
h E

i

ozna
zaj¡ dywizory wyj¡tko-

we przeksztaª
enia f . Wów
zas istniej¡ jednozna
znie wyzna
zone li
zby wymierne a

i

takie,

»e

K

e

X

+ f

�1

D +

X

E

i

= f

�

(K

X

+D) +

X

a

i

E

i

: (0.1)

Par� (X;D =

P

d

i

D

i

), gdzie X jest normaln¡ powierz
hni¡, a D brzegiem, nazywamy log

kanoni
zn¡, je±li dla ka»dego log rozwi¡zania f :

e

X ! X pary (X;D) wszystkie li
zby a

i

ze wzoru (0.1) s¡ nieujemne. Q-dywizor D nazywamy numery
znie efektywnym (nef), je±li

DC ­ 0 dla ka»dej zredukowanej krzywej C. Q-dywizor D nazywamy pseudoefektywnym, je±li

DP ­ 0 dla ka»dego numery
znie efektywnego dywizora P . Orbifoldowa 
harakterestyka Eu-

lera byªa de�niowana dla quasirzutowy
h rozmaito±
i z jedynie izolowanymi osobliwo±
iami

ilorazowymi, ale tak»e dla log kanoni
zny
h par zªo»ony
h z normalnej powierz
hni i zredu-

kowanego dywizora Weila, lub ogólniej powierz
hni z brzegiem uªamkowym. Przy pomo
y

lokalny
h niezmienników zde�niujemy orbifoldow¡ 
harakterestyk� Eulera dla dowolnej pary

zªo»onej z normalnej powierz
hni i Q-dywizora.

De�ni
ja 0.1 Nie
h X b�dzie powierz
hni¡ normaln¡, rzutow¡ z Q-dywizorem D =

P

i

a

i

D

i

.

Orbifoldow¡ 
harakterestyk� Eulera pary (X;D) de�niujemy wzorem:

e

orb

(X;D) = e

top

(X � SingX � SuppD) +

X

i

(1� a

i

)e

top

(D

i

� Sing(X;D))

+

X

x2Sing(X;D)

e

orb

(x;X;D)

lub równowa»nie:

e

orb

(X;D) = e

top

(X) �

X

i

a

i

e

top

(D

i

� Sing(X;D)) +

X

x2Sing(X;D)

(e

orb

(x;X;D) � 1)
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Li
zb� e

orb

(x;X;D) nazywamy lokaln¡ orbifoldow¡ 
harakterystyk¡ Eulera w punk
ie x.

Nie b�dziemy jej jednak de�niowa¢, poniewa» de�ni
ja jest dosy¢ skomplikowana i nie b�-

dzie nam do ni
zego potrzebna. Lokalna orbifoldowa 
harakterystyka Eulera ma nast�puj¡
e

wªasno±
i:

1. e

orb

(x;X;D) zale»y jedynie od typu anality
znego (X;D) w punk
ie x.

2. Je±li (X;x) nie jest osobliwo±
i¡ ilorazow¡ , a para (X;D) jest log kanoni
zna w punk
ie

x to e

orb

(x;X;D) = 0.

3. Je±li para (C

2

;D) jest log kanoni
zna w 0, a mult

0

D ozna
za krotno±¢ D w 0 (
zyli sum�

krotno±
i nierozkªadalny
h skªadników D

i

brany
h z odpowiednimi wspóª
zynnikami),

to

e

orb

(0; C

2

;D) ¬

�

1�

1

2

mult

0

D

�

2

:

De�ni
ja lokalnej orbifoldowej 
harakterystyki Eulera oraz dowody ty
h faktów i inny
h twier-

dze« podany
h w tym rozdziale znajduj¡ si� w pra
y A. Langera [La℄. Teraz podamy twierdze-

nia pozwalaj¡
e poli
zy¢ lokaln¡ orbifoldow¡ 
harakterystyk� Eulera w pewny
h przypadka
h.

Za
zniemy od twierdzenia doty
z¡
ego zwy
zajny
h (ang.: ordinary) osobliwo±
i. Poniewa»

lokalna orbifoldowa 
harakterystyka Eulera jest niezmiennikiem anality
znym sformuªujemy

je w przypadku linii na C

2

.

Twierdzenie 0.2 Nie
h L

1

; : : : ; L

n

b�d¡ ró»nymi liniami w C

2

prze
hodz¡
ymi przez 0.

Nie
h D =

P

n

i=1

a

i

L

i

, gdzie 0 ¬ a

1

¬ a

2

¬ : : : ¬ a

n

¬ 1, oraz � =

P

n

i=1

a

i

. Wów
zas

e

orb

(0; C

2

;D) =

(

0; je±li � > 2 (przypadek nie log kanoni
zny),

(1� a+ a

n

)(1� a

n

); je±li 2a

n

­ �,

oraz

e

orb

(0; C

2

;D) ¬ (1�

1

2

a)

2

; jesli 2a

n

< � ¬ 2: (0.2)

Ponadto, je±li n = 3, to w (0.2) mamy równo±¢.

Gotowe wzory na lokaln¡ orbifoldow¡ 
harakterystyk� Eulera mamy równie» w przypadku

ilorazów C

2

przez unitarne podgrupy GL(2; C ). Zanim podamy twierdzenia wprowadzimy

pewne ozna
zenia. Nie
h n bedzie li
zb¡ naturaln¡, 1 ¬ q < n li
zb¡ wzgl�dnie pierwsz¡

z n, a � n-tym prymitywnym pierwiastkiem z jedynki. Minimalne rozwi¡zanie 
ykli
znej

osobliwo±
i ilorazowej (A

2

; 0)=Z

n

, (x; y)! (�x; �

q

y) skªada si� z ªa«
u
ha gªadki
h krzywy
h

wymierny
h E

1

; : : : ; E

k

z samoprze
i�
iami odpowiednio �b

1

;�b

2

; : : : ;�b

k

, gdzie li
zby b

i

s¡ wyzna
zone przez uªamek ªa«
u
howy

n

q

= b

1

�

1

b

2

�

1

b

3

� : : :

:

Powiemy, »e taki ªa«
u
h jest typu hn; qi, przy 
zym h1; 0i ozna
za ªa«
u
h pusty, a

h1; 1i pojedyn
z¡ krzyw¡ z samoprze
i�
iem �1. Powiemy, »e minimalne log rozwi¡zanie

osobliwos
i (X;D; x) jest typu hn; q; �i, je±li krzywe wyj¡tkowe tworz¡ ªa«
u
h typu hn; qi,

a D ma 
o najwy»ej jeden nierozkªadalny skªadnik (ozn. �) prze
inaj¡
y pierwsz¡ krzyw¡

w ªa«
u
hu. Powiemy, »e jest typu hn; q; �

1

; �

2

i, je±li krzywe wyj¡tkowe tworz¡ ªa«
u
h typu

hn; qi, a D ma 
o najwy»ej dwa nierozkªadalne skªadniki (�

1

i �

2

) prze
inaj¡
e pierwsz¡

7



i ostatni¡ krzyw¡ w ªa«
u
hu. Minimalne log rozwi¡zanie osobliwo±
i (X;D; x) jest typu

hb; hn

1

; q

1

; �

1

i; hn

2

; q

2

; �

2

i; hn

3

; q

3

; �

3

ii, je±li skªada si� z wymiernej krzywej o samoprze
i�
iu

�b i trze
h ªa«
u
hów typu hn

i

; q

i

; �

i

i przyª¡
zony
h do niej.

Przy taki
h ozna
zenia
h prawdziwe s¡ nast�puj¡
e twierdzenia (zob. [La℄):

Twierdzenie 0.3 Zaªó»my, »e minimalne log rozwi¡zanie osobliwo±
i (X;D =

P

�

i

D

i

; x)

jest typu hb; hn

1

; q

1

; �

1

i; hn

2

; q

2

; �

2

i; hn

3

; q

3

; �

3

ii. Nie
h �

1

, �

2

i �

3

b�d¡ wspóª
zynnikami przy

skªadnika
h odpowiadaj¡
y
h �

1

, �

2

i �

3

. Poªó»my

� = minf

1��

i

n

i

g; 
 =

P

3

i=1

1��

i

n

i

oraz Æ =

P

q

i

n

i

:

Wów
zas

e

orb

(x;X;D) =

8

>

>

>

<

>

>

>

:

0 dla 
 < 1 (przypadek nie log kanoni
zny),

(
�1)

2

4Æ

dla 1 ¬ 
 < 2� + 1;

(
�1��)�

Æ

dla 
 ­ 2� + 1:

(0.3)

Wniosek 0.4 Zaªó»my, »e minimalne log rozwi¡zanie osobliwo±
i (X;D =

P

d

i

D

i

; x) jest

typu hn; q; �

1

; �

2

i. Nie
h d

1

i d

2

s¡ wspóª
zynnikami przy skªadnika
h odpowiadaj¡
y
h �

1

i

�

2

. Wów
zas

e

orb

(x;X;D) =

(1� d

1

)(1� d

2

)

n

Teraz podamy gªówne twierdzenie, z którego b�dziemy korzysta¢ w dalszej 
z�±
i tej pra
y.

Twierdzenie 0.5 (Nierówno±¢ Bogomolova-Miyaoki-Yau) Nie
h X b�dzie normaln¡

rzutow¡ powierz
hni¡ z dywizorem brzegowym D =

P

a

i

D

i

. Zaªó»my, »e para (X;D) jest

log kanoni
zna i dywizor K

X

+D jest pseudoefektywny. Wów
zas

3e

orb

(X;D) ­ (K

X

+D)

2

: (0.4)

Co wi�
ej, je±li za
hodzi równo±¢ to K

X

+D jest nef.

Uwaga. Je±li pewna krotno±¢ dywizora C jest efektywna, to o
zywi±
ie C jest pseudoefek-

tywny. Implika
ja w drug¡ stron� zazwy
zaj nie jest prawdziwa. Prawd¡ jest jednak, »e je±li

K

X

+D jest nef i para (X;D) jest log kanoni
zna, to pewna krotno±¢ K

X

+D jest efektywna

(zob. [Ko, Theorem 11.1.3℄).
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1. Lokalne orbifoldowe 
harakterystyki Eulera dla prosty
h oso-

bliwo±
i.

W tej 
z�±
i zobrazujemy twierdzenia doty
z¡
e osobliwo±
i ilorazowy
h na przykªadzie pro-

sty
h osobliwo±
i krzywy
h. Przypomnijmy (zob. np. [BPV℄), »e osobliwo±
i proste, 
zyli

typu A�D �E s¡ lokalnie zadane równaniami

A

n

: x

2

+ y

n+1

= 0 n ­ 1

D

n

: x

2

y + y

n�1

= 0 n ­ 4

E

6

: x

3

+ y

4

= 0

E

7

: x

3

+ xy

3

= 0

E

8

: x

3

+ y

5

= 0

(1.1)

Ch
emy skorzysta¢ z twierdzenia 0.3. W tym 
elu musimy przyjrze¢ si� rozwi¡zaniom ty
h

osobliwo±
i. Osobliwo±¢ typu A

1

to punkt transwersalnego prze
i�
ia si� dwó
h gªadki
h skªa-

dowy
h anality
zny
h. Do rozwi¡zania tej osobliwo±
i wystar
zy jedno rozdmu
hanie, które

jest log rozwi¡zaniem. Mo»emy te» obli
zy¢ jej lokaln¡ orbifoldow¡ 
harakterystyk� Eulera

korzystaj¡
 z twierdzenia 0.2. Za
howanie si� inny
h osobliwo±
i prosty
h przy pojedyn
zym

rozdmu
haniu przedstawia nast�puj¡
a tabelka

osobliwo±¢ A

2

A

n

; n ­ 3 D

4

D

5

D

n

; n ­ 6 E

6

E

7

E

8

po rozdmu
haniu A

3

D

n+1

3A

1

A

1

; A

3

A

1

; D

n�2

A

5

D

6

E

7

Na rysunka
h poni»ej przedstawiono rozwi¡zania osobliwo±
i typu D

4

:

9



oraz D

5

:

Pozostaªe rodzaje osobliwo±
i prosty
h po pewnej li
zbie rozdmu
ha« sprowadzaj¡ si� do

jednego z ty
h dwó
h typów. Zauwa»my ponadto, »e krzywe wyj¡tkowe otrzymane w trak
ie

tego pro
esu maj¡ samoprze
i�
ia �2. Dzi�ki powy»szym obserwa
jom mo»emy narysowa¢

diagramy log-rozwi¡za« osobliwo±
i prosty
h.

A

2k

; k ­ 1

A

2k+1

; k ­ 1

10



D

2k

; k ­ 2

D

2k+1

; k ­ 2

E

6

E

7

E

8

Rysunek 1: Æ ozna
za krzyw¡ wyj¡tkow¡, a � skªadow¡ ±
isªego prze
iwobrazu krzywej. Li
zby

1; 2; 3; 4 ozna
zaj¡ li
zb� prze
iwn¡ do samoprze
i�
ia krzywej, a li
zby w nawiasa
h ozna-


zaj¡ kolejno±¢ krzywy
h wyj¡tkowy
h otrzymywany
h w trak
ie rozwi¡zywania osobliwo±
i.

St¡d wida¢, »e wszystkie osobliwo±
i proste s¡ typu h1; hn

1

; q

1

; �

1

i; hn

2

; q

2

; �

2

i; hn

3

; q

3

; �

3

ii,

dla pewny
h n

i

; q

i

. Zaªó»my, »e krzywa C na C

2

w okoli
y zera zadana jest jednym z równa«

11



(1.1). Wów
zas krzywa ta ma w punk
ie 0 osobliwo±¢ typu odpowiednio A

n

; D

n

; E

6

; E

7

; E

8

.

W poni»szej tabeli znajduj¡ si� lokalne orbifoldowe 
harakterystyki Eulera osobliwo±
i pary

(C

2

; �C) w punk
ie 0, w zale»no±
i od wspóª
zynnika �.

Osobliwo±¢ Równanie �

0

Typ e

orb

(0; C

2

; �C)

A

1

x

2

+ y

2

1 h1; 1; �

1

; �

2

i (1 � �)

2

A

2k

; k ­ 1 x

2

+ y

2k+1

= 0 2k h1; h2k + 1; ki; h2; 1i; h1; 0; �ii

1� 2� 0 ¬ � ¬

2k�1

4k+2

(2k+3�(4k+2)�)

2

8(2k+1)

2k�1

4k+2

< � ¬

2k+3

4k+2

0 � >

2k+3

4k+2

A

2k+1

; k ­ 1 x

2

+ y

2k+2

= 0 2k + 1 h1; hk + 1; ki; h1; 0; �

1

i; h1; 0; �

2

ii

1� 2� 0 ¬ � ¬

k

2k+2

(k+2�2(k+1)�)

2

4(k+1)

k

2k+2

< � ¬

k+2

2k+2

0 � >

k+2

2k+2

D

2k

; k ­ 2 x

2

y + y

2k�1

= 0 2k h1; hk � 1; k � 2; �

1

i; h1; 0; �

2

i; h1; 0; �

3

ii

(1� 2�)(1 � �) 0 ¬ � ¬

k�2

2k�3

(k�(2k�1)�)

2

4(k�1)

k�2

2k�3

< � ¬

k

2k�1

0 � >

k

2k�1

D

2k+1

; k ­ 2 x

2

y + y

2k

= 0 2k h1; h2k � 1; k � 1; �

1

i; h1; 0; �

2

i; h2; 1ii

(1� 2�)(1 � �) 0 ¬ � ¬

2k�3

4k�4

(1�2k�)

2

8(2k�1)

2k�3

4k�4

< � ¬

2k+1

4k

0 � >

2k+1

4k

E

6

x

3

+ y

4

= 0 6 h1; h3; 2i; h4; 1i; h1; 0; �ii

1� 3� 0 ¬ � ¬

1

12

(7�12�)

2

48

1

12

< � ¬

7

12

0 � >

7

12

E

7

x

3

+ xy

3

= 0 7 h1; h2; 1; �

1

i; h1; 0; �

2

i; h3; 1ii

1� 3� 0 ¬ � ¬

1

9

(5�9�)

2

24

1

9

< � ¬

5

9

0 � >

5

9

E

8

x

3

+ y

5

8 h1; h5; 2i; h2; q

2

; �

2

i; hn

3

; q

3

; �

3

ii

1� 3� 0 ¬ � ¬

2

5

(8�15�)

2

60

2

15

< � ¬

8

15

0 � >

8

15

Tabela 1: Li
zby Milnora (�

0

), typy i lokalne orbifoldowe 
harakterystyki Eulera osobliwo±
i

prosty
h

W przypadku, gdy e

orb

(0; C

2

; �C) = 0 osobliwo±¢ w 0 nie jest log kanoni
zna. Przypo-

mnijmy, »e li
zb� Milnora w punk
ie p krzywej C na gªadkiej powierz
hni X de�niujemy

jako

�

p

(C) = dim

C

O

X; p

.

�

�f

�z

1

;

�f

�z

2

�

:

W powy»szym wzorze z

1

i z

2

s¡ lokalnymi wspóªrz�dnymi, a C w oto
zeniu p zadana jest

równaniem f(z

1

; z

2

) = 0.

12



Dla przykªadu poli
zymy e

orb

(0; C

2

; �C) = 0 dla osobliwo±
i typu D

2k

, dla k ­ 2. Nie
h

krzywa C b�dzie zadana w oto
zeniu zera równaniem x

2

y + y

2k�1

= 0. Ch
emy obli
zy¢

e

orb

(0; C

2

; �C). Z rysunku 1 widzimy, »e jedyny nietrywialny ªa«
u
h w rozwi¡zaniu oso-

bliwo±
i krzywej C w 0 zªo»ony jest z k � 2 krzywy
h, z który
h ka»da ma samoprze
i�-


ie �2. W ten sposób dostajemy ªa«
u
h typu hk � 1; k � 2i. Osobliwo±¢ jest wi�
 typu

h1; hk � 1; k � 2; �

1

i; h1; 0; �

2

i; h1; 0; �

3

ii. Przy ozna
zenia
h twierdzenia 0.3 mamy

�

1

= �

2

= �

3

= �;

� =

1� �

k � 1

;


 = 1� �+ 1� �+

1� �

k � 1

=

(2k � 1)(1 � �)

k � 1

;

Æ = 1�

k � 2

k � 1

=

1

k � 1

:

Pozostaje podstawi¢ to do (0.3) i przeksztaª
i¢, tak aby e

orb

(0; C

2

; �C) zale»aªa od �, a nie

od 
. Analogi
znie post�pujemy z pozostaªymi typami osobliwo±
i, ale obli
zenia mog¡ by¢

tro
h� bardziej skomplikowane.

Przyjrzyjmy si� teraz krzywym pªaskim z 
o najwy»ej prostymi osobliwo±
iami. Za
zniemy

od ogólniejszej uwagi. Nie
h C b�dzie krzyw¡ na gªadkiej powierz
hni X. Wów
zas

e

top

(C) = �(K

X

+ C)C +

X

p2SingC

�

p

(zoba
z np. [BK℄). Je±li para (X;�C) speªnia zaªo»enia twierdzenia 0.5 to nierówno±¢ (0.4)

mo»emy przepisa¢ nast�puj¡
o

X

p2SingC

3

�

�(�

p

� 1) + 1� e

orb

(p;X;�C)

�

¬ 3e

top

(X)�K

2

X

+ �K

X

C + (3�� �

2

)C

2

:

Je±li za X we¹miemy P

2

, to dostaniemy nast�puj¡
y

Wniosek 1.1 Nie
h C b�dzie krzyw¡ stopnia d na P

2

, z 
o najwy»ej prostymi osobliwo±
iami.

Wów
zas dla dowolnego

3

d

¬ � ¬

1

2

mamy

X

p2SingC

3

�

�(�

p

� 1) + 1� e

orb

(p;P

2

; �C)

�

¬

�

3�� �

2

�

d

2

� 3�d (1.2)

Dowód. Jest to przepisana poprzednia nierówno±¢ dla X = P

2

. Dolne ograni
zenie na �

zapewnia nam, »e pewna krotno±¢ K

X

+�C jest efektywna. Górne ograni
zenie gwarantuje,

»e wszystkie osobliwo±
i pary (P

2

; �C) s¡ log kanoni
zne, 
.n.d.

�

Wniosek 1.1 jest uogólnieniem [K2, Corollary 2℄, który to wniosek mo»na otrzyma¢ z wniosku

1.1 bior¡
 � =

1

2

i zauwa»aj¡
, »e e

orb

(p;P

2

;

1

2

C) =

1

j�

p

j

. Na konie
 tego rozdziaªu, jako

przykªad zastosowania wniosku 1.1, osza
ujemy maksymaln¡ li
zb� osobliwo±
i typu D

4

na

krzywej z 
o najwy»ej prostymi osobliwo±
iami. Z tabli
y 1 wynika, »e je±li krzywa C na P

2

ma w punk
ie p osobliwo±¢ typu D

4

, to

�

p

= 4; e

orb

(p;P

2

; �C) =

(2�3�)

2

4

;

dla 0 ¬ � ¬

2

3

.
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Nie
h teraz krzywa C stopnia d ­ 6 na P

2

ma 
o najwy»ej proste osobliwo±
i i nie
h

t ozna
za li
zb� osobliwo±
i typu D

4

na C. Wszystkie skªadniki sumy po prawej stronie

nierówno±
i 1.2 s¡ nieujemne, wi�
 mamy nast�puj¡
e sza
owanie:

3

 

3� + 1�

(2� 3�)

2

4

!

t ¬

X

p2SingC

3

�

�(�

p

� 1) + 1� e

orb

(p;P

2

; �C)

�

¬

�

3�� �

2

�

d

2

� 3�d:

Przeksztaª
aj¡
 t� nierówno±¢ dostajemy, »e

t ¬

12d(d � 1)� 4�d

2

72� 27�

; (1.3)

dla ka»dego � takiego, »e

3

d

¬ � ¬

1

2

. �atwo sprawdzi¢, »e wyra»enie po prawej stronie

nierówno±
i (1.3) dla d = 6; 7 maleje wraz ze wzrostem wspóª
zynnika �, dla d > 9 ro±nie

kiedy ro±nie wspóª
zynnik �, a dla d = 9 nie zale»y od � i równa si� 12. Poªó»my wi�


� =

(

1

2

dla d = 6; 7; 8; 9;

3

d

dla d > 9:

Wów
zas otrzymujemy nast�puj¡
y wniosek:

Wniosek 1.2 Zaªó»my, »e krzywa C stopnia d ­ 6 na P

2

ma 
o najwy»ej proste osobliwo±
i.

Nie
h t ozna
za li
zb� osobliwo±
i tej krzywej typu D

4

. Wów
zas dla d = 6; 7; 8; 9

t ¬

20

117

d

2

�

8

39

d;

a dla d ­ 10

t ¬

4d

2

(d� 2)

24d� 27

:

Ozna
zmy przez t(d) maksymaln¡ mo»liw¡ li
zb� osobliwo±
i typu D

4

na krzywej stopnia

d z 
o najwy»ej prostymi osobliwo±
iami. Z wniosku 1.2 wynika, »e

lim sup

d!1

t(d)

d

2

¬

1

6

Jest to wynik lepszy od otrzymanego przez zastosowanie [K2, Corollary 2℄.

14



2. Ukªady linii na P

2

Punktem wyj±
ia do rozwa»a« zawarty
h w tym rozdziale jest pra
a F. Hirzebru
ha [Hi1℄.

Rozpatrzmy zespolon¡ powierz
hni� rzutow¡ P

2

ze wspóªrz�dnymi jednorodnymi [z

0

: z

1

: z

2

℄.

Ukªadem k linii nazywamy krzyw¡ rozkªadaln¡

L = L

1

+ L

2

+ : : :+ L

k

;

gdzie L

1

; L

2

; : : : ; L

k

s¡ liniami na P

2

. Mog¡ by¢ one zadane odpowiednio równaniami l

1

=

0; l

2

= 0; : : : ; l

k

= 0, gdzie l

i

s¡ formami liniowymi od z

0

; z

1

; z

2

. Wów
zas L jest dana równa-

niem l

1

l

2

: : : l

k

= 0. Je±li wspóª
zynniki wszystki
h form l

i

s¡ rze
zywiste, to dostajemy ukªad

rze
zywisty. Z drugiej strony ka»dy ukªad rze
zywisty mo»emy traktowa¢ jak zespolony.

Ozna
zmy, za Hirzebru
hem, przez t

r

(r ­ 2) li
zb� punktów r-krotny
h, tzn. li
zb�

punktów le»¡
y
h na dokªadnie r linia
h ukªadu. Wów
zas mamy równo±¢

k(k � 1)

2

=

X

r­2

t

r

r(r � 1)

2

: (2.1)

Dla punktu p 2 P

2

przez r

p

ozna
zmy jego krotno±¢, 
zyli li
zb� linii ukªadu zawieraj¡
y
h

ten punkt.

Dla dowolnego ukªadu i li
zby n ­ 2, Hirzebru
h rozwa»a nakry
ie X ! P

2

rozgaª�zione

wzdªu» L. Powierz
hnia X zazwy
zaj nie jest gªadka, ale mo»na rozwi¡za¢ jej osobliwo±
i,

otrzymuj¡
 gªadk¡ powierz
hni� Y . Hirzebru
h pokazuje, »e przy odpowiedni
h zaªo»enia
h

doty
z¡
y
h ukªadu L i li
zby n, powierz
hnia Y jest powierz
hni¡ ogólnego typu. W ty
h

przypadka
h stosuje on "klasy
zn¡" nierówno±¢ Bogomolova-Miyaoki-Yau, dostaj¡
 nast�pu-

j¡
e twierdzenie:

Twierdzenie 2.1 ([Hi1, Theorem 3.1℄) Dla ka»dego ukªadu k linii na P

2

takiego, »e

t

k

= t

k�1

= t

k�2

= 0, mamy

t

2

+ t

3

­ k + t

5

+ 2t

6

+ 3t

7

+ : : :

W innej pra
y [Hi2℄ poprawiª ten wynik. Mianowi
ie pokazaª, »e taki ukªad speªnia nierów-

no±¢

t

2

+

3

4

t

3

­ k +

X

r­5

(2r � 9)t

r

(2.2)

Celem tego rozdziaªu jest udowodnienie 
i¡gu podobny
h nierówno±
i przy ró»ny
h zaªo-

»enia
h. Dokªadniej poka»emy, »e zmniejszaj¡
 li
zb� r dla której t

r

= t

r+1

= : : : = t

k

= 0,

mo»emy otrzyma¢ nawet lepsze nierówno±
i, w sz
zególno±
i poprawimy nierówno±¢ (2.2).

Jako pierwsz¡ udowodnimy nierówno±¢ przy "skrajnie mo
ny
h" zaªo»enia
h. Nast�puj¡
y

fakt zostaª podany w [La℄ w tro
h� innej formie.

Lemat 2.2 Nie
h L = L

1

+ : : :+L

k

b�dzie ukªadem k linii na P

2

. Je±li t

r

= 0 dla r >

2

3

k to

t

2

+

3

4

t

3

­ k +

X

r­5

 

r

2

4

� r

!

t

r

(2.3)

Dowód. Stosujemy twierdzenie 0.5 do pary (P

2

; aL). Z zaªo»e« wynika, »e istnieje takie a, »e

para jest log kanoni
zna i pewna krotno±¢ K

P

2
+aL jest efektywna. Wystar
zy wzi¡¢ dowolne

a takie, »e

3

k

¬ a ¬

2

r

max

, gdzie r

max

ozna
za maksymaln¡ li
zb� lini prze
inaj¡
y
h si� w jed-

nym punk
ie. �eby uzyska¢ nierówno±¢ w podanej wy»ej posta
i korzystamy z równo±
i (2.1).

�
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W dalszej 
z�±
i tego rozdziaªu poka»emy, »e prawdziwe s¡ podobne nierówno±
i przy sªab-

szy
h zaªo»enia
h doty
z¡
y
h ukªadu. Mianowi
ie udowodnimy nast�puj¡
e twierdzenie:

Twierdzenie 2.3 Nie
h L = L

1

+ : : : + L

k

b�dzie ukªadem k linii na P

2

i nie
h 3 ¬ n < k

b�dzie li
zb¡ naturaln¡. Zaªó»my, »e t

r

= 0 dla r > k � n+ 1. Wów
zas

t

2

+

3

4

t

3

­ k+

s�1

X

r=4

�

r

2

4

� r

�

t

r

+

k�n

X

r=s

�

(n� 1)r�n

2

�

t

r

+

X

r>k�n

�

(n� 2)r� (n� 1)

2

�

t

r

; (2.3 n)

gdzie s = minf2n; k � ng.

Za
zniemy od ogólny
h rozwa»a« doty
z¡
y
h rozdmu
ha« ukªadów linii. Nie
h dla usta-

lonej li
zby naturalnej m ­ 3 � :

b

P

2

m

! P

2

b�dzie rozdmu
haniem P

2

we wszystki
h

punkta
h krotno±
i ­ m. Zauwa»my, »e � faktoryzuje si� przez

b

P

2

m

= X

n

! X

n�1

! : : :!

X

1

! X

0

= P

2

, gdzie X

j

jest rozdmu
haniem X

j�1

w jednym punk
ie. Nie
h E

p

ozna
za

krzyw¡ wyj¡tkow¡ otrzyman¡ z rozdmu
hania punktu p. Wów
zas z odpowiedni
h faktów

doty
z¡
y
h za
howania si� dywizora kanoni
znego, dywizorów efektywny
h i teorii prze
i�¢

przy pojedyn
zym rozdmu
haniu gªadkiej powierz
hni (zob. np. [Ha, V.3℄) dostajemy

K

b

P

2

m

= �

�

K

P

2
+

X

p2L

r

p

­m

E

p

: (z [Ha, V.3.3℄)

Je±li przez

e

L

i

;

e

L ozna
zymy ±
isªe prze
iwobrazy odpowiedni
h krzywy
h to

e

L

i

= �

�

L

i

�

X

p2L

i

r

p

­m

E

p

;

e

L =

k

X

i=1

e

L

i

=

k

X

i=1

�

�

L

i

�

X

p2L

r

p

­m

r

p

E

p

:

(z [Ha, V.3.6℄)

Natomiast [Ha, V.3.2℄ daje nam

E

p

:E

q

= �Æ

q

p

;

�

�

K

P

2:E

p

= �

�

L

i

:E

p

= 0;

�

�

K

P

2
:�

�

L

i

= K

P

2
:L

i

= �3;

�

�

L

i

:�

�

L

j

= L

i

:L

j

= 1;

(�

�

K

P

2 + a�

�

L)

2

= (K

P

2 + aL)

2

:

Dowód twierdzenia 2.3. Za
znijmy od zauwa»enia, »e nierówno±¢ (2.3) jest mo
niejsza od (2.3

n). Dokªadniej, wspóª
zynniki przy odpowiedni
h t

r

s¡ w (2.3) wi�ksze od ty
h w (2.3 n), a

wszystkie s¡ nieujemne.

Nie
h m b�dzie tak¡ li
zb¡ naturaln¡, »e istnieje punkt p krotno±
i r

p

= k �m+ 1, oraz

t

r

= 0 dla r > k �m + 1. O
zywi±
ie m ­ n. B�dziemy stosowa¢ nierówno±¢ Bogomolova-

Miyaoki-Yau (0.4) dla pary (

b

P

2

m

;D = a

e

L+

P

b

r

p

E

p

). Najpierw sprawdzimy, »e speªnione s¡

zaªo»enia, 
zyli, »e pewna krotno±¢ dywizora K

b

P

2

m

+D jest efektywna. Wiemy, »e

K

b

P

2

m

+D = �

�

K

P

2
+

X

p2L

r

p

­m

E

p

+ a

X

e

L

i

+

X

p2L

r

p

­m

b

r

p

E

p

= �

�

K

P

2 +

X

a

e

L

i

+

X

p2L

r

p

­m

(1 + b

r

)E

p

:

(2.4)
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Przedstawimy �

�

K

P

2
przy pomo
y

e

L

i

i E

p

. Wiemy, »e K

P

2
= �3H, gdzie H ozna
za klas�

hiperpªaskiego 
i�
ia. H jest generatorem WeilP

2

i L

i

= H. "=" ozna
za równo±¢ w WeilP

2

.

Nie
h p b�dzie punktem maksymalnej krotno±
i (tj. r

p

= k �m + 1). Mo»emy zaªo»y¢, »e

r

p

> 2m � 2. Istotnie, je±li r

p

¬ 2m � 2, to ukªad speªnia zaªo»enie lematu 2.2 i prawdziwa

jest nierówno±¢ (2.3), a 
o za tym idzie, nierówno±¢ (2.3 n). Linii nie prze
hodz¡
y
h przez p

jest dokªadnie m� 1. Bez straty ogólno±
i mo»emy zaªo»y¢, »e s¡ to linie L

1

; L

2

; : : : ; L

m�1

.

Spo±ród linii prze
hodz¡
y
h przez p wybierzmym+2, powiedzmy L

m

; : : : ; L

2m+1

. Zauwa»my,

»e mo»emy to zrobi¢, poniewa» r

p

­ 2m� 1 ­ m+ 2. Zapiszmy teraz 3H jako

P

k

i=1

d

i

L

i

,

gdzie

d

i

=

8

>

>

<

>

>

:

d dla 1 ¬ i ¬ m� 1;

d

p

dla m ¬ i ¬ 2m+ 1;

0 dla i > 2m+ 1:

Teraz dostajemy, »e

�

�

K

P

2
= �

�

(�3H) = �

�

 

�

k

X

i=1

d

i

L

i

!

= �

k

X

i=1

d

i

�

�

L

i

= �

k

X

i=1

d

i

e

L

i

�

X

q2L

r

q

­m

�

q

E

q

;

gdzie �

q

=

P

L

i

3q

d

i

. Podstawiaj¡
 to do (2.4) otrzymujemy nast�puj¡
¡ równo±¢:

K

b

P

2

m

+D =

k

X

i=1

(a� d

i

)

e

L

i

+

X

q2L

r

q

­m

(1 + b

r

q

� �

q

)E

q

:

Je±li dobierzemy a; b

r

, oraz d

i

tak aby wspóª
zynniki przy

e

L

i

i E

q

byªy nieujemne, to pewna

krotno±¢ K

b

P

2

m

+ D b�dzie efektywna. Wystar
zy, »e dobierzemy je tak »eby speªnione byªy

nast�puj¡
e nierówno±
i:

� d ¬ a oraz d

p

¬ a,

� 1 + b

k�m+1

­ �

p

= (m+ 2)d

p

,

� 1 + b

m

­ (m� 1)d+ d

p

.

Pozostaje sprawdzi¢, »e para (

b

P

2

m

;D) jest log kanoni
zna. W tym 
elu przyjrzyjmy si� zbiorowi

Sing(X;D) osobliwo±
i pary (X;D). Poniewa» rozdmu
hanie gªadkiej powierz
hni w punk
ie

jest dalej powierz
hni¡ gªadk¡, wi�
 Sing(X;D) =Sing(D). Wszystkie osobliwo±
i dywizora

D s¡ punktami prze
i�
ia pewnej li
zby linii, 
zyli s¡ zwy
zajne. Twierdzenie 0.2 pozwoli

nam obli
zy¢ (osza
owa¢) lokalne orbifoldowe 
harakterystyki Eulera dla ty
h punktów, oraz

zapewni log kanoni
zno±¢ odpowiedniej pary. Mamy dwa rodzaje punktów podwójny
h

� prze
iwobrazy przy � punktów podwójny
h krzywej L. taki
h punktów jest t

2

, a dla

ka»dego z ni
h

e

orb

(�;

b

P

2

m

;D) = e

orb

(0; C

2

; aL

0

1

+ aL

0

2

) = (1� a)

2

;
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� dla ka»dego punktu p takiego, »e r

p

­ m mamy p punktów prze
i�
ia krzywej wyj¡tko-

wej E

p

z

e

L

i

1

; : : : ;

e

L

i

p

. Dla ustalonego r mamy rt

r

punktów z

e

orb

(�;

b

P

2

m

;D) = e

orb

(0; C

2

; aL

0

1

+ b

r

L

0

2

) = (1� a)(1� b

r

);

L

0

1

i L

0

2

ozna
zaªy tutaj dwie ró»ne proste w C

2

prze
hodz¡
e przez 0. Z twierdzenia 0.2

wynika równie», »e osobliwo±
i te s¡ log kanoni
zne. Opró
z tego dla ka»dego 3 ¬ r < m

mamy t

r

punktów r-krotny
h, s¡ one prze
iwobrazami punktów r-krotny
h krzywej L. Dla

ustalonego r przy ozna
zenia
h twierdzenia 0.2 mamy a

1

= : : : = a

r

= a, � = ra oraz

e

orb

(�;

b

P

2

m

;D) = e

orb

(0; C

2

;

r

X

i=1

aL

0

i

):

Je±li zaªo»ymy, »e a ¬

2

r

to mamy przypadek log kanoni
zny i

e

orb

(�;

b

P

2

m

;D) ¬

�

1�

ra

2

�

2

:

Poli
zmy obie strony nierówno±
i (0.4). Do poli
zenia e

orb

(

b

P

2

m

;D) potrzebujemy jesz
ze e

top

(

b

P

2

m

),

e

top

(

e

L

i

�SingD) i e

top

(E

p

�SingD). Ogólnie, je±li X = A[B to e

top

(X) = e

top

(A)+e

top

(B)�

e

top

(A \ B). Z tego faktu wynika, »e dla A � X mamy e

top

(X � A) = e

top

(X) � e

top

(A), a

je±li

e

X jest rozdmu
haniem X w jednym punk
ie to e

top

(

e

X) = e

top

(X) � 1 + e

top

(E), gdzie

E jest dywizorem wyj¡tkowym. W naszym przypadku E

p

s¡ izomor�
zne z P

1

, tak wi�


e

top

(E

p

) = 2. Je±li przez T ozna
zymy li
zb� punktów rozdmu
hany
h, to T =

P

r­m

t

r

i

e

top

(

b

P

2

m

) = e

top

(P

2

) + (e

top

(P

1

)� 1)T

= 3 +R

= 3 +

X

r­m

t

r

;

e

top

(E

p

� SingD) = e

top

(E

p

)� e

top

(SingD \E

p

)

= 2�#(SingD \E

p

)

= 2� r

p

:

Poniewa» � jest izomor�zmem (

b

P

2

m

�

S

E

p

) na (P

2

� fp : r

p

­ mg), wi�


e

L

i

� SingD

�

=

L

i

� SingL. St¡d i z faktu, »e L

i

�

=

P

1

dostajemy

e

top

(

e

L

i

� SingD) = e

top

(L

i

� SingL)

= e

top

(L

i

)� e

top

(SingL \ L

i

)

= 2�#(SingL \ L

i

)

= 2�#fp : p 2 L

i

; r

p

­ 2g:
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Natomiast

(K

b

P

2

m

+D)

2

= (�

�

K

P

2
+

X

p2L

r

p

­m

E

p

+ a

k

X

i=1

�

�

L

i

� a

X

p2L

r

p

­m

r

p

E

p

+

X

p2L

r

p

­m

b

r

p

E

p

)

2

= (�

�

K

P

2
+ a

k

X

i=1

�

�

L

i

+

X

p2L

r

p

­m

(1� ar

p

+ b

r

p

)E

p

)

2

= (�

�

K

P

2
+ a�

�

L)

2

+ (

X

p2L

r

p

­m

(1� ar

p

+ b

r

p

)E

p

)

2

= (ak � 3)

2

�

X

p2L

r

p

­m

(1� ar

p

+ b

r

p

)

2

= (ak � 3)

2

�

X

r­m

t

r

(1 + b

r

� ar)

2

:

Je±li, korzystaj¡
 z w
ze±niejszy
h wyli
ze«, wypiszemy nierówno±¢ (0.4), to dostaniemy

(K

b

P

2

m

+D)

2

¬ 3

�

e

top

(

b

P

2

m

)�

k

X

i=1

ae

top

(

e

L

i

� SingD)�

X

p2L

i

r

p

­m

b

r

p

e

top

(E

p

� SingD)

+

X

q2SingD

(e

orb

(q;

b

P

2

m

;D)� 1)

�

(ak � 3)

2

�

X

r­m

t

r

(1 + b

r

� ar)

2

¬ 9 + 3

X

r­m

t

r

� 3

k

X

i=1

a(2�#fp : p 2 L

i

; r

p

­ 2g)

�3

X

r­m

b

r

t

r

(2� r) + 3

X

r­m

rt

r

�

(1� a)(1� b

r

)� 1

�

+3t

2

�

(1� a)

2

� 1

�

+ 3

m�1

X

r=3

t

r

�

(1�

ar

2

)

2

� 1

�

a

2

k

2

� 6ak + 9 ¬9� 6ak + 3a

X

r­2

rt

r

+ 3

m�1

X

r=2

t

r

�

(1�

ar

2

)

2

� 1

�

+

X

r­m

t

r

�

3 + (1 + b

r

� ar)

2

+ 3r(1� a)(1 � b

r

)� 3r � 3b

r

(2� r)

�

Teraz skorzystamy z równo±
i (2.1)

a

2

k + a

2

X

r­2

t

r

(r � 1)r ¬ 3

m�1

X

r=2

a

2

t

r

r

2

4

+

X

r­m

t

r

(4� 4b

r

+ b

2

r

+ rab

r

+ a

2

r

2

� 2ar)

a

2

k ¬

m�1

X

r=2

a

2

t

r

 

r �

r

2

4

!

+

X

r­m

t

r

�

(2� b

r

)

2

+ rab

r

+ a

2

r � 2ar

�

:

Podstawiaj¡
 do tej ostatniej nierówno±
i a =

1

�

dostajemy

k ¬

m�1

X

r=2

t

r

 

r �

r

2

4

!

+

X

r­m

t

r

�

�

2

(2� b

r

)

2

� r�(2� b

r

) + r

�

: (2.5)
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Poªó»my

a =

1

�

=

2

n

;

b

r

=

8

>

<

>

:

2�

r

n

dla m ¬ r < minf2n; k � ng;

0 dla minf2n; k � ng ¬ r ¬ k � n;

2

n

dla r ­ k � n+ 1:

Wów
zas, aby zapewni¢ efektywno±¢ pewnej krotno±
i K

b

P

2

m

+ D, wystar
zy wzi¡¢ d =

2

m

i

d

p

=

1

m

i nasz ukªad speªnia nierówno±¢

t

2

+

3

4

t

3

­ k +

s�1

X

r=4

 

r

2

4

� r

!

t

r

+

k�n

X

r=s

�

(n� 1)r � n

2

�

t

r

+

X

r>k�n

�

(n� 2)r � (n� 1)

2

�

t

r

;

�

Uwaga. Mo»e si� zdarzy¢, »e m ­ 2n, jednak nie zmienia to naszej nierówno±
i. Wów
zas

bierzemy

b

r

=

(

0 dla m ¬ r ¬ k � n

2

n

dla r ­ k � n+ 1

Twierdzenie 2.3 dla n = 3 daje nam, przy zaªo»enia
h twierdzenia 2.1, nierówno±¢ lepsz¡ od

(2.2), mianowi
ie

t

2

+

3

4

t

3

­ k +

s�1

X

r=5

 

r

2

4

� r

!

t

r

+

k�4

X

r=s

(3r � 16)t

r

+

X

r>k�4

(2r � 9)t

r

;

gdzie s = minf8; k � 4g.

W [Hi2℄ F. Hirzebru
h podaª przykªad ukªadu 8 linii takiego, »e t

2

= 10; t

3

= 1; t

6

= 1,

a 
o za tym idzie nie speªnia nierówno±
i (2.2). Ukªad ten, 
o ªatwo sprawdzi¢, nie speªnia te»

powy»szej nierówno±
i. Speªnia natomiast zaªo»enia, a wi�
 i tez� twierdzenia 2.3 dla n = 3.

Dla dowolnego n mo»na skonstruowa¢ ukªad speªniaj¡
y nierówno±¢ (2.3 n), ale nie speª-

niaj¡
y nierówno±
i (2.3 n+1).

Przykªad. Dla ustalonego n ­ 6 rozpatrzmy nast�puj¡
y rze
zywisty ukªad.
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W jednym z p�ków mamy k�n+1 linii, w drugim n�1, oraz mamy lini� w niesko«
zono±
i.

t

2

= k � 1 + (k � n)(n� 2) = kn+ 2n� k � n

2

� 1

t

n�1

= 1

t

k�n+1

= 1

O
zywi±
ie ukªad ten speªnia nierówno±¢ (2.3 n), ale nie musi speªnia¢ (2.3 n+1). Istotnie,

podstawmy takie t

r

do nierówno±
i (2.3 n+1), je±li we¹miemy k > 3n, to mamy

kn+ 2n� k � n

2

� 1 ­ k +

(n� 1)

2

4

� n+ 1 + (n� 1)(k � n+ 1)� n

2

kn+ 2n� k � n

2

� 1 ­ nk +

1

2

n�

7

4

n

2

�

3

4

7

4

n

2

+

3

2

n�

1

4

� k ­ 0:

Je±li we¹miemy k wystar
zaj¡
o du»e w stosunku do n, to powy»sza nierówno±¢ nie b�dzie

prawdziwa.

Na konie
 tej 
z�±
i podamy przykªad pokazuj¡
y, »e rozwa»ane nierówno±
i nie s¡ prawdziwe

dla ukªadów linii zde�niowany
h nad algebrai
znie domkni�tym 
iaªem dodatniej 
harakte-

rystyki.

Przykªad. Nie
h F

p

ozna
za algebrai
zne domkni�
ie 
iaªa F

p

. Rozpatrzmy zbiór wszystki
h

linii w P

2

(F

p

), które maj¡ wspóª
zynniki z 
iaªa F

p

. Zbiór ten tworzy ukªad (p

2

+ p+ 1) linii

taki, »e

t

r

=

(

p

2

+ p+ 1 dla r = p+ 1

0 dla r 6= p+ 1

(zoba
z [Mi3, Example 3.2.2℄). Ukªad ten speªnia najmo
niejsze zaªo»enia, mianowi
ie zaªo-

»enia lematu 2.2, ale nie speªnia »adnej z udowodniony
h nierówno±
i.
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3. Ukªady sto»kowy
h na P

2

Ukªadem k sto»kowy
h na P

2

b�dziemy nazywali krzyw¡ rozkªadaln¡ C = C

1

+ C

2

+ : : :+ C

k

,

gdzie C

i

s¡ ró»nymi gªadkimi sto»kowymi, a C ma tylko osobliwo±
i typu A

1

i A

3

. Przez t

ozna
zmy li
zbe osobliwo±
i typu A

3

, a przez n typu A

1

. W literaturze (np. [Hi2℄) mo»na

znale¹¢ osza
owanie na li
zb� t

t ¬

4

9

k

2

+

4

3

k:

W innej pra
y [MS℄ G. Megyesi poprawiª to sza
owanie dla k = 8; 9; 12 i k ­ 15. W tym 
elu

wykorzystaª on wersj� nierówno±
i Bogomolova-Miyaoki-Yau dla normalny
h powierz
hni z

brzegiem uªamkowym udowodnion¡ w [Me℄. W [MS℄ udowodniª on te» nast�puj¡
e

Twierdzenie 3.1 Nie
h R i S b�d¡ dwoma rozª¡
znymi zbiorami, odpowiednio r i s, sto»ko-

wy
h na P

2

. Zaªó»my, »e suma sto»kowy
h z obu zbiorów ma jedynie osobliwo±
i typów A

3

i

A

1

. Zaªó»my, »e ka»da sto»kowa z R jest sty
zna do ka»dej sto»kowej z S w dwó
h punkta
h,


zyli i
h suma ma dwie osobliwo±
i typu A

3

. Je±li suma sto»kowy
h ze zbioru S ma tylko

osobliwo±
i typu A

1

to r ¬ 7 lub s ¬ 9.

Jako wniosek G. Megyesi pokazaª, »e w »adnym ukªadzie sto»kowy
h nie ma dwó
h ró»ny
h

rodzin, ka»da po dziesi�¢ sto»kowy
h, taki
h, »e ka»da sto»kowa z jednej rodziny jest sty
zna

w dwó
h punkta
h do ka»dej sto»kowej z drugiej rodziny. Wykorzystuj¡
 wersj� A. Langera

nierówno±
i Bogomolova-Miyaoki-Yau poprawimy ten wynik. W tym 
elu podamy pewne

sza
owanie na li
zb� osobliwo±
i typu A

3

w ukªadzie k sto»kowy
h.

Stwierdzenie 3.2 Nie
h C = C

1

+ : : : + C

k

b�dzie ukªadem sto»kowy
h. Wów
zas dla do-

wolnej li
zby � 2

�

3

2k

;

3

4

�

mamy nast�puj¡
¡ nierówno±¢ na li
zb� t osobliwo±
i typu A

3

:

t ¬

2�

2

1 + 2�

2

� 2�� e

orb

(�; k)

k

2

+

6(� � �

2

)

1 + 2�

2

� 2�� e

orb

(�; k)

k; (3.1)

gdzie

e

orb

(�; k) =

8

<

:

1� 2�; je±li 0 ¬ � ¬

1

4

;

(3�4�)

2

4(k+1)

; je±li

1

4

¬ � ¬

3

4

:

Dowód. Stosujemy nierówno±¢ (1.2). Krzywa C ma stopie« 2k, st¡d dolne ograni
zenie na

�. Mo»emy bra¢ � ¬

3

4

poniewa» C ma tylko osobliwo±
i typu A

3

i A

1

, a taki wspóª
zynnik

zapewnia i
h log kanoni
zno±¢ (patrz tabela 1). e

orb

to o
zywi±
ie lokalna orbifoldowa 
ha-

rakterystyka Eulera dla osobliwo±
i typu A

3

. Je±li ukªad ma t osobliwo±
i typu A

3

, to ma on

n = 2k(k � 1) � 2t osobliwo±
i typu A

1

. Podstawiaj¡
 do (1.2) i przeksztaª
aj¡
 dostajemy

»¡dane sza
owanie.

�

Je±li teraz we¹miemy k = 15 i � =

41

120

, dostaniemy, »e t ¬ 111. W sz
zególno±
i prawdziwy

jest

Wniosek 3.3 �aden ukªad sto»kowy
h na P

2

nie zawiera dwó
h rozª¡
zny
h rodzin R i S,

taki
h, »e R ma 7 a S ma 8 elementów, a ka»da sto»kowa z R jest sty
zna do ka»dej sto»kowej

z S w dwó
h punkta
h.

Uwaga. Istniej¡ takie dwie rodziny R i S, ka»da po 7 elementów, »e ka»da sto»kowa z R

jest sty
zna do ka»dej sto»kowej z S. Przykªad znajduje si� w [Hi2℄.
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