Uniwersytet Warszawski
Wydzial Matematyki, Informatyki i Mechaniki

Radostaw Bojanowski
Nr albumu: 181112

Zastosowania uogdlnionej
niero6wnosci
Bogomolova-Miyaoki-Yau

Praca magisterska
na kierunku MATEMATYKA

Praca wykonana pod kierunkiem

dr Adriana Langera

Instytut Matematyki

wydziatu Matematyki, Informatyki i Mechaniki
Uniwersytetu Warszawskiego

Lipiec 2003



Prace przedktadam do oceny

Data Podpis autora pracy:

Praca jest gotowa do oceny przez recenzenta

Data Podpis kierujacego praca:



Streszczenie

Klasyczna nieréwnoéé Bogomolova-Miyaoki-Yau ¢? < 3cp jest prawdziwa dla powierzchni
ogdlnego typu. Od czasu udowodnienia jej uogdlniono ja na szereg szczegolnych przypadkdéw.
Ostatnio A. Langer udowodnit wersje dla powierzchni normalnej z dywizorem brzegowym. W
niniejszej pracy wykorzystano ja aby poprawié¢ znane wyniki, korzystajace z wczesniejszych
wersji tej nieréwnosci.

Sltowa kluczowe

Orbifoldowa charakterystyka Eulera, Nieréwnos¢é Bogomolova-Miyaoki- Yau, Osobliwo$ci krzy-
wych, Uktady linii

Klasyfikacja tematyczna

14H50
14J17
14N20






Spis tresci

0. Podstawowe pojecia

1. Lokalne orbifoldowe charakterystyki Eulera dla prostych osobliwosci.
2. Uklady linii na P?

3. Uklady stozkowych na P?

15

22






Wstep

Dla dowolnej gladkiej powierzchni X ogdlnego typu prawdziwa jest nieréwno$¢ Bogomolova-
Miyaoki-Yau
C% < 3027

gdzie c; i ¢z s3 klasami Cherna wigzki stycznej. Wiadomo, ze ¢? jest samoprzecieciem dywi-
zora kanonicznego, a cs to topologiczna charakterystyka Fulera. Stabsza wersja tej nierdw-
noéci: ¢? < 4cy zostala udowodniona przez F. A. Bogomolova w [Bo]. Pézniej mocniejsza
wersje tej nieréwnosci udowodnili niezaleznie od siebie i uzywajac zupelnie réznych metod
Y. Miyaoka [Mil] i S. T. Yau [Ya]. Yau pokazal ponadto, ze réwnos¢ zachodzi wtedy i
tylko wtedy, gdy nakryciem uniwersalnym X jest kula jednostkowa. Nieréwno$c¢ te uogdlnia-
no na rézne klasy powierzchni. F. Sakai [Sal] udowodnil odpowiednik tej nieréwnosci dla
gladkiej powierzchni z dywizorem Weila, ktéry ma co najwyzej normalne przeciecia. Pdzniej
Y. Miyaoka [Mi2] uogélnit te nieréwnosé do powierzchni z osobliwosciami ilorazowymi z dy-
wizorem Weila. Pézniej ta nieréwno$é byta uogélniona przez R. Kobayashiego (zob. [K1])
do powierzchni orbifoldowych z tzw. dywizorem ulamkowym (tj. ze wspétczynnikami postaci
1—- %) i logarytmicznym wymiarem Kodairy 2, oraz przez G. Megyesiego [Me] do powierzchni
z nieujemnym logarytmicznym wymiarem Kodairy. Wiecej informacji na temat historii nie-
rownosci Bogomolova-Miyaoki-Yau i odno$niki do innych prac na ten temat mozna znalezé w
[Mi3] i [La]. Niedawno A. Langer [La] udowodnil wersje nieréwnosci Bogomolova-Miyaoki-
Yau dla powierzchni normalnych z dowolnym dywizorem brzegowym. Niniejsza praca jest
préba poprawienia wynikéw otrzymanych w przeszlosci przy pomocy wcze$niejszych wersji
nieréwnosci Bogomolova-Miyaoki-Yau.

W rozdziale 0 wprowadzamy podstawowe pojecia, miedzy innymi orbifoldowej charaktery-
styki Eulera dla normalnej powierzchni z Q-dywizorem, ktdra jest konieczna do sformulowania
uogdlnionej nieréwnoséci Bogomolova-Miyaoki-Yau. Przytaczamy w nim tez kilka twierdzen
przydatnych w dalszej czesci tej pracy. Na koniec tego rozdzialu formulujemy uogdlniong
nieréwnos¢ Bogomolova-Miyaoki-Yau.

Rozdzial 1 poswiecony jest obliczeniu lokalnej orbifoldowej charakterystyki Eulera dla
prostych osobliwosci. Jako wniosek udowadniamy nieréwno$¢ Bogomolova-Miyaoki-Yau dla
krzywej plaskiej z co najwyzej prostymi osobliwo$ciami.

W rozdziale 2 zajmujemy sie ukladami prostych na P?. Poprawiamy w nim wynik F.
Hirzebrucha dotyczacy krotnosci i liczby punktéw przeciecia uktadu prostych na plaszczyznie.

Rozdzial 3 poéwiecony jest uktadom stozkowych na P2, Udowadniamy w nim oszacowanie
liczby punktéw stycznosci stozkowych z uktadu, a jako wniosek dowodzimy, ze pewne uklady
nie istnieja.



0. Podstawowe pojecia

W tej czesci zdefiniujemy orbifoldows charakterystyke Eulera dla powierzchni z Q-dywizorem
i uzyjemy jej do sformutowania uogélnionej nieréwnosci Bogomolova-Miyaoki-Yau. Wczesniej
jednak wprowadzimy notacje, ktérej bedziemy uzywaé w dalszej czesci tej pracy. Wszystkie
rozmaitosci, ktére bedziemy rozwazaé, beda okreslone nad cialem liczb zespolonych. Niech
X bedzie powierzchnig normalng, rzutowa. Grupa dywizoréw Weila modulo relacja linio-
wej réwnowaznosci bedzie oznaczana przez Weil X. Q-dywizorem nazywamy elementy grupy
Weil X @ Q. Q-dywizor D = > d;D;, gdzie D; sa réznymi dywizorami pierwszymi, nazywamy
brzegiem, jesli dla wszystkich ¢ mamy 0 < d; < 1. Jedli ponadto wszystkie d; sa postaci 1 — %,
to D nazywamy brzegiem utamkowym. Jesli f: X — Y jest przeksztalceniem biwymiernym,
to definiujemy obraz prosty f.: Weil X — WeilY jako Z-liniowe odwzorowanie takie, ze dla
kazdej nierozkladalnej i zredukowanej krzywej C' na X, f.C = 0 jesli C jest zawarte w zbio-
rze wyjatkowym f,a f.C = f(C) w przeciwnym przypadku. Dla Q-dywizora D definiujemy
cofniecie f*D jako
f*D=f"'"D+) aE;,

gdzie f~'D oznacza écisly przeciwobraz D, E; s dywizorami wyjatkowymi, a liczby a; sa
wyznaczone jednoznacznie przez uklad réwnatn f 'DE; + Y, a;E;E; = 0 dla wszystkich
j. Przeciecie dwéch Q-dywizordw D; i Ds na powierzchni normalnej X definiujemy jako
Dy.Dy = *D;.71* Dy, gdzie 7 jest pewnym rozwigzaniem osobliwosci powierzchni X. Ta de-
finicja nie zalezy od wyboru 7. Wiecej szczegétéw mozna znalezé m.in. w [Sa2]. Rozwiazanie
osobliwo$ci f: XX nazywamy log rozwigzaniem pary (X, D) jesli dywizor wyjatkowy i
Scisty przeciwobraz D maja tylko normalne przeciecia. Niech F; oznaczaja dywizory wyjatko-
we przeksztalcenia f. Wéwczas istnieja jednoznacznie wyznaczone liczby wymierne a; takie,
7e

Ki+f'D+)Y Ei=f"(Kx+D)+ > aE;. (0.1)

Pare (X,D = ) d;D;), gdzie X jest normalng powierzchnia, a D brzegiem, nazywamy log
kanoniczna, jesli dla kazdego log rozwiazania f: X — X pary (X, D) wszystkie liczby a;
ze wzoru (0.1) sa nieujemne. Q-dywizor D nazywamy numerycznie efektywnym (nef), jesli
DC > 0 dla kazdej zredukowanej krzywej C'. Q-dywizor D nazywamy pseudoefektywnym, jesli
DP > 0 dla kazdego numerycznie efektywnego dywizora P. Orbifoldowa charakterestyka Eu-
lera byla definiowana dla quasirzutowych rozmaito$ci z jedynie izolowanymi osobliwosciami
ilorazowymi, ale takze dla log kanonicznych par zlozonych z normalnej powierzchni i zredu-
kowanego dywizora Weila, lub ogdlniej powierzchni z brzegiem ulamkowym. Przy pomocy
lokalnych niezmiennikéw zdefiniujemy orbifoldowa charakterestyke Eulera dla dowolnej pary
zlozonej z normalnej powierzchni i Q-dywizora.

Definicja 0.1 Niech X bedzie powierzchnig normalna, rzutowq z Q-dywizorem D =3, a;D;.
Orbifoldows charakterestyke Eulera pary (X, D) definiujemy wzorem:

eort (X, D) = egop(X — SingX — SuppD) + > (1 — a;)eq0p(D; — Sing(X, D))

)

+ Z eorv(7; X, D)
z€Sing(X,D)

lub rownowaznie:

eorb(XaD) :etop(X) _Zaietop(Di_Sing(XaD))+ Z (eorb(a:;XaD) - 1)
i x€Sing(X,D)



Liczbe ey (z; X, D) nazywamy lokalna orbifoldowa charakterystyka Eulera w punkcie z.
Nie bedziemy jej jednak definiowaé, poniewaz definicja jest dosyé¢ skomplikowana i nie be-
dzie nam do niczego potrzebna. Lokalna orbifoldowa charakterystyka FKulera ma nastepujace
wlasnosci:

1. eyrp(z; X, D) zalezy jedynie od typu analitycznego (X, D) w punkcie z.

2. Jedli (X, ) nie jest osobliwoscig ilorazowa, , a para (X, D) jest log kanoniczna w punkcie
x t0 egrp(z; X, D) = 0.

3. Jedli para (C2, D) jest log kanoniczna w 0, a multgD oznacza krotnosé D w 0 (czyli sume
krotnosci nierozktadalnych sktadnikéw D; branych z odpowiednimi wspétczynnikami),
to

1 2
eory(0;C?, D) < (1 - gmulth) .

Definicja lokalnej orbifoldowej charakterystyki Eulera oraz dowody tych faktéw i innych twier-

dzen podanych w tym rozdziale znajduja sie w pracy A. Langera [La]. Teraz podamy twierdze-

nia pozwalajace policzy¢ lokalng orbifoldowg charakterystyke Eulera w pewnych przypadkach.

Zaczniemy od twierdzenia dotyczacego zwyczajnych (ang.: ordinary) osobliwo$ci. Poniewaz

lokalna orbifoldowa charakterystyka Eulera jest niezmiennikiem analitycznym sformutujemy

je w przypadku linii na C2.

Twierdzenie 0.2 Niech Li,...,L, bedg réinymi liniami w C?> przechodzgcymi przez 0.
Niech D =37y a;L;, gdzie 0 < a; < az < ... < ap < 1, oraz a = Y ;. aj. Wowcezas

0, jesli o> 2 (przypadek nie log kanoniczny),

eory(0;C?, D) =
orb( ) {(1 —a+ap)(l —ay), jesli 2a, > a,

oraz
eors(0;C?, D) < (1 — 3a)?, jesli 2a, < a <2 (0.2)

Ponadto, jeslin =3, to w (0.2) mamy réwnosé.

Gotowe wzory na lokalng orbifoldowa, charakterystyke Eulera mamy réwniez w przypadku
ilorazéw C? przez unitarne podgrupy GL(2,C). Zanim podamy twierdzenia wprowadzimy
pewne oznaczenia. Niech n bedzie liczba naturalng, 1 < ¢ < n liczba wzglednie pierwsza
z n, a € n-tym prymitywnym pierwiastkiem z jedynki. Minimalne rozwigzanie cyklicznej
osobliwoéci ilorazowej (A%,0)/Zy, , (z,y) — (ex, ely) sktada si¢ z tancucha gladkich krzywych
wymiernych Fi,..., F; z samoprzecieciami odpowiednio —by, —ba,..., —b, gdzie liczby b;
sa wyznaczone przez utamek lancuchowy

n 1
—=b —

by —

1
by —...

Powiemy, ze taki tancuch jest typu (n,q), przy czym (1,0) oznacza taricuch pusty, a
(1,1) pojedyncza krzywa z samoprzecieciem —1. Powiemy, ze minimalne log rozwigzanie
osobliwosci (X, D, x) jest typu (n,q; ), jesli krzywe wyjatkowe tworza tancuch typu (n,q),
a D ma co najwyzej jeden nierozkladalny skladnik (ozn. %) przecinajacy pierwsza krzywa
w tancuchu. Powiemy, ze jest typu (n, q; 1, *2), jesli krzywe wyjatkowe tworza tancuch typu
(n,q), a D ma co najwyzej dwa nierozkladalne skladniki (x; i *9) przecinajace pierwsza




i ostatnig krzywa w lancuchu. Minimalne log rozwiazanie osobliwosci (X, D, x) jest typu
(b; (n1, q1;%1), (na, q2; *2), (n3, q3; *3)), jesli sktada sie z wymiernej krzywej o samoprzecieciu
—b i trzech taricuchéw typu (n;, ¢;; *;) przytaczonych do niej.

Przy takich oznaczeniach prawdziwe sa nastepujace twierdzenia (zob. [Lal):

Twierdzenie 0.3 Zaldzmy, ze minimalne log rozwigzanie osobliwosci (X, D = Y a;D;, x)
jest typu (b; (n1,q1;*1), (n2, qa; *2), (n3, q3; *3)). Niech aq, ag i as bedg wspdtczynnikami przy
sktadnikach odpowiadajgcych %1, xo i *3. Potdzmy

corlea 3 1-a; ;
B =min{= %}, y=37 % oraz §=3 5

Wowczas
0 dla v <1 (przypadek nie log kanoniczny),
eory(7; X, D) = % dla 1<y <28+1, (0.3)
OB gla 4> 28+ 1.

Whniosek 0.4 Zalézmy, zZe minimalne log rozwigzanie osobliwosci (X, D = > d;D;,x) jest
typu (n,q;x1,%2). Niech dy i dy sq wspotczynnikami przy sktadnikach odpowiadajgcych *q i
x9. Wowczas

(1 —di)(1 —dy)

n

eorb(x; Xa D) =

Teraz podamy gléwne twierdzenie, z ktorego bedziemy korzystaé w dalszej czesci tej pracy.

Twierdzenie 0.5 (Nieré6wno$¢ Bogomolova-Miyaoki-Yau) Niech X bedzie normalng
rzutowq powierzchniq z dywizorem brzegowym D = Y a;D;. Zatézmy, ze para (X, D) jest
log kanoniczna @ dywizor Kx + D jest pseudoefektywny. Wowczas

3eory(X, D) > (Kx + D)2 (0.4)
Co wiecey, jesli zachodzi réuwnosé to Kx + D jest nef.

Uwaga. Jesli pewna krotno$é¢ dywizora C jest efektywna, to oczywiscie C' jest pseudoefek-
tywny. Implikacja w drugg strone zazwyczaj nie jest prawdziwa. Prawda jest jednak, ze jesli
Kx + D jest nef i para (X, D) jest log kanoniczna, to pewna krotno$¢ Kx + D jest efektywna
(zob. [Ko, Theorem 11.1.3]).



1. Lokalne orbifoldowe charakterystyki Eulera dla prostych oso-
bliwosci.

W tej czesci zobrazujemy twierdzenia dotyczace osobliwosci ilorazowych na przyktadzie pro-
stych osobliwosci krzywych. Przypomnijmy (zob. np. [BPV]), 7e osobliwosci proste, czyli
typu A — D — F sg lokalnie zadane réwnaniami

Ay 22 +y"'=0 n>1

Dy: 2?y+y" =0 n>4

Ees: 22 +y*=0 (1.1)
E;: 23 4+2y°=0

FEg : :1:3-I-y5:0

Chcemy skorzystaé z twierdzenia 0.3. W tym celu musimy przyjrze¢ sie rozwigzaniom tych
osobliwosci. Osobliwosé typu A; to punkt transwersalnego przeciecia sie¢ dwéch gladkich skta-
dowych analitycznych. Do rozwiazania tej osobliwosci wystarczy jedno rozdmuchanie, ktére
jest log rozwigzaniem. Mozemy tez obliczy¢ jej lokalng orbifoldows charakterystyke Kulera
korzystajac z twierdzenia 0.2. Zachowanie sie innych osobliwosci prostych przy pojedynczym
rozdmuchaniu przedstawia nastepujaca tabelka

osobliwodé | Ay | Ap,n>3| Dy | Ds | Dnyn>6|Es | By | Eg
pPo rozdmuchaniu ‘ A3 ‘ Dn+1 ‘ 3A1 ‘ Al, A3 ‘ Al, Dn,Q ‘ A5 ‘ D6 ‘ E7

WV

Na rysunkach ponizej przedstawiono rozwigzania osobliwosci typu Dy:




oraz Ds:

—
A

E

CZ
C?
ﬁL
C
E :

Pozostate rodzaje osobliwosci prostych po pewnej liczbie rozdmuchan sprowadzaja, sie do
jednego z tych dwéch typdéw. Zauwazmy ponadto, ze krzywe wyjatkowe otrzymane w trakcie

tego procesu maja samoprzeciecia —2. Dzieki powyzszym obserwacjom mozemy narysowaé
diagramy log-rozwigzan osobliwosci prostych.

A2ka k 21

2 2 2 2 3 1

O ,,,,,,,,,,

)] ) (k-2) (k-1) (k) (k+2)

k+1)~ 2

A2k+17 k P 1

2 2 2 2 2 1

O ,,,,,,,,,,
&) ) (k-2) (k-1) (k) (k+1)

10



D2k7k>2

2 2 2 1
‘ ,,,,,,,,,,
(1) (k-3) (k-2) (k-1)
D2k+17 k P 2
2 2 2 2 3 1
. ,,,,,,,,,,
(D) (k-3) (k-2) (k-1) (k+1)
k) ~2
Es
2 2 1
O
4
E;
2 1
o
Eg
3 2
O
3

Rysunek 1: o oznacza krzywa wyjatkowa, a e sktadows Scistego przeciwobrazu krzywej. Liczby
1,2, 3,4 oznaczaja liczbe przeciwng do samoprzeciecia krzywej, a liczby w nawiasach ozna-
czaja kolejnoé¢ krzywych wyjatkowych otrzymywanych w trakcie rozwigzywania osobliwosci.

Stad widaé, ze wszystkie osobliwosci proste sa typu (1; (n1, q1; *1), (n2, g2; *2), (N3, q3; *3)),
dla pewnych n;, ¢;. Zatézmy, ze krzywa C na C? w okolicy zera zadana jest jednym z réwnari

11



(1.1). Wéwezas krzywa ta ma w punkcie 0 osobliwo$¢ typu odpowiednio A,,, D,,, Eg, E7, Es.
W ponizszej tabeli znajduja sie lokalne orbifoldowe charakterystyki Kulera osobliwosci pary
(C?,aC) w punkcie 0, w zaleznoéci od wspétezynnika a.

Osobliwosé Réwnanie 140 Typ eorp(0; C2, aC)
Ay 2% +y° 1 (1,15 %1, %2) (1-a)?
1-2a 0<ag i’;;;
2 2k+1 _ . . 2k+3—(4k+2)a)? _
Agg, k21 | 2?4yt =0 | 2k (1;(2k + 1,k),(2,1), (1,05 %)) Gt itlle) 2ol <o < 33
2k+3
0 > Tht2
k
1 —-2a 0<aL i3
b b b _ 2 .
Asppry k21| 29742 =0 | 2k 1 | (1(k+1,k), (1,051), (1,04)) Rl Jhs ca<$S
k42
0 a>ops
(1 - 20&)(1 - Oé) 0 g « g 2kk123
_ _ 2
D2k)7 k 22 x2y+y2k_1 =0 2k <1;<k_17k_2;*1>7<170;*2>7<170§*3>> % 2kk__23 <a< Qkk_l
0 a> 5ty
(1-20)(1-a) 0<ag =3
. ; oka)? . .
Dogy1, k > 2 a?y +y* =0 2k (1542 — 1,k — 15%1), (1,05 %2), (2, 1)) % iﬁ:i <ag 212?;1
0 a > %
1—3a 0<a<
1 2
Es z? +y4 =0 6 <1§ <312>7<411>a<110;*>> % % <a<g 1—72
0 a > 1—72
1-3a 0<ag;
_ 2
Ey @® 4y’ =0 7 (142, L%1), (1,05 %2), (3, 1)) B0 lcags
0 a > g
2
1 -3« 0<ag s
3,5 . . . (8=150)% 2 8
Es oty 8 (15(5,2),(2, q2; *2), (n3, q3; *3)) = E<ag
0 o> 1—85

Tabela 1: Liczby Milnora (i), typy i lokalne orbifoldowe charakterystyki Eulera osobliwosci

prostych

W przypadku, gdy eqn(0; C2, aC) = 0 osobliwo$¢ w 0 nie jest log kanoniczna. Przypo-
mnijmy, ze liczbe Milnora w punkcie p krzywej C na gladkiej powierzchni X definiujemy

jako

of af>_

pip(C) = dimg OX,p/ <8—21’ 07

W powyzszym wzorze z1 i zo s3 lokalnymi wspélrzednymi, a C' w otoczeniu p zadana jest

réwnaniem f(z, z2) = 0.

12




Dla przykladu policzymy eoy(0; C2, aC) = 0 dla osobliwosci typu Doy, dla k > 2. Niech
krzywa C bedzie zadana w otoczeniu zera réwnaniem z2y + y?*~1 = 0. Chcemy obliczy¢
eort(0; C?,aC). Z rysunku 1 widzimy, ze jedyny nietrywialny taiicuch w rozwigzaniu oso-
bliwoéci krzywej C' w 0 zlozony jest z k — 2 krzywych, z ktérych kazda ma samoprzecie-
cie —2. W ten sposéb dostajemy tanicuch typu (k — 1,k — 2). Osobliwo$é jest wiec typu
(L;i(k — 1,k — 2;%1),(1,0;%2), (1,05 x3)). Przy oznaczeniach twierdzenia 0.3 mamy

a1 = 0 = a3 = «,
11—«
IB—Ha
l—a (2k-1)(1-a)
E—1 E—1 ’

y=l—-a+l-a+

Pozostaje podstawié to do (0.3) i przeksztalcié, tak aby e, (0; C2, aC) zalezata od «, a nie
od v. Analogicznie postepujemy z pozostalymi typami osobliwo$ci, ale obliczenia mogg by¢
troche bardziej skomplikowane.

Przyjrzyjmy sie teraz krzywym plaskim z co najwyzej prostymi osobliwoSciami. Zaczniemy
od ogolniejszej uwagi. Niech C' bedzie krzywa na gtadkiej powierzchni X. Woéwczas

eop(C) = —(KEx +C)C+ >y
pESingC

(zobacz np. [BK]). Jesli para (X, aC) spelnia zalozenia twierdzenia 0.5 to nieréwnosé (0.4)
mozemy przepisa¢ nastepujaco

> 3(alpp — 1) + 1 — eonp(p; X, aC)) < Begop(X) — K% +aKxC + (3a — o?)C2.
pESingC

Jedli za X wezmiemy P2, to dostaniemy nastepujacy

Whiosek 1.1 Niech C bedzie krzywq stopnia d na P2, z co najwyzej prostymi osobliwo$ciami.
Wowczas dla dowolnego % <a< % mamy

> 3(alpp — 1) + 1 — eon(p; P, a0)) < (3o — o*)d® — 3ad (1.2)
pESingC

Dowdd. Jest to przepisana poprzednia nieréwnoéé dla X = P2. Dolne ograniczenie na «
zapewnia nam, ze pewna krotnos¢ Kx + aC jest efektywna. Gdrne ograniczenie gwarantuje,
7e wszystkie osobliwoéci pary (P2, aC) s3 log kanoniczne, c.n.d.

O

Whiosek 1.1 jest uogélnieniem [K2, Corollary 2], ktéry to wniosek mozna otrzymaé z wniosku
1.1 biorac a = % i zauwazajac, ze ey (p; P2, %C) = ﬁ Na koniec tego rozdzialu, jako
przyktad zastosowania wniosku 1.1, oszacujemy maksymalng liczbe osobliwosci typu D4 na
krzywej z co najwyzej prostymi osobliwoéciami. Z tablicy 1 wynika, ze jeéli krzywa C na P?
ma w punkcie p osobliwo$é¢ typu Dy, to

ay2
Up = 47 eorb(p; I[DQ,O[C) = 2 ia) 3

dla 0 < o < 2.
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Niech teraz krzywa C stopnia d > 6 na P? ma co najwyzej proste osobliwosci i niech
t oznacza liczbe osobliwosci typu Dy na C. Wszystkie skladniki sumy po prawej stronie
nieréwnosci 1.2 sg nieujemne, wiec mamy nastepujace szacowanie:

2 - 3)?
3 (304 +1- %) t < Z 3(a(pp — 1) + 1 — eonp(p; P?, aC)) < (3 — &%) d* — 3aud.
pESingC

Przeksztatcajac te nieréwnosé dostajemy, ze

12d(d — 1) — 4ad?
= 72 — 27« ’

(1.3)

dla kazdego « takiego, ze % < a < % FLatwo sprawdzi¢, ze wyrazenie po prawej stronie

nieréwnosdci (1.3) dla d = 6,7 maleje wraz ze wzrostem wspdlczynnika «, dla d > 9 ro$nie
kiedy ro$nie wspétczynnik «, a dla d = 9 nie zalezy od « i réwna sie 12. Polézmy wiec
z dla d=6,7,8,9,
o=
3 dla d>9.

Woéwczas otrzymujemy nastepujacy wniosek:

Whniosek 1.2 Zatdimy, ze krzywa C stopnia d > 6 na P2 ma co najwyzej proste osobliwosci.
Niech t oznacza liczbe osobliwosci tej krzywej typu Dy. Wowczas dla d = 6,7,8,9

20 8
t < —d? — —d,
117 39
a dla d> 10
4d?(d — 2)
S o24d — 27

Oznaczmy przez t(d) maksymalng mozliwg liczbe osobliwosci typu Dy na krzywej stopnia
d z co najwyzej prostymi osobliwoSciami. Z wniosku 1.2 wynika, ze

Jest to wynik lepszy od otrzymanego przez zastosowanie [K2, Corollary 2].

14



2. Uklady linii na P?

Punktem wyjscia do rozwazai zawartych w tym rozdziale jest praca F. Hirzebrucha [Hil].
Rozpatrzmy zespolong powierzchnie rzutows P? ze wspétrzednymi jednorodnymi [zg : 21 @ 2o].
Uktadem k linii nazywamy krzywa rozktadalng

L=L1+L2+...—|—Lk,

gdzie Ly, Ls,...,L; s3 liniami na P2. Mogg by¢ one zadane odpowiednio réwnaniami [; =
0,lo =0,...,lp =0, gdzie [; sa formami liniowymi od z, 21, zo. Wéwczas L jest dana réwna-
niem [qly ...l = 0. Je$li wspdtczynniki wszystkich form [; sg rzeczywiste, to dostajemy uktad
rzeczywisty. Z drugiej strony kazdy uklad rzeczywisty mozemy traktowaé jak zespolony.
Oznaczmy, za Hirzebruchem, przez ¢, (r > 2) liczbe punktéw r-krotnych, tzn. liczbe

punktow lezacych na doktadnie r liniach uktadu. Wéwczas mamy réwnosé

k(k—1) r(r—1)

= > b=y (2.1)

r>2

Dla punktu p € P? przez rp oznaczmy jego krotnosé, czyli liczbe linii ukltadu zawierajacych
ten punkt.

Dla dowolnego uktadu i liczby n > 2, Hirzebruch rozwaza nakrycie X — P? rozgalezione
wzdhuz L. Powierzchnia X zazwyczaj nie jest gtadka, ale mozna rozwiagzaé jej osobliwosci,
otrzymujac gltadka powierzchnie Y. Hirzebruch pokazuje, ze przy odpowiednich zatozeniach
dotyczacych uktadu L i liczby n, powierzchnia Y jest powierzchnig ogdlnego typu. W tych
przypadkach stosuje on ”klasyczng” nieréwnos$é Bogomolova-Miyaoki-Yau, dostajac nastepu-
jace twierdzenie:

Twierdzenie 2.1 ([Hil, Theorem 3.1]) Dla kazdego uktadu k linii na P? takiego, Ze
by = tg—1 = tg—2 = 0, mamy

to+ts >k +ts+ 26+ 3tr + ..

W innej pracy [Hi2] poprawil ten wynik. Mianowicie pokazal, ze taki uktad spelia nieréw-
nosc
ty + t3 E+Y (2r—9 (2.2)
r>5
Celem tego rozdziatu jest udowodnienie ciaggu podobnych nieréwnosci przy réznych zato-
zeniach. Dokladniej pokazemy, ze zmniejszajac liczbe r dla ktérej ¢, =t,4.1 = ... =t =0,
mozemy otrzymaé¢ nawet lepsze nieréwnosci, w szczegélnosci poprawimy nieréwnosé (2.2).
Jako pierwsza udowodnimy nieréwnosé przy ”skrajnie mocnych” zatozeniach. Nastepujacy
fakt zostal podany w [La] w troche innej formie.

Lemat 2.2 Niech L = Ly +...+ Ly, bedzie uktadem k linii na P?. Jesli t, = 0 dla r > %k to

ta + t3 k—i—Z(——r) t, (2.3)

r>b

Dowdd. Stosujemy twierdzenie 0.5 do pary (P?,aL). Z zalozen wynika, ze istnieje takie a, ze
para jest log kanoniczna i pewna krotno$é Kp2+ aL jest efektywna. Wystarczy wziaé dowolne
a takie, ze % <a< 0, gdzie 1,4, 0znacza maksymalng liczbe lini przecinajacych sie w jed-
nym punkcie. Zeby uzyskaé nieréwno$¢ w podanej wyzej postaci korzystamy z réwnosci (2.1).

O
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W dalszej czedci tego rozdziatu pokazemy, ze prawdziwe sg podobne nieréwnosci przy stab-
szych zalozeniach dotyczacych uktadu. Mianowicie udowodnimy nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 2.3 Niech L = Ly + ... + Ly bedzie uktadem k linii na P? i niech 3 < n < k
bedzie liczbg naturalng. Zatozmy, zet, =0 dlar > k —n+ 1. Wowczas

s—1 k—n
ts+ Ztg >k+Yy (%2 —r)tr+ Y (n=Dr=n?t,+ Y ((n=2)r—(n=1)")t,, (23 n)
r=4 r=s r>k—n

gdzie s = min{2n, k —n}.

Zaczniemy od ogdlnych rozwazan dotyczacych rozdmuchan uktaddéw linii. Niech dla usta-
lonej liczby naturalnej m > 3 o: ITD,Zn — P?  bedzie rozdmuchaniem P? we wszystkich
punktach krotnosci > m. Zauwazmy, ze o faktoryzuje sie przez I@),Qn =X, > X, 1—=>...—
X, = Xg = P?, gdzie X jest rozdmuchaniem X;_; w jednym punkcie. Niech E, oznacza
krzywa wyjatkowa otrzymang z rozdmuchania punktu p. Wéwczas z odpowiednich faktow
dotyczacych zachowania sie dywizora kanonicznego, dywizoréw efektywnych i teorii przecieé
przy pojedynczym rozdmuchaniu gtadkiej powierzchni (zob. np. [Ha, V.3]) dostajemy

Ks, =c"Kp2+ Y E,. (z [Ha, V.3.3])
m pEL
rp>m

Jesli przez Ei, L oznaczymy $ciste przeciwobrazy odpowiednich krzywych to

Li=0"Li— Y E,

peEL;
Tp>m
k (z [Ha, V.3.6])
L= Li=) o'Li— Y rpE,
=1 =1 peEL
rp>m
Natomiast [Ha, V.3.2] daje nam
Ey.Ey = -6},

0*Kp2.Ey =0"Li.E, =0,

0" Kp2.0"L; = Kp2.L; = =3,
0*Li.oc*L; = L;.Lj =1,

(0*Kp2 + ac*L)? = (Kp2 + aL)?.

Dowdd twierdzenia 2.3. Zacznijmy od zauwazenia, ze nieréwno$¢ (2.3) jest mocniejsza od (2.3
n). Dokltadniej, wspétczynniki przy odpowiednich ¢, sa w (2.3) wieksze od tych w (2.3 n), a
wszystkie sg nieujemne.

Niech m bedzie takg liczbg naturalng, ze istnieje punkt p krotnosci r, = k —m + 1, oraz
t, =0dlar >k —m+ 1. Oczywidcie m > n. Bedziemy stosowac nieréwnos¢ Bogomolova-
Miyaoki-Yau (0.4) dla pary (ITD,Qn, D=alL+Y br,Ep). Najpierw sprawdzimy, ze spetnione sa
zalozenia, czyli, ze pewna krotno$¢ dywizora K@n + D jest efektywna. Wiemy, ze

Kpo +D=0'Keo+ Y Ep+ad Li+ Y by,FB,

pEL p€eL
Tp>m~ Tp2m (2‘4)
=0*Kp2+ Y _aLi+ Y (1+b,)E,.
pEL
rp>m
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Przedstawimy o* Kp2 przy pomocy L; i E,. Wiemy, ze Kp: = —3H, gdzie H oznacza klase
hiperptaskiego ciecia. H jest generatorem Weil P? i L; = H.”=" oznacza réwnos¢ w Weil P2.
Niech p bedzie punktem maksymalnej krotnosci (tj. 7, = k —m + 1). Mozemy zalozy¢, ze
rp > 2m — 2. Istotnie, jesli r, < 2m — 2, to uklad spelnia zalozenie lematu 2.2 i prawdziwa
jest nieréwno$é (2.3), a co za tym idzie, nieréwnoé¢ (2.3 n). Linii nie przechodzacych przez p
jest doktadnie m — 1. Bez straty ogdélnoSci mozemy zalozy¢, ze sa to linie Ly, Lo, ..., Ly 1.
Spoérdd linii przechodzacych przez p wybierzmy m+2, powiedzmy Ly, . .., Lopt1. Zauwazmy,
ze mozemy to zrobi¢, poniewaz 1, > 2m — 1 > m + 2. Zapiszmy teraz 3H jako Zle d; L;,
gdzie

d dla 1<i<m-1,
di=4d, dla m<i<2m+1,
0 dla z>2m+1.

Teraz dostajemy, ze

k
0*Kp> = 0*(-3H) = o* (— ZdiLi>

=1
k
= — Z dlU*LZ
i=1
k ~
- - ZdiLi - Z Bthp
i=1 qeL
rg>m

gdzie B, = >°;,5, di- Podstawiajac to do (2.4) otrzymujemy nastgpujaca réwnoscé:

k
K, + D=3 (a—di)Li+ Y (1+by, —Bg)Eq.
i=1 qeL
rq>m
Jesli dobierzemy a, b, , oraz d; tak aby wspélczynniki przy Li i E, byty nieujemne, to pewna
krotnos¢ Kg, + D bedzie efektywna. Wystarczy, ze dobierzemy je tak zeby speinione byty

nastepujace nierdwnosci:
e d<a oraz d, <a,
o 1+bgmi1 > By = (m+2)dp,
o 1+by > (m—1)d+d,.

Pozostaje sprawdzié, ze para (I@?n, D) jest log kanoniczna. W tym celu przyjrzyjmy sie zbiorowi
Sing(X, D) osobliwosci pary (X, D). Poniewaz rozdmuchanie gltadkiej powierzchni w punkcie
jest dalej powierzchnig, gtadka, wiec Sing(X, D) = Sing(D). Wszystkie osobliwoséci dywizora
D sa punktami przeciecia pewnej liczby linii, czyli sg zwyczajne. Twierdzenie 0.2 pozwoli
nam obliczy¢ (oszacowaé) lokalne orbifoldowe charakterystyki Eulera dla tych punktéw, oraz
zapewni log kanoniczno$é odpowiedniej pary. Mamy dwa rodzaje punktéw podwdjnych

e przeciwobrazy przy o punktow podwdjnych krzywej L. takich punktéw jest ¢o, a dla
kazdego z nich

eorb(*;ﬁ\b?naD) = eorb(O;CQaaLll + aLIQ) = (1 - a)Q;
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e dla kazdego punktu p takiego, ze r, > m mamy p punktow przecigcia krzywej wyjatko-
wej By z Ly, ..., L;,. Dla ustalonego r mamy rt, punktéw z

eory(¥; B2, D) = €0y (0; C2, L] + b, Lb) = (1 — a)(1 — by);

i L oznaczaly tutaj dwie rézne proste w C? przechodzace przez 0. Z twierdzenia 0.2

wynika rowniez, ze osobliwo$ci te sg log kanoniczne. Oprécz tego dla kazdego 3 < r < m
mamy t, punktow r-krotnych, sa one przeciwobrazami punktéw r-krotnych krzywej L. Dla
ustalonego r przy oznaczeniach twierdzenia 0.2 mamy ay = ... = a, = a, @ = ra oraz

r
eorb(*; ]P’,Qn, D) = eorb(o; CQ, Z aL;’)'
i=1

Jesli zatozymy, ze a < %

to mamy przypadek log kanoniczny i

eorb(*;@%wD) < (1 - %)2

Policzmy obie strony nieréwnosci (0.4). Do policzenia eqp (P2,, D) potrzebujemy jeszcze Etop (B2),
etop(fli —SingD) i ety (Ep — SingD). Ogdlnie, jesli X = AUB t0 eop(X) = etop(A) +etop(B) —
etop(A N B). Z tego faktu wynika, 7e dla A C X mamy ey (X — A) = eop(X) — etop(A), a
jesli X jest rozdmuchaniem X w jednym punkcie to eop(X) = €1op(X) — 1 + erop(E), gdzie
E jest dywizorem wyjatkowym. W naszym przypadku E, sa izomorficzne z P!, tak wigc
etop(Ep) = 2. Jesli przez T oznaczymy liczbe punktéw rozdmuchanych, to 7' = 3 t, 1

r>m

€top (ITD%L) = etoz)(PQ) + (6t0p(P1) - )T
—34+R

:3+Zt7‘7

r>m
etop(Ep — SingD) = eop(Ep) — etop(SingD N E,)
=2 — #(SingD N E,)

=2 -1

Poniewaz o jest izomorfizmem (P2, — UEp) na (P2 — {p : r, > m}), wiec L; — SingD =
L; — SingL. Stad i z faktu, ze L; = P! dostajemy

etop(Li — SingD) = ey (L; — SingL)
= etop(Li) — etop(SingL N L;)
=2 — #(SingL N L;)
=2—F#{p:p€ Ljr, >2}.
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Natomiast

(K5, +D)* = UKPZJFZEJFCLZUL—CLZ?«,,EJFZ()%E
" peL pEL pEL
Tp2m Tp2m Tp2m

k
=(0*Kp2+a)_ o*Li+ Y (1—ary+b,)E)’
=1 peEL

rp>m
= (0" Kp2+ac*L)> + (Y (1 —ary + by,)E,)
pEL
Tp>m
= (ak — 3)2 — Z (1—ar,+ b,qp)2
peL
rp>m
(ak — 3)* Z tr(1 4 b, — ar)?.
r>m

Jesli, korzystajac z wezedniejszych wyliczen, wypiszemy nieréwno$é (0.4), to dostaniemy

(K@n —i—D)2 (etop Zaetop — SingD) — Z br, €top(Ep — SingD)
L;
Fosm
+ Z eorb qa]P;naD) - 1))
q€SingD
k
(ak—3)> =Y t,(1+b—ar)? <943 t,—3> a2—#{p:p€ Ly,rp > 2})
r>m r>m =1
=33 bt (2-7)+3 > rte((1—a)(1—b) —1)
r>m r>m
m! ar
2 2
+3t2((1 —a)® — 1) +3 ;} t((1=5)" = 1)
a’k? — 6ak +9 <9 — 6ak +3a» rt. +3 Z e ( 1—— ) —1)
r>2
+ 3 B+ 1 +b —ar)’+3r(1—a)(l —b,) —3r —3b,(2 — 1))
r>m

Teraz skorzystamy z réwnosci (2.1)

2k—l—aQZtrr—l 3Zatr +Zt7"4 4b, +b + rab, + a’r® — 2ar)

r>2 r>m

m—1
’E < ZaQtr(r——>+Zt (2—b,) +7‘abr+a2r—2ar).
r=2

r>m

Podstawiajac do tej ostatniej nieréwnoéci a = E dostajemy

kgmiltr (r——)-l-zt 22— b)? —ra(2 — b)) + 7). (2.5)
r=2

r>m
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Poltézmy

2— - dla m <r <min{2n, k —n},
by =2 0 dla min{2n, k —n} <r <k -—n,
% dla r>k—n+1.
Woéwczas, aby zapewni¢ efektywno$¢ pewnej krotnosci K@. + D, wystarczy wziaé d = % i

d, = % i nasz uktad spelnia nieréwnosé

to + t3 k—i—Z(——r)tr—l—Z ((n—D)r —n?)t, + Z (n—2)r — (n—1)Ht,,

r>k—n

O

Uwaga. Moze sie zdarzy¢, ze m > 2n, jednak nie zmienia to naszej nieréwnosci. Wéwczas
bierzemy

b 0 dla m<r<k—n

’"_{2 dla r>k—n+1

n

Twierdzenie 2.3 dla n = 3 daje nam, przy zalozeniach twierdzenia 2.1, nieréwnosé lepsza od
(2.2), mianowicie

ty + t3 k-l—Z(——r)t +Z3r—16t + > (2r-9

r>k—4

gdzie s = min{8, k — 4}.
W [Hi2] F. Hirzebruch podal przyklad ukladu 8 linii takiego, ze to = 10, t3 =1, t5 = 1,
a co za tym idzie nie spelnia nieréwnosci (2.2). Uklad ten, co tatwo sprawdzié, nie spelnia tez
powyzszej nierownosci. Spelnia natomiast zatozenia, a wiec i teze twierdzenia 2.3 dla n = 3.
Dla dowolnego n mozna skonstruowaé uklad spelniajacy nieréwnosé (2.3 n), ale nie spel-
niajacy nieréwnosdci (2.3 n+1).

Przykltad. Dla ustalonego n > 6 rozpatrzmy nastepujacy rzeczywisty uktad.
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W jednym z pekéw mamy k& —n + 1 linii, w drugim n — 1, oraz mamy linie w nieskoriczonosci.
to=k—1+(k-n)(n—-2)=kn+2n—-k—-n>—-1
tp—1 =1

tent1 =1

Oczywiscie uktad ten spelnia nier6wnosé (2.3 n), ale nie musi spetniaé¢ (2.3 n+1). Istotnie,
podstawmy takie ¢, do nieréwnosci (2.3 n+1), jesli wezmiemy k > 3n, to mamy

—1)2
kn—|—2n—k—n2—1Zk—l—u—n—i-l—i-(n—l)(k—n—l-l)—rﬂ
1 7 3
—k_mn?_1> 2 _Z
kEn+2n—-k—n 1/nk+2n 4n 1
7 5 3 1
- “n—-—k>0.
4n +2n 1 k>0

Jesli wezmiemy k wystarczajaco duze w stosunku do n, to powyzsza nierownos$é¢ nie bedzie
prawdziwa.

Na koniec tej cze$ci podamy przyklad pokazujacy, ze rozwazane nieréwnosci nie sg prawdziwe
dla uktadéw linii zdefiniowanych nad algebraicznie domknietym ciatem dodatniej charakte-
rystyki.

Przyklad. Niech E) oznacza algebraiczne domkniecie ciala I, . Rozpatrzmy zbiér wszystkich
linii w P?(F,), ktére maja wspélczynniki z ciata F,. Zbiér ten tworzy uklad (p* +p + 1) linii
taki, ze
t_{ﬁ+p+1 dar=p+1
. =

0 dlar #p+1

(zobacz [Mi3, Example 3.2.2]). Uktad ten spelnia najmocniejsze zalozenia, mianowicie zalo-
zenia lematu 2.2, ale nie speklia zadnej z udowodnionych nieréwnosci.
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3. Uklady stozkowych na P?

Uktadem k stozkowych na P? bedziemy nazywali krzywa rozktadalng C = C; + Co + ... + O,
gdzie C; sa réznymi gladkimi stozkowymi, a C' ma tylko osobliwo$ci typu Ay i Az. Przez ¢
oznaczmy liczbe osobliwosci typu As, a przez n typu A;. W literaturze (np. [Hi2]) mozna
znalez¢ oszacowanie na liczbe ¢ A A
2
t < gk + 3k.

W innej pracy [MS] G. Megyesi poprawit to szacowanie dla k = 8,9,12 i k > 15. W tym celu
wykorzystal on wersje nieréwnosci Bogomolova-Miyaoki-Yau dla normalnych powierzchni z
brzegiem ulamkowym udowodniona w [Me]. W [MS] udowodnil on tez nastepujace

Twierdzenie 3.1 Niech R i S bedg dwoma roztgcznymi zbiorami, odpowiednio r i s, stozko-
wych na P%. Zatézmy, ze suma stozkowych z obu zbioréw ma jedynie osobliwosci typow Az i
Ay. Zatozimy, Ze kazda stozkowa z R jest styczna do kazdej stozkowej z S w dwoch punktach,
czyli ich suma ma dwie osobliwosci typu As. Jesli suma stozkowych ze zbioru S ma tylko
osobliwosci typu Ay tor <7 lubs <9.

Jako wniosek G. Megyesi pokazal, ze w zadnym ukladzie stozkowych nie ma dwdch réznych
rodzin, kazda po dziesieé¢ stozkowych, takich, ze kazda stozkowa z jednej rodziny jest styczna
w dwéch punktach do kazdej stozkowej z drugiej rodziny. Wykorzystujac wersje A. Langera
nieréwnosci Bogomolova-Miyaoki-Yau poprawimy ten wynik. W tym celu podamy pewne
szacowanie na liczbe osobliwoéci typu Az w ukladzie k stozkowych.

Stwierdzenie 3.2 Niech C' = C} + ... + C} bedzie uktadem stozkowych. Wowczas dla do-

wolnej liczby a € (%, %) mamy nastepujgeg nierdwnosé na liczbe t osobliwosci typu As:

202 9 6(c — a?)
l <
14202 — 20 — egrp(a, k) 14202 — 2a — egpp(a, k)

1 —2a, jesli O
eorb(aa k) =

k, (3.1)

gdzie
o

N

Sa<
3—4a)? . .

ﬁ, jesli % <a<
Dowdd. Stosujemy nieréwnosé (1.2). Krzywa C' ma stopien 2k, stad dolne ograniczenie na
a. Mozemy braé¢ a < % poniewaz C' ma tylko osobliwosci typu As i Ay, a taki wspélezynnik
zapewnia ich log kanoniczno$é¢ (patrz tabela 1). e, to oczywiscie lokalna orbifoldowa cha-
rakterystyka Fulera dla osobliwoéci typu As. Jesli uklad ma ¢ osobliwosci typu As, to ma on
n = 2k(k — 1) — 2t osobliwosci typu A;. Podstawiajac do (1.2) i przeksztalcajac dostajemy
zadane szacowanie.

O
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Jesli teraz wezmiemy k = 15 i o = 155,

jest

dostaniemy, ze t < 111. W szczegdlnosci prawdziwy

Whiosek 3.3 Zaden uktad stoikowych na P? nie zawiera dwdch roztgeznych rodzin R i S,
takich, ze R ma 7 a S ma 8 elementéw, a kazda stozkowa z R jest styczna do kazdej stozkowej
z S w dwoch punktach.

Uwaga. Istnieja takie dwie rodziny R i S, kazda po 7 elementéw, ze kazda stozkowa z R
jest styczna do kazdej stozkowej z S. Przyklad znajduje sie w [Hi2].
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