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Celem tego artykulu jest wytlumaczenie wynikéw, a w pewnym stopniu
rowniez metod, uzyskanych przez L. Lafforgue’a. W 2002 roku otrzymal on
medal Fieldsa za swoje prace dotyczace programu Langlandsa, a dokladniej
za dowdd odpowiedniosci Langlandsa dla ogdlnej grupy liniowej nad cialami
funkeyjnymi krzywych w dodatniej charakterystyce. Odpowiednio$¢ ta doty-
czy zwiazkéw miedzy teoria liczb i teoria grup, a jej dowdd uzywa geometrii
algebraicznej.

Zeby wyjasni¢, na czym polegaja uzyskane przez Lafforgue’a wyniki, postu-
zymy sie prosta analogia z teoria liczb i teoria cial klas.

Cialem globalnym nazywamy albo skonczone rozszerzenie ciala liczb wy-
miernych (tzw. cialo liczbowe) albo skoniczone rozszerzenie ciata F, (z) funkcji
wymiernych jednej zmiennej o wspélczynnikach w p-elementowym ciele skon-
czonym (tzw. cialo funkcyjne).

Okazuje sie, ze “wszystkie” twierdzenia prawdziwe dla cial liczbowych maja
swoje odpowiedniki dla cial funkcyjnych, i na odwrét, twierdzenia prawdziwe
dla ciat funkcyjnych powinny byé¢ prawdziwe dla ciat liczbowych. Oczywidcie,
dowody dla cial liczbowych sa zazwyczaj duzo trudniejsze, jak widaé na przy-
ktadzie Wielkiego Twierdzenia Fermata, ktére w przypadku funkcyjnym jest
prostym ¢éwiczeniem.

Mimo ze prace Lafforgue’a dotycza wlasnie cial funkcyjnych, chciatbym jed-
nak zaczaé od omoéwienia ciat liczbowych, gdzie przynajmniej poczatkowe wyniki
i sformulowania sa bardziej intuicyjne.

1. Program Langlandsa dla cial liczbowych.

Historia programu Langlandsa zaczela sie wieki cale przed Langlandsem — od
Fermata (XVII wiek), ktéry zauwazyl, Zze nieparzysta liczba pierwsza daje sie
zapisaé jako suma dwéch kwadratéw liczb catkowitych wtedy i tylko wtedy gdy
jej reszta z dzielenia przez 4 jest réwna, 1.

Za chwile zinterpretujemy ten wynik, a na razie zmienmy temat i rozwazmy
pewne skoriczone rozszerzenie Galois K ciala liczb wymiernych Q. W ciele
tym mozna rozwazy¢ pierécien liczb catkowitych A, to jest takich liczb a, ktére
speliaja réwnanie f(a) = 0 dla pewnego wielomianu f o wspdlczynnikach
catkowitych, ktérego najwyzszy wspoélczynnik jest rowny 1.



Woéwezas kazdy niezerowy ideal pierscienia A daje sie jednoznacznie zapisaé
jako iloczyn idealéw pierwszych. W szczegdlnosci mozna tak zapisaé ideal p- A,
gdzie p jest liczba pierwsza w Z. Oczywiscie, grupa Galois G = Gal(K/Q) dziala
tranzytywnie na zbiorze idealéw pierwszych wchodzacych w rozktad p - A.

Chcac otrzymacé dokladniejsza informacje o tym rozktadzie dla ustalonego
ideatu P 7z rozktadu p- A, rozwaza si¢ grupe rozkladu Dp = {g € G : g(P) = P}
oraz podgrupe bezwladu Ip = {g € Dp : g(z) = x(mod P) dla kazdego = € A}.
Tloraz Dp/Ip jest grupa cykliczna izomorficzna 7 grupa Galois Gal(A/P : Z /pZ)
a pewien jej generator Frp nazywa sie elementem Frobeniusa. Jesli rozszerzenie
K/Q jest abelowe (tj. grupa G = Gal(K/Q) jest abelowa), to Frp zalezy tylko
od p.

Jesli teraz mamy reprezentacje o : G — GL(V), to o(Frp) jest dobrze zde-
finiowanym przeksztatceniem liniowym podprzestrzeni Vp wektoréow niezmien-
niczych ze wzgledu na obraz o(Ip).

Dla prawie wszystkich liczb pierwszych p idealy wystepujace w rozkladzie
nie powtarzaja sie (tzw. przypadek nierozgaleziony), podgrupa bezwladu jest
trywialnai Vp = V.

Rozwazmy teraz czynnik Eulera:

Ly(0,5) = [det((Id —o(Frp)p~)|v)] ™"

Biorac produkt tych czynnikéw po wszystkich liczbach pierwszych otrzymujemy
L-funkcje Artina stowarzyszona z o:

L(o,s) = H Ly(o,s).

Produkt ten jest zbiezny, jesli Re s > 1 i rozszerza sie do funkcji meromorficznej
na C.

Wréémy teraz do twierdzenia Fermata o rozkladzie liczby pierwszej na sume
kwadratéow. Jesli K = Q(i), to A = Z[i] 1 wszystkie idealy pierwsze w A sa
postaci (n) lub (n + mi). Zatem pytanie o rozklad p - A jest pytaniem kiedy
p = (n +mi)(n —mi) = n? + m?2, czyli kiedy p jest suma dwéch kwadratéw.
Oczywiscie bez straty ogdlnosci mozemy zalozyé, ze p > 2.

Rozwazymy reprezentacje o : G = Gal(Q(i)/Q) — GL(1,C) = C* posylajaca
sprzezenie w —1. Oczywiscie o jest wlozeniem G na dwuelementowa podgrupe
C*. Zeby znalezé obraz automorfizmu Frobeniusa Fr, rozwazymy nastepujace
dwa przypadki.

(1) Jesli p jest generuje ideal pierwszy w A, to cialo reszt A/P = A/(p- A)
jest izomorficzne z F,», wiec automorfizm Frobeniusa jest nietrywialny. Stad
o(Fry,) = —1.

(2) Jedli p sie rozpada, czyli p = (n 4+ mi)(n — mi), to cialo reszt A/P
jest izomorficzne z F,, i automorfizm Frobeniusa jest trywialny. Zatem w tym
przypadku o(Fr,) = 1.

Z drugiej strony wiadomo, ze automorfizm Frobeniusa spelia dla kazdego
a € A kongruencje Fry(a) = aP(modp). W szczegdlnosci Fry,(i) = i?(mod p),



skad
1, jesli p =1 (mod 4),
U(Hp) = s 210 —
—1, jedli p = —1 (mod 4).

Poréwnujac ze soba te dwa rézne sposoby wyznaczenia automorfizmu Fro-
beniusa widzimy, ze p jest suma dwoéch kwadratéw wtedy i tylko wtedy, gdy
p=1(mod4).

Jedli zdefiniujemy charakter x, : (Z/4Z)* — C* przez x,(n) = (—l)nT_l, to
nasze rozwazania mozna tez podsumowac nastepujacym wzorem:

o(Fry) = xo(p)-

W latach dwudziestych XX wieku E. Artin uogdlnit powyzszy przyktad po-
kazujac tzw. prawo wzajemnodci. Méwi ono, ze dla dowolnego abelowego roz-
szerzenia K ciala liczb wymiernych i dowolnej jednowymiarowej reprezentacji
o: Gal(K/Q) — GL(1,C) istnieje pewna liczba naturalna N, i charakter Diri-
chleta x5 : (Z/NyZ)* — C* takie, ze o(Fr,) = x»(p). Ponadto L-funkcja Artina
stowarzyszona z o jest réwna L-funkcji dla charakteru Dirichleta, zdefiniowanej
przez

L(x,s) = [JA=x@p *) ' = Xé:b)-
»

Dopiero jednak Langlands, 40 lat pézniej, sformutowal to prawo wzajemnosci
i odpowiednie hipotezy dla n-wymiarowej reprezentacji grupy Galois i to w
przypadku nieabelowym.

Dokladniej, zdefiniowal on tzw. automorficzne reprezentacje grupy GL,, nad
adelami Q (odpowiada to uogdlnieniu charakteréw Dirichleta), stowarzyszyt z
nimi L-funkcje i postawit hipoteze, ze kazda n-wymiarowa L-funkcja Artina jest
L-funkcja pewnej reprezentacji automorficznej m, grupy GL,,.

Odpowiednio$é¢ o ¢ m, nazywa sie odpowiednioscia Langlandsa i wlasnie
za jej dowdd w przypadku funkcyjnym Lafforgue otrzymal medal Fieldsa. Jest
to pierwsze ogdlne prawo wzajemnosci w przypadku nieabelowym. Do tej pory
byly znane jedynie szczegdlne przypadki dotyczace niskowymiarowych reprezen-
tacji. Na przyktad dwuwymiarowy przypadek ciat liczbowych (przy zatozeniu,
ze grupa Gal(K/Q) jest rozwiazalna) byl jednym z waznych elementéw dowodu
Wielkiego Twierdzenia Fermata.

Za dowdéd dwuwymiarowego przypadku dla cial funkcyjnych medal Fieldsa
otrzymat w 1990 roku Drinfeld, ktéry wprowadzit tzw. “sztuki” i zasugerowat,
ze ich uzycie powinno w ogdélnym przypadku doprowadzié¢ do dowodu odpowied-
nioci Langlandsa dla cial funkcyjnych. Ten krok zostal zrealizowany wlasnie
przez Lafforgue’a.

2. Odpowiednio$é¢ Langlandsa dla cial funkcyjnych.

Zanim sprébujemy wyjadnié odpowiednio$é Langlandsa w przypadku cial funk-
cyjnych (a takze dla wyzej wymiarowych reprezentacji w przypadku ciat licz-



bowych) musimy wprowadzié¢ kilka nowych pojeé. Przy okazji z powodéw tech-
nicznych popelnie pare naduzyé, ktore mam nadzieje zostana mi wybaczone ze
wzgledu na “popularno—naukowy” charakter artykutu.

Waluacja dyskretna w ciele F' nazywamy taki surjektywny homomorfizm
grup v : F* — Z, ze dla dowolnych a,b € F* mamy v(a + b) > min(v(a),v(b)).
Dla uproszczenia notacji przyjmijmy tez v(0) = co.

Niech F' bedzie teraz skonczonym rozszerzeniem ciala F, (z). Wéwczas roz-
waza sie rodzing ® wszystkich waluacji dyskretnych v : F* — Z (ktére au-
tomatycznie musza zerowac sie na Fz*)) 7 kazda taka waluacja mozna stowa-
rzyszy¢ pierscieni lokalny O, = {z € F : v(z) > 0} z idealem maksymalnym
my = {z € F :v(x) > 1}. Zbiér X wszystkich takich pierscieni tworzy gladka
krzywa rzutowa nad cialem F,, ktérej cialem funkcji wymiernych jest cialo F'.
Na odwrét, kazda krzywa rzutowa nad F,, (ktéra jest gladka i spéjna nad alge-
braicznym domknieciem ciata F,) mozna uzyskaé¢ w ten sposéb.

Dla kazdego domknietego punktu z € X odpowiadajacego waluacji v wpro-
wadza sie stopien deg(z) rowny wymiarowi ciata reszt x(z) = O, /m, nad cialem
F,. Z waluacja v mozna stowarzyszy¢ norme ¢ = e—de8()v - Niech teraz F,
oznacza uzupelienie ciala F' wzgledem tej normy. Pierscieniem adeli ciala F
nazywamy

Ap = {(ay) € H F, : v(ay) > 0 dla prawie wszystkich v}.
vED

Oczywiscie, mamy naturalne wlozenie ciata F' w pierscien adeli, ktére element
a € F posyla na adel (a,) taki, ze a, = a dla kazdego v.

Ogdlnie odpowiednio$¢ Langlandsa wiaze r-wymiarowe reprezentacje grupy
Galois rozdzielczego algebraicznego domkniecia F nad F' z pewnymi reprezen-
tacjami grupy GL,(A) odwracalnych r X r macierzy o wspélczynnikach z pier-
Scienia adeli A.

W przypadku cial funkcyjnych wprowadza sie jeszcze pomocnicza liczbe
pierwsza [ # p i rozwaza sie ciagle nierozkladalne reprezentacje grupy Gp =
Gal(F/F) w grupie GL.(Q,), gdzie Q; jest domknieciem algebraicznym ciata
Q ulamkéw liczb l-adycznych catkowitych Z; = lim, Z/I"Z (o @ mozna tez
mysleé jako o uzupekieniu ciala Q wzgledem normy l-adycznej). Zbiér klas
réwnowaznos$ci wszystkich takich reprezentacji (spelniajacych jeszcze pewien
techniczny warunek na wyznaczniki) oznaczmy przez G,.

7 kazda taka reprezentacja o : Gal(F/F) — GL.(Q;) podobnie jak w przy-
padku cial liczbowych mozna stowarzyszy¢ L-funkcje L(o,s). Definicja tej L-
funkcji zostala wprowadzona przez A. Grothendiecka i jest praktycznie taka
sama jak w opisanym wyzej przypadku cial liczbowych.

Mianowicie dla kazdego punktu x € X wprowadza sie podgrupe rozktadu
D, (jest to grupa Galois pewnego rozdzielczego domknigcia ciala F,) i podgrupe
bezwtadu I,.. Ichiloraz D, /I, jest izomorficzny z grupa Galois I',, domkniecia al-
gebraicznego ciata reszt k(z) nad tym ciatem reszt. W tej grupie Galois ['; mamy
naturalny wyrézniony element Fr, odpowiadajacy wyciaganiu pierwiastka stop-
nia pde&(®)_ Teraz uzywajac reprezentacji ¢ mozna zdefiniowaé obraz o, (Fr,)



w GL,.(Q,). Majac o, (Fr,) okreilamy czynniki Eulera, ktérych iloczynem jest
nasza L-funkcja. Sciélej rzecz biorac rozpatruje sie tylko cze$ciowa L-funkcje
bedaca iloczynem po punktach x € X w ktérych o jest nierozgalezione, tj. tych
x gdzie o, ma r réznych wartosci wtasnych (nazywanych wartosciami wlasnymi
Frobeniusa reprezentacji o).

Druga strona odpowiedniosdci Langlandsa jest troche trudniejsza do $cistego
zdefiniowania. Najpierw wprowadza sie ostrzowe (ang. “cuspidal”) funkcje au-
tomorficzne ¢ : GL,(A) — @, tj. funkcje niezmiennicze ze wzgledu na dzialanie
grupy GL.(F) spehliajace pewne dodatkowe warunki (podobnie w przypadku
liczbowym wprowadza sie formy modularne np. jako formy rézniczkowe okreslone
na gérnej polplaszczyznie H niezmiennicze ze wzgledu na dzialanie SLy(Z), a
ostrzowe formy modularne odpowiadaja formom modularnym znikajacym w
ostrzach obszaru fundamentalnego tego dzialania). Potem rozwaza sie tutaj
zbiér A, klas reprezentantéw wszystkich reprezentacji grupy GL,.(A) bedacych,
w pewnym uproszczeniu, sktadnikami prostymi naturalnej reprezentacji GL,.(A)
na przestrzeni wszystkich automorficznych funkcji ostrzowych. Takie repre-
zentacje nazywa sie nierozkladalnymi ostrzowymi reprezentacjami automorficz-
nymi.

Kazda taka reprezentacja 7 jest wyznaczona przez swoje sktadniki lokalne, t;j.
przez indukowane nierozkladalne reprezentacje m, grup GL,(F,). Oczywiscie z
nimi réwniez mozna, stowarzyszy¢ czynniki Eulera L, (7, s), a biorac ich iloczyn
mozna zdefiniowaé L-funkcje reprezentacji 7 (znowu definiuje sie tylko czeSciowa
L-funkcje). Poza skoniczona liczba punktéw 7, ma r réznych wartosci wtasnych,
nazywanych wartosciami wiasnymi Heckego.

Teraz mozemy w koncu sformulowaé gtéwny rezultat otrzymany przez Laf-
forgue’a:

Twierdzenie 1. Istnieje bijekcja pomiedzy zbiorami A, i G, taka, Ze odpowied-
nie L-funkcje L(m,s) i L(o(r),s) sa réwne. Ponadto wartosci wtasne Heckego
reprezentacji ™ sq réwne odpowiednim wartoSciom wlasnym Frobeniusa repre-
zentacji o ().

Jako wnioski z tego twierdzenia Lafforgue wyprowadzit hipoteze Ramanujana—
Peterssona méwiaca, ze wartosci wtasne Heckego (przy dowolnym izomorfizmie
cial Q; i C; takie izomorfizmy istnieja z aksjomatu wyboru) sa liczbami alge-
braicznymi o module 1, oraz hipoteze Deligne’a méwiaca, ze obrazy wartosci
wlasnych Frobeniusa tez maja modut 1.

W przypadku cial liczbowych najprostszym odpowiednikiem Twierdzenia
1 jest twierdzenie Kroneckera—Webera. Moéwi ono, ze maksymalny abelowy
iloraz grupy Galois Gal(Q/Q) jest izomorficzny z granica lim, (Z/NZ)* grup
Galois rozszerzen cyklotomicznych Q(¢x). Poréwnanie wartosci Frobeniusa z
warto$ciami Heckego (czyli twierdzenie Artina) méwi tu, ze jesli p nie dzieli N,
to obraz Fry, jest réwny p modulo N. To pozwala na odtworzenie rozkladu liczby
pierwszej p w pierécieniu Z[({n] (czyli uogdlnienie twierdzenia Fermata).



3. Geometria algebraiczna, czyli pare st6w o dowodzie.

Jak juz wczedniej wspominaliSmy, idea dowodu odpowiednio$ci Langlandsa nalezy
do Drinfelda i nie tu nalezy szukaé zastugi Lafforgue’a.

Drinfeld wprowadzit tzw. sztuki (w okresie powstawania byta uzywana mniej
enigmatyczna nazwa F-snopy; F pochodzi od Frobeniusa). Jesli S jest roz-
maitoécia zdefiniowana nad cialem F,, to mozna zdefiniowac jej endomorfizm
Frobeniusa Fs : S — S polegajacy na podnoszeniu do p-tej potegi.

Sztuka rangi r na rozmaitodci S zdefiniowanej nad cialem I, nazywa sie
wiazke wektorowa F na produkcie X x S krzywej X i rozmaitoéci S, razem z
dwoma wlozeniami wiazki E i wiazki (Idx xr, Fs)*E w pewna inna wiazke E’
w taki sposéb, ze réznia sie one od E’ tylko na wykresach pewnych odwzorowan
S — X nazywanych nieskoniczonos$cia i zerem. Odwzorowania te indukuja od-
wzorowanie z rozmaitosci (doktadniej: stosu) Sht, klasyfikujacego sztuki rangi
r nad F,, do produktu X x X.

A. Grothendieck wprowadzil dla dowolnej rozmaitosci Z tzw. kohomolo-
gie l-adyczne H'(Z,Q) majace szereg dobrych wlasnoéci pozwalajacych miedzy
innymi na wyznaczanie liczby punktéw stalych endomorfizmu wlasciwej (odpo-
wiednik zwartoéci w dodatniej charakterystyce) gtadkiej rozmaitosci przy po-
mocy $ladéw odwzorowania indukowanego na kohomologiach [-adycznych (jest
to odpowiednik wzoru Lefschetza dobrze znanego z kursu topologii algebraicz-
nej). Stosujac ten wzér do zlozeni endomorfizmu Frobeniusa mozna bez ktopotéw
obliczy¢ liczbe punktéw rozmaitosci Z nad cialem Fy-, a stad mozna latwo wyli-
czy¢ tzw. (-funkcje dla Z uogélniajaca (-funkcje Riemanna i bedaca odpowied-
nikiem L-funkcji rozmaitosci.

Stosujac powyzsze idee do Sht, i realizujac reprezentacje z A, i G, w kohomo-
logiach l-adycznych Lafforgue byt w stanie dowie$¢ odpowiedniosci Langlandsa
przez indukcje za wzgledu na r.

Zeby sie przekonaé, ze nie jest to wcale proste, wystarczy zauwazy¢, ze
po pierwsze Sht, nie jest skoriczonego typu (podobnie jak przestrzen klasyfi-
kujaca wszystkie wiazki na krzywej). Ten problem daje sie obej$é w klasyczny
dosy¢ sposéb traktujac Sht, jako granice naturalnie zdefiniowanych rozmaitosci
S ht;P, z ktérych kazda klasyfikuje tylko czes$é sztuk. Nawet jesli jednak uda
sie pokonaé ten problem, to pozostaje inny: tak uzyskane rozmaitosci nie sa
zwarte i nie mozna stosowa¢ wzoru Lefschetza. I tutaj lezy chyba gléwna
zastuga Lafforgue’a, ktéremu udalo sie skonstruowaé pewne uzwarcenia roz-
maitodci ShtTSP , w kohomologiach ktérych mozna zrealizowac reprezentacje
grupy GL,(A) x Gal(F/F) x Gal(F / F) odpowiadajaca sumie 7 ® o(7) ® 0" ()
po wszystkich # € A, (o jest pewna reprezentacja kanonicznie wyznaczona
przez o). Koricowy wynik, czyli odpowiednio$é Langlandsa, otrzymuje si¢ przez
poréwnanie wzoru Grothendiecka—Lefschetza z wzorem §ladu Arthura—Selberga.

Na zakoriczenie chcialbym wyjasnié, skad w ogdle bierze sie zwiazek miedzy
reprezentacjami automorficznymi a wiazkami wektorowymi. Zalézmy, ze mamy
dana wszedzie nierozgaleziona reprezentacje automorficzna = grupy GL,(4A) i
potézmy O = er\X| O,. Wtedy przestrzen GL,.(O)-niezmiennikéw w 7 jest
jednowymiarowa i rozpinana przez wektor v = ®,¢|x|v.- Wektor ten wy-



znacza GL,(O)-niezmiennicza funkcje na GL,.(F)\ GL.(A), czyli funkcje na
GL.(F)\GL,(A)/ GL,(0O). Takie funkcje sa w bijekcji z wiazkami wektoro-
wymi rangi r na X. Bijekcja ta jest realizowana przy pomocy trywializacji
wiazki w punktach z € |X| i na duzym zbiorze otwartym w X, przy czym
zmiany trywializacji odpowiadaja dzieleniu przez GL,.(F) i GL,.(O).

Fakt ten zostal zauwazony juz przez A. Weila, ale niestety nie pozwala on na
skonstruowanie dobrej reprezentacji GL,(A) x Gal(F/F) w przestrzeni moduli
wiazek wektorowych na krzywej. Fakt, ze mozna skonstruowaé bardziej skom-
plikowana reprezentacje dla przestrzeni moduli sztuk, zostal w przypadku r = 2
zauwazony przez Drinfelda i uogélniony do dowolnej rangi przez Lafforgue’a.

Ponizej podaje tylko kilka przegladowych prac dotyczacych programu Lan-
glandsa, w ktérych mozna znalezé petlna bibliografie. Polecam zwtaszcza ele-
mentarne wprowadzenie S. Gelbarta [3] do programu Langlandsa nad ciatami
liczbowymi oraz, dla bardziej ambitnych czytelnikéw, prace E. Frenkela [2].

Podziekowania:
Pragnalbym tu podzigkowaé Profesorowi J. Browkinowi za uwazne przeczytanie
wstepnej wersji tego artkulu i cenne uwagi.
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