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Celem tego artyku lu jest wyt luma
zenie wynik�ow, a w pewnym stopniu

r�ownie_z metod, uzyskany
h przez L. La�orgue'a. W 2002 roku otrzyma l on

medal Fieldsa za swoje pra
e doty
z

,

a
e programu Langlandsa, a dok ladniej

za dow�od odpowiednio�s
i Langlandsa dla og�olnej grupy liniowej nad 
ia lami

funk
yjnymi krzywy
h w dodatniej 
harakterysty
e. Odpowiednio�s�
 ta doty-


zy zwi

,

azk�ow mi

,

edzy teori

,

a li
zb i teori

,

a grup, a jej dow�od u_zywa geometrii

algebrai
znej.

_

Zeby wyja�sni�
, na 
zym polegaj

,

a uzyskane przez La�orgue'a wyniki, pos lu-

_zymy si

,

e prost

,

a analogi

,

a z teori

,

a li
zb i teori

,

a 
ia l klas.

Cia lem globalnym nazywamy albo sko�n
zone rozszerzenie 
ia la li
zb wy-

mierny
h (tzw. 
ia lo li
zbowe) albo sko�n
zone rozszerzenie 
ia la F

p

(x) funk
ji

wymierny
h jednej zmiennej o wsp�o l
zynnika
h w p-elementowym 
iele sko�n-


zonym (tzw. 
ia lo funk
yjne).

Okazuje si

,

e, _ze \wszystkie" twierdzenia prawdziwe dla 
ia l li
zbowy
h maj

,

a

swoje odpowiedniki dla 
ia l funk
yjny
h, i na odwr�ot, twierdzenia prawdziwe

dla 
ia l funk
yjny
h powinny by�
 prawdziwe dla 
ia l li
zbowy
h. O
zywi�s
ie,

dowody dla 
ia l li
zbowy
h s

,

a zazwy
zaj du_zo trudniejsze, jak wida�
 na przy-

k ladzie Wielkiego Twierdzenia Fermata, kt�ore w przypadku funk
yjnym jest

prostym �
wi
zeniem.

Mimo _ze pra
e La�orgue'a doty
z

,

a w la�snie 
ia l funk
yjny
h, 
h
ia lbym jed-

nak za
z

,

a�
 od om�owienia 
ia l li
zbowy
h, gdzie przynajmniej po
z

,

atkowe wyniki

i sformu lowania s

,

a bardziej intui
yjne.

1. Program Langlandsa dla 
ia l li
zbowy
h.

Historia programu Langlandsa za
z

,

e la si

,

e wieki 
a le przed Langlandsem { od

Fermata (XVII wiek), kt�ory zauwa_zy l, _ze nieparzysta li
zba pierwsza daje si

,

e

zapisa�
 jako suma dw�o
h kwadrat�ow li
zb 
a lkowity
h wtedy i tylko wtedy gdy

jej reszta z dzielenia przez 4 jest r�owna 1.

Za 
hwil

,

e zinterpretujemy ten wynik, a na razie zmie�nmy temat i rozwa_zmy

pewne sko�n
zone rozszerzenie Galois K 
ia la li
zb wymierny
h Q. W 
iele

tym mo_zna rozwa_zy�
 pier�s
ie�n li
zb 
a lkowity
h A, to jest taki
h li
zb a, kt�ore

spe lniaj

,

a r�ownanie f(a) = 0 dla pewnego wielomianu f o wsp�o l
zynnika
h


a lkowity
h, kt�orego najwy_zszy wsp�o l
zynnik jest r�owny 1.
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W�ow
zas ka_zdy niezerowy idea l pier�s
ienia A daje si

,

e jednozna
znie zapisa�


jako ilo
zyn idea l�ow pierwszy
h. W sz
zeg�olno�s
i mo_zna tak zapisa�
 idea l p �A,

gdzie p jest li
zb

,

a pierwsz

,

a w Z. O
zywi�s
ie, grupa Galois G = Gal(K=Q) dzia la

tranzytywnie na zbiorze idea l�ow pierwszy
h w
hodz

,

a
y
h w rozk lad p � A.

Ch


,

a
 otrzyma�
 dok ladniejsz

,

a informa
j

,

e o tym rozk ladzie dla ustalonego

idea lu P z rozk ladu p �A, rozwa_za si

,

e grup

,

e rozk ladu D

P

= fg 2 G : g(P) = Pg

oraz podgrup

,

e bezw ladu I

P

= fg 2 D

P

: g(x) � x(modP) dla ka_zdego x 2 Ag:

Iloraz D

P

=I

P

jest grup

,

a 
ykli
zn

,

a izomor�
zn

,

a z grup

,

a Galois Gal(A=P : Z=pZ)

a pewien jej generator Fr

P

nazywa si

,

e elementem Frobeniusa. Je�sli rozszerzenie

K=Q jest abelowe (tj. grupa G = Gal(K=Q) jest abelowa), to Fr

P

zale_zy tylko

od p.

Je�sli teraz mamy reprezenta
j

,

e � : G ! GL(V ), to �(Fr

P

) jest dobrze zde-

�niowanym przekszta l
eniem liniowym podprzestrzeni V

P

wektor�ow niezmien-

ni
zy
h ze wzgl

,

edu na obraz �(I

P

).

Dla prawie wszystki
h li
zb pierwszy
h p idea ly wyst

,

epuj

,

a
e w rozk ladzie

nie powtarzaj

,

a si

,

e (tzw. przypadek nierozga l

,

eziony), podgrupa bezw ladu jest

trywialna i V

P

= V .

Rozwa_zmy teraz 
zynnik Eulera:

L

p

(�; s) = [det((Id��(Fr

P

)p

�s

)j

V

P

)℄

�1

:

Bior

,

a
 produkt ty
h 
zynnik�ow po wszystki
h li
zba
h pierwszy
h otrzymujemy

L-funk
j

,

e Artina stowarzyszon

,

a z �:

L(�; s) =

Y

p

L

p

(�; s):

Produkt ten jest zbie_zny, je�sli Re s > 1 i rozszerza si

,

e do funk
ji meromor�
znej

na C .

Wr�o�
my teraz do twierdzenia Fermata o rozk ladzie li
zby pierwszej na sum

,

e

kwadrat�ow. Je�sli K = Q(i), to A = Z[i℄ i wszystkie idea ly pierwsze w A s

,

a

posta
i (n) lub (n + mi). Zatem pytanie o rozk lad p � A jest pytaniem kiedy

p = (n + mi)(n �mi) = n

2

+ m

2

, 
zyli kiedy p jest sum

,

a dw�o
h kwadrat�ow.

O
zywi�s
ie bez straty og�olno�s
i mo_zemy za lo_zy�
, _ze p > 2.

Rozwa_zymy reprezenta
j

,

e � : G = Gal(Q(i)=Q ) ! GL(1; C ) = C

�

posy laj

,

a


,

a

sprz

,

e_zenie w �1. O
zywi�s
ie � jest w lo_zeniem G na dwuelementow

,

a podgrup

,

e

C

�

.

_

Zeby znale�z�
 obraz automor�zmu Frobeniusa Fr

p

rozwa_zymy nast

,

epuj

,

a
e

dwa przypadki.

(1) Je�sli p jest generuje idea l pierwszy w A, to 
ia lo reszt A=P = A=(p � A)

jest izomor�
zne z F

p

2

, wi

,

e
 automor�zm Frobeniusa jest nietrywialny. St

,

ad

�(Fr

p

) = �1.

(2) Je�sli p si

,

e rozpada, 
zyli p = (n + mi)(n � mi), to 
ia lo reszt A=P

jest izomor�
zne z F

p

i automor�zm Frobeniusa jest trywialny. Zatem w tym

przypadku �(Fr

p

) = 1.

Z drugiej strony wiadomo, _ze automor�zm Frobeniusa spe lnia dla ka_zdego

a 2 A kongruen
j

,

e Fr

p

(a) � a

p

(mod p). W sz
zeg�olno�s
i Fr

p

(i) � i

p

(mod p),
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sk

,

ad

�(Fr

p

) =

(

1; je�sli p � 1 (mod 4),

�1; je�sli p � �1 (mod 4).

Por�ownuj

,

a
 ze sob

,

a te dwa r�o_zne sposoby wyzna
zenia automor�zmu Fro-

beniusa widzimy, _ze p jest sum

,

a dw�o
h kwadrat�ow wtedy i tylko wtedy, gdy

p � 1 (mod 4).

Je�sli zde�niujemy 
harakter �

�

: (Z=4Z)

�

! C

�

przez �

�

(n) = (�1)

n�1

2

, to

nasze rozwa_zania mo_zna te_z podsumowa�
 nast

,

epuj

,

a
ym wzorem:

�(Fr

p

) = �

�

(p):

W lata
h dwudziesty
h XX wieku E. Artin uog�olni l powy_zszy przyk lad po-

kazuj

,

a
 tzw. prawo wzajemno�s
i. M�owi ono, _ze dla dowolnego abelowego roz-

szerzenia K 
ia la li
zb wymierny
h i dowolnej jednowymiarowej reprezenta
ji

� : Gal(K=Q) ! GL(1; C ) istnieje pewna li
zba naturalna N

�

i 
harakter Diri-


hleta �

�

: (Z=N

�

Z)

�

! C

�

takie, _ze �(Fr

p

) = �

�

(p): Ponadto L-funk
ja Artina

stowarzyszona z � jest r�owna L-funk
ji dla 
harakteru Diri
hleta, zde�niowanej

przez

L(�; s) =

Y

p

(1� �(p)p

�s

)

�1

=

X

�(n)

n

s

:

Dopiero jednak Langlands, 40 lat p�o�zniej, sformu lowa l to prawo wzajemno�s
i

i odpowiednie hipotezy dla n-wymiarowej reprezenta
ji grupy Galois i to w

przypadku nieabelowym.

Dok ladniej, zde�niowa l on tzw. automor�
zne reprezenta
je grupy GL

n

nad

adelami Q (odpowiada to uog�olnieniu 
harakter�ow Diri
hleta), stowarzyszy l z

nimi L-funk
je i postawi l hipotez

,

e, _ze ka_zda n-wymiarowa L-funk
ja Artina jest

L-funk
j

,

a pewnej reprezenta
ji automor�
znej �

�

grupy GL

n

.

Odpowiednio�s�
 � $ �

�

nazywa si

,

e odpowiednio�s
i

,

a Langlandsa i w la�snie

za jej dow�od w przypadku funk
yjnym La�orgue otrzyma l medal Fieldsa. Jest

to pierwsze og�olne prawo wzajemno�s
i w przypadku nieabelowym. Do tej pory

by ly znane jedynie sz
zeg�olne przypadki doty
z

,

a
e niskowymiarowy
h reprezen-

ta
ji. Na przyk lad dwuwymiarowy przypadek 
ia l li
zbowy
h (przy za lo_zeniu,

_ze grupa Gal(K=Q) jest rozwi

,

azalna) by l jednym z wa_zny
h element�ow dowodu

Wielkiego Twierdzenia Fermata.

Za dow�od dwuwymiarowego przypadku dla 
ia l funk
yjny
h medal Fieldsa

otrzyma l w 1990 roku Drinfeld, kt�ory wprowadzi l tzw. \sztuki" i zasugerowa l,

_ze i
h u_zy
ie powinno w og�olnym przypadku doprowadzi�
 do dowodu odpowied-

nio�s
i Langlandsa dla 
ia l funk
yjny
h. Ten krok zosta l zrealizowany w la�snie

przez La�orgue'a.

2. Odpowiednio�s�
 Langlandsa dla 
ia l funk
yjny
h.

Zanim spr�obujemy wyja�sni�
 odpowiednio�s�
 Langlandsa w przypadku 
ia l funk-


yjny
h (a tak_ze dla wy_zej wymiarowy
h reprezenta
ji w przypadku 
ia l li
z-
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bowy
h) musimy wprowadzi�
 kilka nowy
h poj

,

e�
. Przy okazji z powod�ow te
h-

ni
zny
h pope lni

,

e par

,

e nadu_zy�
, kt�ore mam nadziej

,

e zostan

,

a mi wyba
zone ze

wzgl

,

edu na \popularno{naukowy" 
harakter artyku lu.

Walua
j

,

a dyskretn

,

a w 
iele F nazywamy taki surjektywny homomor�zm

grup v : F

�

! Z, _ze dla dowolny
h a; b 2 F

�

mamy v(a + b) � min(v(a); v(b)).

Dla uprosz
zenia nota
ji przyjmijmy te_z v(0) = 1.

Nie
h F b

,

edzie teraz sko�n
zonym rozszerzeniem 
ia la F

p

(x). W�ow
zas roz-

wa_za sie rodzin

,

e � wszystki
h walua
ji dyskretny
h v : F

�

! Z (kt�ore au-

tomaty
znie musz

,

a zerowa�
 si

,

e na F

�

p

). Z ka_zd

,

a tak

,

a walua
j

,

a mo_zna stowa-

rzyszy�
 pier�s
ie�n lokalny O

v

= fx 2 F : v(x) � 0g z idea lem maksymalnym

m

v

= fx 2 F : v(x) � 1g. Zbi�or X wszystki
h taki
h pier�s
ieni tworzy g ladk

,

a

krzyw

,

a rzutow

,

a nad 
ia lem F

p

, kt�orej 
ia lem funk
ji wymierny
h jest 
ia lo F .

Na odwr�ot, ka_zd

,

a krzyw

,

a rzutow

,

a nad F

p

(kt�ora jest g ladka i sp�ojna nad alge-

brai
znym domkni

,

e
iem 
ia la F

p

) mo_zna uzyska�
 w ten spos�ob.

Dla ka_zdego domkni

,

etego punktu x 2 X odpowiadaj

,

a
ego walua
ji v wpro-

wadza si

,

e stopie�n deg(x) r�owny wymiarowi 
ia la reszt �(x) = O

v

=m

v

nad 
ia lem

F

p

. Z walua
j

,

a v mo_zna stowarzyszy�
 norm

,

e ' = e

�deg(x)v

. Nie
h teraz F

v

ozna
za uzupe lnienie 
ia la F wzgl

,

edem tej normy. Pier�s
ieniem adeli 
ia la F

nazywamy

A

F

= f(a

v

) 2

Y

v2�

F

v

: v(a

v

) � 0 dla prawie wszystki
h vg:

O
zywi�s
ie, mamy naturalne w lo_zenie 
ia la F w pier�s
ie�n adeli, kt�ore element

a 2 F posy la na adel (a

v

) taki, _ze a

v

= a dla ka_zdego v.

Og�olnie odpowiednio�s�
 Langlandsa wi

,

a_ze r-wymiarowe reprezenta
je grupy

Galois rozdziel
zego algebrai
znego domkni

,

e
ia F nad F z pewnymi reprezen-

ta
jami grupy GL

r

(A ) odwra
alny
h r � r ma
ierzy o wsp�o l
zynnika
h z pier-

�s
ienia adeli A .

W przypadku 
ia l funk
yjny
h wprowadza si

,

e jesz
ze pomo
ni
z

,

a li
zb

,

e

pierwsz

,

a l 6= p i rozwa_za si

,

e 
i

,

ag le nierozk ladalne reprezenta
je grupy G

F

=

Gal(F=F ) w grupie GL

r

(Q

l

), gdzie Q

l

jest domkni

,

e
iem algebrai
znym 
ia la

Q

l

u lamk�ow li
zb l-ady
zny
h 
a lkowity
h Z

l

= lim

 

Z=l

r

Z (o Q

l

mo_zna te_z

my�sle�
 jako o uzupe lnieniu 
ia la Q wzgl

,

edem normy l-ady
znej). Zbi�or klas

r�ownowa_zno�s
i wszystki
h taki
h reprezenta
ji (spe lniaj

,

a
y
h jesz
ze pewien

te
hni
zny warunek na wyzna
zniki) ozna
zmy przez G

r

.

Z ka_zd

,

a tak

,

a reprezenta
j

,

a � : Gal(F=F ) ! GL

r

(Q

l

) podobnie jak w przy-

padku 
ia l li
zbowy
h mo_zna stowarzyszy�
 L-funk
j

,

e L(�; s). De�ni
ja tej L-

funk
ji zosta la wprowadzona przez A. Grothendie
ka i jest prakty
znie taka

sama jak w opisanym wy_zej przypadku 
ia l li
zbowy
h.

Mianowi
ie dla ka_zdego punktu x 2 X wprowadza si

,

e podgrup

,

e rozk ladu

D

x

(jest to grupa Galois pewnego rozdziel
zego domkni

,

e
ia 
ia la F

x

) i podgrup

,

e

bezw ladu I

x

. I
h ilorazD

x

=I

x

jest izomor�
zny z grup

,

a Galois �

x

domkni

,

e
ia al-

gebrai
znego 
ia la reszt �(x) nad tym 
ia lem reszt. W tej grupie Galois �

x

mamy

naturalny wyr�o_zniony element Fr

x

odpowiadaj

,

a
y wy
i

,

aganiu pierwiastka stop-

nia p

deg(x)

. Teraz u_zywaj

,

a
 reprezenta
ji � mo_zna zde�niowa�
 obraz �

x

(Fr

x

)
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w GL

r

(Q

l

). Maj

,

a
 �

x

(Fr

x

) okre�slamy 
zynniki Eulera, kt�ory
h ilo
zynem jest

nasza L-funk
ja.

�

S
i�slej rze
z bior

,

a
 rozpatruje si

,

e tylko 
z

,

e�s
iow

,

a L-funk
j

,

e

b

,

ed

,

a


,

a ilo
zynem po punkta
h x 2 X w kt�ory
h � jest nierozga l

,

ezione, tj. ty
h

x gdzie �

x

ma r r�o_zny
h warto�s
i w lasny
h (nazywany
h warto�s
iami w lasnymi

Frobeniusa reprezenta
ji �).

Druga strona odpowiednio�s
i Langlandsa jest tro
h

,

e trudniejsza do �s
is lego

zde�niowania. Najpierw wprowadza si

,

e ostrzowe (ang. \
uspidal") funk
je au-

tomor�
zne ' : GL

r

(A ) ! Q

l

, tj. funk
je niezmienni
ze ze wzgl

,

edu na dzia lanie

grupy GL

r

(F ) spe lniaj

,

a
e pewne dodatkowe warunki (podobnie w przypadku

li
zbowym wprowadza si

,

e formy modularne np. jako formy r�o_zni
zkowe okre�slone

na g�ornej p�o lp lasz
zy�znie H niezmienni
ze ze wzgl

,

edu na dzia lanie SL

2

(Z), a

ostrzowe formy modularne odpowiadaj

,

a formom modularnym znikaj

,

a
ym w

ostrza
h obszaru fundamentalnego tego dzia lania). Potem rozwa_za si

,

e tutaj

zbi�or A

r

klas reprezentant�ow wszystki
h reprezenta
ji grupy GL

r

(A ) b

,

ed

,

a
y
h,

w pewnym uprosz
zeniu, sk ladnikami prostymi naturalnej reprezenta
ji GL

r

(A )

na przestrzeni wszystki
h automor�
zny
h funk
ji ostrzowy
h. Takie repre-

zenta
je nazywa si

,

e nierozk ladalnymi ostrzowymi reprezenta
jami automor�
z-

nymi.

Ka_zda taka reprezenta
ja � jest wyzna
zona przez swoje sk ladniki lokalne, tj.

przez indukowane nierozk ladalne reprezenta
je �

x

grup GL

r

(F

x

). O
zywi�s
ie z

nimi r�ownie_z mo_zna stowarzyszy�
 
zynniki Eulera L

x

(�; s), a bior

,

a
 i
h ilo
zyn

mo_zna zde�niowa�
L-funk
j

,

e reprezenta
ji � (znowu de�niuje si

,

e tylko 
z

,

e�s
iow

,

a

L-funk
j

,

e). Poza sko�n
zon

,

a li
zb

,

a punkt�ow �

x

ma r r�o_zny
h warto�s
i w lasny
h,

nazywany
h warto�s
iami w lasnymi He
kego.

Teraz mo_zemy w ko�n
u sformu lowa�
 g l�owny rezultat otrzymany przez Laf-

forgue'a:

Twierdzenie 1. Istnieje bijek
ja pomi

,

edzy zbiorami A

r

i G

r

taka, _ze odpowied-

nie L-funk
je L(�; s) i L(�(�); s) s

,

a r�owne. Ponadto warto�s
i w lasne He
kego

reprezenta
ji � s

,

a r�owne odpowiednim warto�s
iom w lasnym Frobeniusa repre-

zenta
ji �(�).

Jako wnioski z tego twierdzenia La�orgue wyprowadzi l hipotez

,

e Ramanujana{

Peterssona m�owi

,

a


,

a, _ze warto�s
i w lasne He
kego (przy dowolnym izomor�zmie


ia l Q

l

i C ; takie izomor�zmy istniej

,

a z aksjomatu wyboru) s

,

a li
zbami alge-

brai
znymi o module 1, oraz hipotez

,

e Deligne'a m�owi

,

a


,

a, _ze obrazy warto�s
i

w lasny
h Frobeniusa te_z maj

,

a modu l 1.

W przypadku 
ia l li
zbowy
h najprostszym odpowiednikiem Twierdzenia

1 jest twierdzenie Krone
kera{Webera. M�owi ono, _ze maksymalny abelowy

iloraz grupy Galois Gal(Q=Q) jest izomor�
zny z grani


,

a lim

 

(Z=NZ)

�

grup

Galois rozszerze�n 
yklotomi
zny
h Q(�

N

). Por�ownanie warto�s
i Frobeniusa z

warto�s
iami He
kego (
zyli twierdzenie Artina) m�owi tu, _ze je�sli p nie dzieli N ,

to obraz Fr

p

jest r�owny p modulo N . To pozwala na odtworzenie rozk ladu li
zby

pierwszej p w pier�s
ieniu Z[�

N

℄ (
zyli uog�olnienie twierdzenia Fermata).
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3. Geometria algebrai
zna, 
zyli par

,

e s l�ow o dowodzie.

Jak ju_z w
ze�sniej wspominali�smy, idea dowodu odpowiednio�s
i Langlandsa nale_zy

do Drinfelda i nie tu nale_zy szuka�
 zas lugi La�orgue'a.

Drinfeld wprowadzi l tzw. sztuki (w okresie powstawania by la u_zywana mniej

enigmaty
zna nazwa F -snopy; F po
hodzi od Frobeniusa). Je�sli S jest roz-

maito�s
i

,

a zde�niowan

,

a nad 
ia lem F

p

, to mo_zna zde�niowa�
 jej endomor�zm

Frobeniusa F

S

: S ! S polegaj

,

a
y na podnoszeniu do p-tej pot

,

egi.

Sztuk

,

a rangi r na rozmaito�s
i S zde�niowanej nad 
ia lem F

p

nazywa si

,

e

wi

,

azk

,

e wektorow

,

a E na produk
ie X � S krzywej X i rozmaito�s
i S, razem z

dwoma w lo_zeniami wi

,

azki E i wi

,

azki (Id

X

�

F

p

F

S

)

�

E w pewn

,

a inn

,

a wi

,

azk

,

e E

0

w taki spos�ob, _ze r�o_zni

,

a si

,

e one od E

0

tylko na wykresa
h pewny
h odwzorowa�n

S ! X nazywany
h niesko�n
zono�s
i

,

a i zerem. Odwzorowania te indukuj

,

a od-

wzorowanie z rozmaito�s
i (dok ladniej: stosu) Sht

r

klasy�kuj

,

a
ego sztuki rangi

r nad F

p

do produktu X �X .

A. Grothendie
k wprowadzi l dla dowolnej rozmaito�s
i Z tzw. kohomolo-

gie l-ady
zne H

i

(Z;Q

l

) maj

,

a
e szereg dobry
h w lasno�s
i pozwalaj

,

a
y
h mi

,

edzy

innymi na wyzna
zanie li
zby punkt�ow sta ly
h endomor�zmu w la�s
iwej (odpo-

wiednik zwarto�s
i w dodatniej 
harakterysty
e) g ladkiej rozmaito�s
i przy po-

mo
y �slad�ow odwzorowania indukowanego na kohomologia
h l-ady
zny
h (jest

to odpowiednik wzoru Lefs
hetza dobrze znanego z kursu topologii algebrai
z-

nej). Stosuj

,

a
 ten wz�or do z lo_ze�n endomor�zmu Frobeniusa mo_zna bez k lopot�ow

obli
zy�
 li
zb

,

e punkt�ow rozmaito�s
i Z nad 
ia lem F

p

r

, a st

,

ad mo_zna  latwo wyli-


zy�
 tzw. �-funk
j

,

e dla Z uog�olniaj

,

a


,

a �-funk
j

,

e Riemanna i b

,

ed

,

a


,

a odpowied-

nikiem L-funk
ji rozmaito�s
i.

Stosuj

,

a
 powy_zsze idee do Sht

r

i realizuj

,

a
 reprezenta
je zA

r

i G

r

w kohomo-

logia
h l-ady
zny
h La�orgue by l w stanie dowie�s�
 odpowiednio�s
i Langlandsa

przez induk
j

,

e za wzgl

,

edu na r.

_

Zeby si

,

e przekona�
, _ze nie jest to w
ale proste, wystar
zy zauwa_zy�
, _ze

po pierwsze Sht

r

nie jest sko�n
zonego typu (podobnie jak przestrze�n klasy�-

kuj

,

a
a wszystkie wi

,

azki na krzywej). Ten problem daje si

,

e obej�s�
 w klasy
zny

dosy�
 spos�ob traktuj

,

a
 Sht

r

jako grani


,

e naturalnie zde�niowany
h rozmaito�s
i

Sht

�P

r

, z kt�ory
h ka_zda klasy�kuje tylko 
z

,

e�s�
 sztuk. Nawet je�sli jednak uda

si

,

e pokona�
 ten problem, to pozostaje inny: tak uzyskane rozmaito�s
i nie s

,

a

zwarte i nie mo_zna stosowa�
 wzoru Lefs
hetza. I tutaj le_zy 
hyba g l�owna

zas luga La�orgue'a, kt�oremu uda lo si

,

e skonstruowa�
 pewne uzwar
enia roz-

maito�s
i Sht

�P

r

, w kohomologia
h kt�ory
h mo_zna zrealizowa�
 reprezenta
j

,

e

grupy GL

r

(A )�Gal(F=F )�Gal(F=F ) odpowiadaj

,

a


,

a sumie �
�(�)
�

_

(�)

po wszystki
h � 2 A

r

(�

_

jest pewn

,

a reprezenta
j

,

a kanoni
znie wyzna
zon

,

a

przez �). Ko�n
owy wynik, 
zyli odpowiednio�s�
 Langlandsa, otrzymuje si

,

e przez

por�ownanie wzoru Grothendie
ka{Lefs
hetza z wzorem �sladu Arthura{Selberga.

Na zako�n
zenie 
h
ia lbym wyja�sni�
, sk

,

ad w og�ole bierze si

,

e zwi

,

azek mi

,

edzy

reprezenta
jami automor�
znymi a wi

,

azkami wektorowymi. Za l�o_zmy, _ze mamy

dan

,

a wsz

,

edzie nierozga l

,

ezion

,

a reprezenta
j

,

e automor�
zn

,

a � grupy GL

r

(A ) i

po l�o_zmy O =

Q

x2jXj

O

x

. Wtedy przestrze�n GL

r

(O)-niezmiennik�ow w � jest

jednowymiarowa i rozpinana przez wektor v = 


x2jXj

v

x

. Wektor ten wy-
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zna
za GL

r

(O)-niezmienni
z

,

a funk
j

,

e na GL

r

(F )nGL

r

(A ), 
zyli funk
j

,

e na

GL

r

(F )nGL

r

(A )=GL

r

(O). Takie funk
je s

,

a w bijek
ji z wi

,

azkami wektoro-

wymi rangi r na X . Bijek
ja ta jest realizowana przy pomo
y trywializa
ji

wi

,

azki w punkta
h x 2 jX j i na du_zym zbiorze otwartym w X , przy 
zym

zmiany trywializa
ji odpowiadaj

,

a dzieleniu przez GL

r

(F ) i GL

r

(O).

Fakt ten zosta l zauwa_zony ju_z przez A. Weila, ale niestety nie pozwala on na

skonstruowanie dobrej reprezenta
ji GL

r

(A ) �Gal(F=F ) w przestrzeni moduli

wi

,

azek wektorowy
h na krzywej. Fakt, _ze mo_zna skonstruowa�
 bardziej skom-

plikowan

,

a reprezenta
j

,

e dla przestrzeni moduli sztuk, zosta l w przypadku r = 2

zauwa_zony przez Drinfelda i uog�olniony do dowolnej rangi przez La�orgue'a.

Poni_zej podaj

,

e tylko kilka przegl

,

adowy
h pra
 doty
z

,

a
y
h programu Lan-

glandsa, w kt�ory
h mo_zna znale�z�
 pe ln

,

a bibliogra�

,

e. Pole
am zw lasz
za ele-

mentarne wprowadzenie S. Gelbarta [3℄ do programu Langlandsa nad 
ia lami

li
zbowymi oraz, dla bardziej ambitny
h 
zytelnik�ow, pra


,

e E. Frenkela [2℄.

Podzi

,

ekowania:

Pragn

,

a lbym tu podzi

,

ekowa�
 Profesorowi J. Browkinowi za uwa_zne prze
zytanie

wst

,

epnej wersji tego artku lu i 
enne uwagi.
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