
Geometria Diofantyczna: egzamin pisemny

Do egzaminu ustnego prosz ↪e o przygotowanie na kartkach rozwi ↪azań co najmniej
3 zadań.

Zad. 1.
Z liczb ↪a niewymiern ↪a x ∈ R stowarzyszamy ci ↪agi a0 = [x], x0 = x, xn+1 =
1

xn−an
, an+1 = [xn+1]. Pokazać, że ci ↪ag {an} jest ograniczony wtedy i tylko

wtedy, gdy istnieje taka sta la c(α) > 0 że∣∣∣∣pq − α
∣∣∣∣ ≥ c(α)

q2

dla wszystkich liczb wymiernych p
q ∈ Q.

Zad. 2.
Niech α ∈ Q̄ ma stopień d ≥ 2. Znaleźć tak ↪a sta la c(α) > 0 zależn ↪a tylko od

wysokości α, że ∣∣∣∣pq − α
∣∣∣∣ ≥ c(α)

qd

dla wszystkich liczb wymiernych p
q ∈ Q.

Zad. 3.
Niech ϕ : P2 → P2 b ↪edzie przekszta lceniem (wymiernym) danym wzorem

ϕ([x, y, z]) = [x2, y2, xz].

1. Niech P = [a, b, c] ∈ P2(Q), gdzie a, b, c ∈ Z s ↪a wzgl ↪ednie pierwsze.
Pokazać, że

h(ϕ(P )) = log max{|a|2, |b|2, |ac|} − log{gcd(a, b2)}.

2. Pokazać, że zbiór {
h(ϕ(P ))

h(P )
: P ∈ P2(Q), h(P ) 6= 0

}
jest g ↪esty w przedziale [1, 2].

Zad. 4.
Niech C/Q b ↪edzie g ladk ↪a krzyw ↪a rzutow ↪a, która na pewnej cz ↪eści afinicznej

jest zadana wzorem 2y2 = x4 − 17. Pokazać, że C(Qv) 6= ∅ dla wszystkich
waluacji v, ale C(Q) = ∅. (Uwaga: osoby maj ↪ace k lopoty z GA mog ↪a ograniczyć
si ↪e do przypadku afinicznego, ale wtedy należy uważać co si ↪e dowodzi!).

Zad. 5.
Niech K b ↪edzie cia lem liczbowym i RS ∈ K pierścieniem liczb S-ca lkowitych

dla skończonego pewnego zbioru wartości bezwzgl ↪ednych S zawieraj ↪acego archimedes-
owe wartości bezwzgl ↪edne. Niech f ∈ K[x] b ↪edzie wielomianem stopnia ≥ 2
z parami różnymi pierwiastkami w K̄. Niech n ≥ 3. Pokazać, że równanie
yn = f(x) ma tylko skończenie wiele rozwi ↪azań x, y ∈ RS .
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