Geometria Diofantyczna: egzamin pisemny

Do egzaminu ustnego prosze o przygotowanie na kartkach rozwiazan co najmniej
3 zadan.

Zad. 1.

Z liczba niewymierna = € R stowarzyszamy ciagi ag = [z], g = &, Tpy1 =
ﬁ, apt1 = [Tny1]. Pokazaé, ze ciag {a,} jest ograniczony wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje taka stala c(a) > 0 ze

dla wszystkich liczb wymiernych % € Q.

Zad. 2.
Niech a € Q ma stopieni d > 2. Znalezé taka stata c(a) > 0 zalezna tylko od
wysokosci «, ze

‘P N ENC)
q
dla wszystkich liczb wymiernych 2 € Q.

Zad. 3.
Niech ¢ : P2 — P? bedzie przeksztalceniem (wymiernym) danym wzorem

(p([l’, y,ZD = [xza?JQ,.’L'Z}.

1. Niech P = [a,b,¢] € P%(Q), gdzie a,b,c € Z sa wzglednie pierwsze.
Pokazaé, ze

h(¢(P)) = logmax{la|, [b]?, |ac|} — log{gcd(a, b)}.

2. Pokazacé, ze zbiér

{h(}f(g;)) . P e PX(Q), h(P) # o}
jest gesty w przedziale [1,2].

Zad. 4.

Niech C/Q bedzie gladka krzywa rzutowa, ktéra na pewnej czesci afinicznej
jest zadana wzorem 2y? = x* — 17. Pokazaé, ze C(Q,) # 0 dla wszystkich
waluacji v, ale C(Q) = 0. (Uwaga: osoby majace klopoty z GA moga ograniczy¢
sie do przypadku afinicznego, ale wtedy nalezy uwazaé co sie dowodzi!).

Zad. 5.
Niech K bedzie cialem liczbowym i Rg € K pierscieniem liczb S-calkowitych
dla skonczonego pewnego zbioru wartosci bezwzglednych S zawierajacego archimedes-
owe wartosci bezwzgledne. Niech f € K[x] bedzie wielomianem stopnia > 2
z parami réznymi pierwiastkami w K. Niech n > 3. Pokazaé, ze réwnanie
y"™ = f(z) ma tylko skoniczenie wiele rozwiazan x,y € Rg.



