
Àëãåáðà è àíàëèçÒîì 31 (2019), �5ÌÀÊÑÈÌÀËÜÍÛÉ ÎÏÅ�ÀÒÎ� ÈÇ BMO Â BLO ÍÀ
α-ÄÅ�ÅÂÜßÕ© Â. ÂÀÑÞÍÈÍ, À. ÎÑÅÍÊÎÂÑÊÈ, Ë. ÑËÀÂÈÍÌû íàõîäèì òî÷íóþ âåðõíþþ �óíêöèþ Áåëëìàíà äëÿ åñòåñòâåííîãîäèàäè÷åñêîãî ìàêñèìàëüíîãî îïåðàòîðà, äåéñòâóþùåãî èç ïðîñòðàí-ñòâà BMO(Rn) â ïðîñòðàíñòâî BLO(Rn). Êàê ñëåäñòâèå íàìè ïîêà-çàíî, ÷òî íîðìà åñòåñòâåííîãî ìàêñèìàëüíîãî îïåðàòîðà èç BMO â

BLO ðàâíà 1 ïðè âñåõ n, è òàêîé æå ÿâëÿåòñÿ íîðìà êëàññè÷åñêîãîäèàäè÷åñêîãî ìàêñèìàëüíîãî îïåðàòîðà. �ëàâíûé ðåçóëüòàò ïîëó÷àåò-ñÿ êàê ÷àñòè÷íîå ñëåäñòâèå òåîðåìû äëÿ òàê íàçûâàåìûõ α-äåðåâüåâ,êîòîðûå îáîáùàþò äèàäè÷åñêèå ðåø¼òêè. Â ýòîé ïîñòàíîâêå �óíêöèÿÁåëëìàíà îáíàðóæèâàåò èíòåðåñíóþ êâàçè-ïåðèîäè÷åñêóþ ñòðóêòóðó,çàâèñÿùóþ îò α, íî äîïóñêàåò òàêæå è íå çàâèñÿùóþ îò α ìàæîðàíòó,è òåì ñàìûì íå çàâèñÿùóþ îò ðàçìåðíîñòè îöåíêó íîðìû îïåðàòîðà.Ìû òàêæå ïîëó÷àåì òî÷íîå îïèñàíèå óáûâàíèÿ íîðìû ñ ðîñòîì ðàç-íîñòè ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ �óíêöèè íà êóáå è èí�èìóìà ìàêñèìàëüíîé�óíêöèè íà ýòîì êóáå. Ïîñòðîåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òåñòîâûõ �óíê-öèé, íà êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ íîðìà îïåðàòîðà.�1. Ââåäåíèå è îïèñàíèå îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâÌû èññëåäóåì äåéñòâèå ìàêñèìàëüíîãî îïåðàòîðà íà ïðîñòðàíñò-âå BMO. Â ñòàòüå [3℄ Áåííåò, ÄåÂîð è Øàðïëè ïîêàçàëè, ÷òî ìàêñèìàëü-íûé îïåðàòîð Õàðäè�Ëèòòëâóäà îòîáðàæàåò ïðîñòðàíñòâî BMO â ñåáÿ.Áåííåò â ñâîåé ðàáîòå [2℄ óñèëèë ýòîò ðåçóëüòàò, ïîêàçàâ, ÷òî íà ñàìîìäåëå ýòîò îïåðàòîð îòîáðàæàåò ïðîñòðàíñòâî BMO â ñâîé ïîäêëàññ, íàçû-âàåìûé BLO (�bounded lower osillation�). Äîêàçàòåëüñòâî Áåííåòà ýëåìåí-òàðíî, íî ïîëó÷åííûå èì îöåíêè íå ÿâëÿþòñÿ òî÷íûìè. Íàñêîëüêî íàìèçâåñòíî, òî÷íàÿ îïåðàòîðíàÿ íîðìà â òàêîé ïîñòàíîâêå íå ñîñ÷èòàíà íèäëÿ êàêîãî ìàêñèìàëüíîãî îïåðàòîðà. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ïðîâåä¼ìäåòàëüíûé àíàëèç äèàäè÷åñêîãî ìàêñèìàëüíîãî îïåðàòîðà, à òàêæå áîëååÊëþ÷åâûå ñëîâà: BMO, BLO, α-äåðåâüÿ, ìàêñèìàëüíûé îïåðàòîð, �óíêöèÿ Áåëëìà-íà, òî÷íûå êîíñòàíòû.Ïåðâûé è òðåòèé àâòîðû ïîääåðæàíû ãðàíòîì 14-41-00010 �îññèéñêîãî íàó÷íîãî�îíäà. 106



ÌÀÊÑÈÌÀËÜÍÛÉ ÎÏÅ�ÀÒÎ� ÈÇ BMO Â BLO 107îáùåãî êëàññà ìàêñèìàëüíûõ îïåðàòîðîâ íà äåðåâüÿõ, äåéñòâóþùèõ èç
BMO â BLO. Íà÷í¼ì ìû ñ íåîáõîäèìûõ îïðåäåëåíèé.Ñèìâîëîì D ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ñåìåéñòâî âñåõ îòêðûòûõ äèàäè÷å-ñêèõ êóáîâ â R

n. Äëÿ çàäàííîãî êóáà Q ñèìâîë D(Q) îáîçíà÷àåò ñåìåéñòâîâñåõ äèàäè÷åñêèõ êóáîâ, ñîäåðæàùèõñÿ â Q. Ñèìâîë 〈ϕ〉
J
áóäåò èñïîëüçî-âàòüñÿ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ñðåäíåãî ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìîé �óíêöèè ϕ ïîìíîæåñòâó J îòíîñèòåëüíî ìåðû Ëåáåãà. Åñëè æå äëÿ óñðåäíåíèÿ áóäåòèñïîëüçîâàòüñÿ äðóãàÿ ìåðà, ñêàæåì µ, òî ìû áóäåì ïèñàòü 〈ϕ〉

J,µ
. Èòàê,

〈ϕ〉
J
=

1

|J |

∫

J

ϕ, 〈ϕ〉
J,µ

=
1

µ(J)

∫

J

ϕdµ.

BMO íà R
n îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

BMOd(Rn) =
{
ϕ ∈ L2

loc : ‖ϕ‖BMOd := sup
J∈D

(
〈ϕ2〉

J
− 〈ϕ〉2

J

)1/2
<∞

}
. (1.1)Ìû áóäåì òàêæå èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå BMOd(Q), åñëè ñóïðåìóì áå-ð¼òñÿ ïî ìíîæåñòâó J ∈ D(Q).Äèàäè÷åñêèé êëàññ BLO íà R

n îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
BLOd(Rn) =

{
ϕ ∈ L1

loc : ‖ϕ‖BLOd := sup
J∈D

(
〈ϕ〉

J
− inf

J
ϕ
)
<∞

}
. (1.2)(Çäåñü è äàëåå, êîãäà ìû ïèøåì inf êàêîé-ëèáî �óíêöèè, ïîäðàçóìåâàåì,êîíå÷íî, ess inf.) Êëàññ BLO áûë ââåä¼í Êîé�ìàíîì è �îõáåðãîì à ðàáî-òå [4℄. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî BLO ⊂ BMO. Âêëþ÷åíèå çäåñü ñòðîãîå: íàïðèìåð,�óíêöèÿ t 7→ log |t| ñîäåðæèòñÿ â BMO(Rn), íî íå â BLO(Rn). (Ýòîò ïðè-ìåð ïîêàçûâàåò òàêæå, ÷òî êëàññ BLO íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàí-ñòâîì è, â ÷àñòíîñòè, íå ñîõðàíÿåòñÿ ïðè óìíîæåíèè íà êîíñòàíòó, ïî-ñêîëüêó �óíêöèÿ − log |t| ïðèíàäëåæèò BLO.) Ïîëåçíàÿ òî÷êà çðåíèÿ íàýòî çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì: ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó Äæîíà�Íèðåíáåðãà

BMO-�óíêöèÿ � ýòî ñ òî÷íîñòüþ äî ìóëüòèïëèêàòèâíîé ïîñòîÿííîé ëîãà-ðè�ì A∞-âåñà; ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ðàáîòå [4℄ ïîêàçàíî, ÷òî BLO-�óíêöèÿ� ýòî ñ òî÷íîñòüþ äî íåîòðèöàòåëüíîé ìóëüòèïëèêàòèâíîé ïîñòîÿííîé ëî-ãàðè�ì A1-âåñà.Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü äâà äèàäè÷åñêèõ ìàêñèìàëüíûõ îïåðàòîðà.Ïåðâûé � ýòî êëàññè÷åñêàÿ äèàäè÷åñêàÿ ìàêñèìàëüíàÿ �óíêöèÿ, çàäàâà-åìàÿ �îðìóëîé:
Mϕ(x) = sup

J∋x;J∈D
〈|ϕ|〉

J
.



108 Â. ÂÀÑÞÍÈÍ, À. ÎÑÅÍÊÎÂÑÊÈ, Ë. ÑËÀÂÈÍÂòîðîé � ýòî òàê íàçûâàåìûé åñòåñòâåííûé àíàëîã îïåðàòîðà M , â îïðå-äåëåíèè êîòîðîãî íåò çíàêà àáñîëþòíîé âåëè÷èíû ïîä çíàêîì óñðåäíåíèÿ:
Nϕ(x) = sup

J∋x;J∈D
〈ϕ〉

J
.Î÷åâèäíî, ÷òî îïåðàòîðû M è N ñîâïàäàþò íà íåîòðèöàòåëüíûõ �óíêöè-ÿõ.Ó÷èòûâàÿ ðåçóëüòàòû ðàáîòû Áåííåòà [2℄, ìû îæèäàåì, ÷òî îáà îïåðà-òîðà, êàê M , òàê è N ïåðåâîäÿò ïðîñòðàíñòâî BMOd â BLOd. Ýòî ìîæåòáûòü çàïèñàíî ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïóñòü Q ∈ D, òîãäà

〈Mϕ〉
Q
6 cn‖ϕ‖BMOd(Rn) + inf

Q
Mϕ, 〈Nϕ〉

Q
6 cn‖ϕ‖BMOd(Rn) + inf

Q
Nϕ.Ñíà÷àëà ìû äîêàæåì íåðàâåíñòâî äëÿ îïåðàòîðà N ñ òî÷íîé êîíñòàí-òîé cn, ïðè÷¼ì BMO-íîðìà áóäåò ñ÷èòàòüñÿ ïî êóáó Q, à íå ïî âñåìó R

n.Ïîñëå ÷åãî íåðàâåíñòâî äëÿ îïåðàòîðà M ñ òîé æå êîíñòàíòîé áóäåò ïðî-ñòûì ñëåäñòâèåì:
〈Mϕ〉

Q
− inf

Q
Mϕ = 〈N |ϕ|〉

Q
− inf

Q
N |ϕ| 6 cn‖|ϕ|‖BMOd(Q) 6 cn‖ϕ‖BMOd(Q),ãäå ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì îöåíêè

〈ϕ2〉
J
− 〈|ϕ|〉2

J
6 〈ϕ2〉

J
− 〈ϕ〉2

Jäëÿ ëþáîãî êóáà J . Â �3 ìû ïðåäúÿâèì îïòèìèçèðóþùóþ ïîñëåäîâàòåëü-íîñòü íåîòðèöàòåëüíûõ �óíêöèé, äîêàçûâàþùóþ íåóëó÷øàåìîñòü îáîèõíåðàâåíñòâ.Íåðàâåíñòâî äëÿ íîðìû îïåðàòîðà N íà ñàìîì äåëå ÿâëÿåòñÿ ÷àñò-íûì ñëó÷àåì áîëåå îáùåãî íåðàâåíñòâà, ñâÿçûâàþùåãî âåëè÷èíû 〈Nϕ〉
Q
,

infQNϕ, 〈ϕ〉Q è ‖ϕ‖BMOd(Q). Òåïåðü ñ�îðìóëèðóåì îñíîâíóþ òåîðåìó.Òåîðåìà 1.1. Ïóñòü Q ∈ D. Âîçüì¼ì �óíêöèþ ϕ ∈ L1
loc(R

n), äëÿ êîòî-ðîé Nϕ íå îáðàùàåòñÿ òîæäåñòâåííî â áåñêîíå÷íîñòü íà Q, è ϕ|Q ∈
BMOd(Q). Ïóñòü L = infQNϕ è t = infQNϕ− 〈ϕ〉

Q
. Òîãäà

〈Nϕ〉
Q
6 L+Φn

(
t
)
‖ϕ‖BMOd(Q), (1.3)ãäå Φn � óáûâàþùàÿ, âûïóêëàÿ �óíêöèÿ íà ïðîìåæóòêå [0,∞), óäîâëå-òâîðÿþùàÿ óñëîâèþ

Φn(k(2
n/2 − 2−n/2)) = 2−nk (1.4)äëÿ âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë k. Çíà÷èò, åñëè ϕ ∈ BMOd(Rn),òî Nϕ ∈ BLO, è

‖NT ϕ‖BLOd(Rn) 6 ‖ϕ‖BMOd(Rn). (1.5)



ÌÀÊÑÈÌÀËÜÍÛÉ ÎÏÅ�ÀÒÎ� ÈÇ BMO Â BLO 109Îáà íåðàâåíñòâà ÿâëÿþòñÿ òî÷íûìè. Áîëåå òîãî, îáà íåðàâåíñòâà îñòà-þòñÿ ñïðàâåäëèâûìè, åñëè îïåðàòîð N çàìåíèòü îïåðàòîðîì M , ïðè÷¼ìíåðàâåíñòâî (1.5) îñòà¼òñÿ òî÷íûì ïðè òàêîé çàìåíå.Çàìå÷àíèå 1.2. Â �2 ìû ïðèâåä¼ì îïòèìàëüíóþ �óíêöèþ Φn(t) äëÿ âñåõçíà÷åíèé ïåðåìåííîé t (à èìåííî, Φn(t) = b(−t), ãäå b � �óíêöèÿ, çàäàâàå-ìàÿ óñëîâèÿìè (2.20)�(2.21) ïðè α = 2−n); îíà âûðàæàåòñÿ ñëèøêîì ñëîæ-íî, ÷òîáû áûòü ïîëåçíîé â êîíòåêñòå äàííîé òåîðåìû. Äëÿ ýòîé �óíêöèè
Φn óêàçàííàÿ òî÷íîñòü íåðàâåíñòâà (1.3) îçíà÷àåò ñëåäóþùåå: äëÿ ëþáîãîäèàäè÷åñêîãî êóáà Q, ëþáîãî âåùåñòâåííîãî ÷èñëà L è ëþáîãî íåîòðèöà-òåëüíîãî ÷èñëà t ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �óíêöèé {ϕj}, ÷òî
ϕj |Q ∈ BMOd(Q), ‖ϕj‖BMOd(Q) = 1, infQNϕj = L, infQNϕj − 〈ϕj〉Q = t, èïðè ýòîì

lim
j→∞

〈Nϕj〉Q = L+Φn

(
t
)
.Àíàëîãè÷íî òî÷íîñòü íåðàâåíñòâà (1.5) îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå òàêîé ïî-ñëåäîâàòåëüíîñòè �óíêöèé {ϕj} èç BMOd(Rn), äëÿ êîòîðîé

‖ϕj‖BMOd(Rn) = 1 ïðè âñåõ j,è
‖Nϕj‖BLOd(Rn) → 1 ïðè j → ∞.Ñ�îðìóëèðîâàííàÿ âûøå òåîðåìà äëÿ äèàäè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà BMOÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íûì ñëåäñòâèåì áîëåå îáùåé òåîðåìû äëÿ ñïåöèàëüíûõñòðóêòóð, êîòîðûå ìû íàçûâàåì α-äåðåâüÿìè. Ýòè ñòðóêòóðû îáîáùàþòïîíÿòèå äèàäè÷åñêèõ ðåø¼òîê. Îíè áûëè ââåäåíû ïåðâûì è òðåòüèì àâòî-ðàìè â ñòàòüå [17℄ äëÿ ïîëó÷åíèÿ òî÷íîãî íåðàâåíñòâà Äæîíà�Íèðåíáåðãàâ ïðîñòðàíñòâå BMOd(Rn). Îäíàêî âòîðîé àâòîð ïðåæäå èñïîëüçîâàë ïî-õîæóþ ñòðóêòóðó â ðàáîòå [11℄ (îíà òàì íàçûâàëàñü �α-splitting trees�) äëÿïîëó÷åíèÿ òî÷íûõ ìàêñèìàëüíûõ íåðàâåíñòâ ñëàáîãî òèïà äëÿ äèàäè÷å-ñêîãî êëàññà A1(R

n). Äîêàçàòåëüñòâà â ñòàòüÿõ [17℄ è [11℄, ðàâíî êàê èâ íàñòîÿùåé ðàáîòå îïèðàþòñÿ íà áåëëìàíîâñêèå �óíêöèè, ïîñòðîåííûåïî ñîîòâåòñòâóþùèì äåðåâüÿì. Ïîäîáíûå âëîæåííûå ñòðóêòóðû èñïîëü-çîâàëèñü â ñâÿçè ñ �óíêöèÿìè Áåëëìàíà òàêæå â ðàáîòàõ Ìåëàñà [6℄, Ìå-ëàñà, Íèêîëèäàêèñà è Ñòàâðîïóëîñà [9℄; (ñì. òàêæå ðàáîòû Áàíþýëîñà ñÎñåíêîâñêèì [1℄ è Îñåíêîâñêîãî [12℄). Âàæíîå îòëè÷èå îò óêàçàííûõ ðàáîòñîñòîèò â òîì, ÷òî â íèõ àâòîðû ïðåäïîëàãàëè äåðåâüÿ îäíîðîäíûìè, òîåñòü êàæäûé ýëåìåíò ïîðîæäàë îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî ïîòîìêîâ, è âñåîíè èìåëè ðàâíóþ ìåðó. Â íàøåì îïðåäåëåíèè (ðàâíî êàê è â ðàáîòå [11℄),÷èñëî ïîòîìêîâ íå îãðàíè÷èâàåòñÿ, ëèøü áû îíè íå áûëè ñëèøêîì ìàëûïî îòíîøåíèþ ê ðîäèòåëþ.



110 Â. ÂÀÑÞÍÈÍ, À. ÎÑÅÍÊÎÂÑÊÈ, Ë. ÑËÀÂÈÍÎïðåäåëåíèå 1.3. Ïóñòü (X,µ) � ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðîé, è 0 < µ(X) <∞.Ïóñòü α ∈ (0, 1/2]. Ñåìåéñòâî T èçìåðèìûõ ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà Xíàçîâ¼ì α-äåðåâîì, åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ.(1) X ∈ T .(2) Äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà J ∈T íàéä¼òñÿ òàêîå ïîäìíîæåñòâî C(J)⊂T ,÷òî(a) J =
⋃

I∈C(J) I,(b) ýëåìåíòû ìíîæåñòâà C(J) ïîïàðíî äèçúþíêòíû ñ òî÷íîñòüþäî ìíîæåñòâ ìåðû íîëü,() äëÿ ìåðû ëþáîãî ýëåìåíòà I ∈ C(J) ñïðàâåäëèâà îöåíêà µ(I) >
αµ(J).(3) T =
⋃

m Tm, ãäå T0 = {X}, è Tm+1 =
⋃

J∈Tm C(J).(4) Ñåìåéñòâî T äè��åðåíöèðóåò ïðîñòðàíñòâî L1(X,µ): åñëè äëÿêàæäîãî x ∈ X ñèìâîë Jx
k îáîçíà÷àåò êàêîé-ëèáî ýëåìåíò Tk, ñîäåð-æàùèé x, òî äëÿ ëþáîé �óíêöèè f ∈ L1(X,µ) è µ-ïî÷òè ëþáîãî xèìååì limk→∞〈f〉

Jx
k ,µ

= f(x).Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî C(J) îáÿçàíî áûòü êîíå÷íûì. Ýëåìåíòû ìíî-æåñòâà C(J) ìû áóäåì íàçûâàòü äåòüìè (ïîòîìêàìè ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ)ýëåìåíòà J , à ñàì ýëåìåíò J � èõ ðîäèòåëåì. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ìíîæå-ñòâî T (J) := {I ∈ T : I ⊂ J} ÿâëÿåòñÿ α-äåðåâîì íà ïðîñòðàíñòâå (J, µ|J ).Ñèìâîëîì Tk(J) ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî âñåõ ïîòîìêîâ k-ãî ïî-êîëåíèÿ ýëåìåíòà J ; òàêèì îáðàçîì, T (J) =
⋃

k Tk(J).Ïóñòü α ∈ (0, 1/2], è T � α-äåðåâî íà ïðîñòðàíñòâå (X,µ). Ìû îïðåäå-ëèì ñîîòâåòñòâóþùèå êëàññû BMO è BLO, à òàêæå ìàêñèìàëüíûå îïåðà-òîðû ñëåäóþùèì îáðàçîì:
ϕ ∈ BMO(T ) ⇐⇒ ‖ϕ‖BMO(T ) := sup

J∈T
{〈ϕ2〉

J,µ
− 〈ϕ〉2

J,µ
}1/2 <∞,

ϕ ∈ BLO(T ) ⇐⇒ ‖ϕ‖BLO(T ) := sup
J∈T

{〈ϕ〉
J,µ

− inf
J
ϕ} <∞,

MT ϕ(x) = sup
J∋x;J∈T

〈|ϕ|〉
J
, NT ϕ(x) = sup

J∋x;J∈T
〈ϕ〉

J
.Ñ ó÷¼òîì ýòèõ îïðåäåëåíèé ìû ìîæåì ñ�îðìóëèðîâàòü ñëåäóþùóþ òåî-ðåìó.Òåîðåìà 1.4. Ïóñòü (X,µ) � ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðîé, α ∈ (0, 1/2], T �

α-äåðåâî íà X. Âîçüì¼ì K ∈ T è �óíêöèþ ϕ ∈ L1
loc(X), äëÿ êîòîðîé

NT ϕ íå òîæäåñòâåííî áåñêîíå÷íà íà K, è ϕ|K ∈ BMO
(
T (K)

). Ïîëîæèì
L = infK NT ϕ è t = infK NT ϕ− 〈ϕ〉

K,µ
. Òîãäà

〈NT ϕ〉K,µ
6 L+ Fα

(
t
)
‖ϕ‖BMO(T (K)), (1.6)



ÌÀÊÑÈÌÀËÜÍÛÉ ÎÏÅ�ÀÒÎ� ÈÇ BMO Â BLO 111ãäå Fα � óáûâàþùàÿ âûïóêëàÿ �óíêöèÿ íà ïðîìåæóòêå [0,∞), óäîâëå-òâîðÿþùàÿ óñëîâèþ
Fα

(
k
(
α−1/2 − α1/2

))
= αk (1.7)äëÿ âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë k. Â ÷àñòíîñòè, NT ϕ ∈ BLO(T ),è

‖NT ϕ‖BLO(T ) 6 ‖ϕ‖BMO(T ). (1.8)Îáà íåðàâåíñòâà îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè, åñëè îïåðàòîð NT çàìåíèòüîïåðàòîðîì MT .Çàìå÷àíèå 1.5. Ïîëàãàÿ â äàííîé òåîðåìå α = 2−n è Fα = Φn, ìû íåìåä-ëåííî ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâà èç òåîðåìû 1.1. Îäíàêî ìû çäåñü íå ãîâîðèìî òî÷íîñòè íåðàâåíñòâ, è, òàêèì îáðàçîì, äëÿ äèàäè÷åñêîãî ñëó÷àÿ îíàäîëæíà áóäåò óñòàíàâëèâàòüñÿ îòäåëüíî. Åñëè îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðå-íèåì ñëó÷àÿ ìåð, íå ñîäåðæàùèõ àòîìîâ, êàê ýòî äåëàåòñÿ â ðàáîòàõ Ìå-ëàñà ñ ñîàâòîðàìè (ñì., íàïðèìåð, ðàáîòû [6, 7, 8, 9℄) è ïîòðåáîâàòü, ÷òîáûêàæäûé ýëåìåíò K íàøåãî äåðåâà ñîäåðæàë áû ðåá¼íêà, ìåðà êîòîðîãîâ òî÷íîñòè ðàâíà αµ(K), òî äëÿ òàêîãî äåðåâà ìîæíî ïîñòðîèòü ïîäïè-ðàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëÿ íåðàâåíñòâà â òåîðåìå 1.4. Îäíàêî ïðèíàøåì îïðåäåëåíèè ìîæíî ïîñòðîèòü äåðåâî, äëÿ êîòîðîãî íåðàâåíñòâî íåáóäåò òî÷íûì (òî åñòü, íåóëó÷øàåìûì).Çàêîí÷èì ýòîò ïàðàãðà� êðàòêîé èñòîðèåé íàøåãî ïðîåêòà. Îí âûðîñèç áëèçêîãî ïî äóõó ïðîåêòà, ïîñâÿù¼ííîãî òî÷íûì îöåíêàì ìàêñèìàëü-íîãî îïåðàòîðà, äåéñòâóþùåãî íà êëàññå A∞. Êàê ïîêàçàíî â ñòàòüå [13℄(ñì. òàêæå ñòàòüþ [14℄), îãðàíè÷åííîñòü îïåðàòîðà N : BMO → BLO ðàâ-íîñèëüíà îãðàíè÷åííîñòè îïåðàòîðà M : A∞ → A1 (äîêàçàòåëüñòâî â ñòà-òüå [13℄ ïðèâîäèòñÿ äëÿ íåäèàäè÷åñêîãî ñëó÷àÿ, íî îíî ðàáîòàåò äëÿ ëþ-áîãî ìàêñèìàëüíîãî îïåðàòîðà). Îäíàêî òî÷íîñòü â ëþáîì èç ñîîòâåòñòâó-þùèõ íåðàâåíñòâ íå ïåðåíîñèòñÿ íà âòîðîå íåðàâåíñòâî. Òàêèì îáðàçîì,÷òîáû ïîëó÷èòü òî÷íûå îöåíêè, íóæíî èññëåäîâàòü ýòè âîïðîñû îòäåëüíî.Îêàçàëîñü, ÷òî ðàññìîòðåííûé òóò âîïðîñ ïðî îïåðàòîð N : BMO → BLOëåã÷å ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ, è ïîýòîìó ëó÷øå íà÷àòü èìåííî ñíåãî. Âîïðîñ îá îïåðàòîðå M : A∞ → A1 áóäåò ðàññìîòðåí ïîçæå â îòäåëü-íîé ðàáîòå.Îñòàëüíàÿ ÷àñòü ñòàòüè îðãàíèçîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â �2 áóäåòîïðåäåëåíà �óíêöèÿ Áåëëìàíà äëÿ äèàäè÷åñêîé çàäà÷è. Ìû îïðåäåëèìòàêæå ïîíÿòèå α-âîãíóòîé �óíêöèè è ïîêàæåì, ÷òî ïîäõîäÿùåå ñåìåé-ñòâî òàêèõ �óíêöèé äà¼ò ìàæîðàíòó äëÿ ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (1.6)è òåì ñàìûì ìàæîðèðóåò äèàäè÷åñêóþ �óíêöèþ Áåëëìàíà. Ïîòîì áóäåòïðèâåäåíà ÿâíàÿ �îðìóëà äëÿ òàêîãî ñåìåéñòâà �óíêöèé, îäíàêî ïðîâåðêà



112 Â. ÂÀÑÞÍÈÍ, À. ÎÑÅÍÊÎÂÑÊÈ, Ë. ÑËÀÂÈÍ(òåõíè÷åñêè äîâîëüíî ñëîæíàÿ) α-âîãíóòîñòè �óíêöèé èç ýòîãî ñåìåéñòâàîòëîæåíà äî �4. Ïîñëå ïðîâåäåíèÿ òàêîé ïðîâåðêè ýòî ñåìåéñòâî ãàðàíòè-ðóåò âûïîëíåíèå âåðõíèõ îöåíîê â òåîðåìàõ 1.1 è 1.4. Â �3, ìû ïîêàçûâàåì,÷òî äèàäè÷åñêàÿ ìàæîðàíòà íà ñàìîì äåëå ÿâëÿåòñÿ äèàäè÷åñêîé �óíê-öèåé Áåëëìàíà. Òåì ñàìûì ìû óñòàíàâëèâàåì òî÷íîñòü êîíñòàíò â óòâåð-æäåíèÿõ òåîðåìû 1.1. Íàøå äîêàçàòåëüñòâî èñïîëüçóåò àáñòðàêòíûå ñâîé-ñòâà âîãíóòîñòè �óíêöèè Áåëëìàíà, à íå êîíêðåòíûé âèä ïîäïèðàþùèõïðèìåðîâ. Òåì íå ìåíåå ìû ïðèâåä¼ì ïîäïèðàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü�óíêöèé äëÿ îïåðàòîðà N . Â �4 ìû ïðîâåðÿåì α-âîãíóòîñòü, àíîíñèðîâàí-íóþ â �2. È íàêîíåö, â �5 ìû ïîÿñíÿåì, êàê áûë ïîñòðîåí òîò êàíäèäàò íàðîëü �óíêöèè Áåëëìàíà, êîòîðûé áûë ïðèâåä¼í â �2.�2. Ôóíêöèÿ Áåëëìàíà, α-âîãíóòîñòü è îñíîâíàÿ áåëëìàíîâñêàÿòåîðåìà×òîáû äîêàçàòü òåîðåìó 1.1, ìû íàéä¼ì �óíêöèþ Áåëëìàíà, êîòîðàÿÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñîîòâåòñòâóþùåé ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è. ×òîáû îïðå-äåëèòü ýòó �óíêöèþ, äàâàéòå ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ïàðàáîëè÷åñêóþ îá-ëàñòü íà ïëîñêîñòè:
Ω = {(x1, x2) : x21 6 x2 6 x21 + 1}.Ñèìâîëàìè Γ0 è Γ1 îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâåííî íèæíþþ è âåðõíþþ ãðàíè-öû îáëàñòè Ω:

Γ0 = {(x1, x2) : x2 = x21}, Γ1 = {(x1, x2) : x2 = x21 + 1}.Îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ íàøåé �óíêöèè Áåëëìàíà áóäåò ñëåäóþùåå ìíî-æåñòâî â R
3:

S = {(x1, x2, L) : (x1, x2) ∈ Ω, x1 6 L}.×àñòî òî÷êó (x1, x2, L) ìû áóäåì çàïèñûâàòü â âèäå (x,L), ãäå x ∈ R
2.Äëÿ êàæäîé òî÷êè (x,L) ∈ S è êóáà Q ∈ D ìû îïðåäåëèì ñëåäóþùååñïåöèàëüíîå ïîäìíîæåñòâî �óíêöèé íà R

n, ñóæåíèå êîòîðûõ íà Q ïðè-íàäëåæèò BMOd(Q):
Ex,L,Q =

{
ϕ ∈ L1

loc(R
n), ϕ|Q ∈ BMOd(Q), ‖ϕ‖BMOd(Q) 6 1,

〈ϕ〉
Q

= x1, 〈ϕ2〉
Q
= x2, sup

R⊃Q;R∈D
〈ϕ〉

R
= L

}
.
(2.1)Ýëåìåíòû ýòîãî ìíîæåñòâà ìû áóäåì íàçûâàòü òåñò-�óíêöèÿìè. Íåòðóäíîïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî Ex,L,Q íå ïóñòî äëÿ ëþáûõ Q ∈ D è (x,L) ∈ S.Íà ñàìîì äåëå ïîäõîäÿùèå òåñò-�óíêöèè ìîæíî ïîñòðîèòü òàê, ÷òî îíèáóäóò ïðèíèìàòü íå áîëåå äâóõ çíà÷åíèé íà êóáå Q è åù¼ îäíî çíà÷åíèåâíå åãî.



ÌÀÊÑÈÌÀËÜÍÛÉ ÎÏÅ�ÀÒÎ� ÈÇ BMO Â BLO 113Òåïåðü ìû îïðåäåëèì ñëåäóþùóþ �óíêöèþ Áåëëìàíà íà S:
B

n(x,L) = sup{〈Nϕ〉
Q
: ϕ ∈ Ex,L,Q}. (2.2)�ÿä ðàçëè÷íûõ ñâîéñòâ ýòîé �óíêöèè âûòåêàåò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðå-äåëåíèÿ, è ìû èõ âûâåäåì íèæå â ýòîì ïàðàãðà�å, ñì. ï. 2.1. (Îäíî ïðî-ñòîå íàáëþäåíèå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî íà ñàìîì äåëå �óíêöèÿ B

n íåçàâèñèò îò êóáà Q, ïîñêîëüêó îò îäíîãî êóáà ê äðóãîìó ìîæíî ïåðåé-òè ëèíåéíîé çàìåíî ïåðåìåííûõ.) Îïðåäåëåíèå (2.1)�(2.2) ñîâìåùàåò äâåõîðîøî èçâåñòíûå áåëëìàíîâñêèå ïîñòàíîâêè: îïðåäåëåíèå �óíêöèè Áåëë-ìàíà äëÿ äèàäè÷åñêîãî ìàêñèìàëüíîãî îïåðàòîðà íà ïðîñòðàíñòâå L2 èçðàáîòû [10℄ è îïðåäåëåíèå �óíêöèè Áåëëìàíà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî èíòå-ãðàëüíîãî �óíêöèîíàëà íà ïðîñòðàíñòâå BMO ñ êâàäðàòè÷íîé íîðìîé,ïîÿâèâøååñÿ âïåðâûå â ðàáîòå [15℄, à çàòåì ðàçâèòîå â ïîëíóþ ñèëó â [5℄ èïîñëåäîâàâøèõ ðàáîòàõ.Ôóíêöèÿ Áåëëìàíà, êîòîðàÿ áûëà îïåðåäåëåíà â ñòàòüå Íàçàðîâà èÒðåéëÿ [10℄, íå áûëà òàì âû÷èñëåíà. Ýòî áûëî ñäåëàíî Ìåëàñîì â ñòàòüå [6℄(äëÿ âñåõ Lp, p > 1). Âû÷èñëåíèÿ Ìåëàñà áàçèðóþòñÿ íà òùàòåëüíîì àíà-ëèçå êîìáèíàòîðíûõ ñâîéñòâ ñàìîãî îïåðàòîðà. Äðóãîé ïîäõîä, îñíîâàíûéíà ðåøåíèè óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ áûë ïðèìåí¼í â ñòàòüå [16℄;îí æå áóäåò èñïîëüçîâàí è çäåñü (ïîäðîáíîñòè ñì. â �5).×èòàòåëü ìîæåò óäèâèòüñÿ, ïî÷åìó â îïðåäåëåíèè �óíêöèè Áåëëìàíàäëÿ îïåðàòîðà N èç BMO â BLO ìû íå �èêñèðóåì çíà÷åíèå infQNϕ.Ñëåäóþùåå ïðîñòîå íàáëþäåíèå äà¼ò îòâåò íà ýòîò âîïðîñ.Ëåììà 2.1. Çà�èêñèðóåì α ∈ (0, 12 ], è ïóñòü T � α-äåðåâî íà ïðîñòðàí-ñòâå (X,µ). Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíóþ �óíêöèþ ϕ ∈ L1(X) è ëþáîé ýëåìåíò
I ∈ T . Ïîëîæèì

L = sup{〈ϕ〉
R,µ

: R, R ∈ T , R ⊃ I}.Òîãäà
L = inf

I
NT ϕ.Äîêàçàòåëüñòâî. Â îäíó ñòîðîíó íåðàâåíñòâî î÷åâèäíî: L 6 infI NT ϕ.×òîáû äîêàçàòü ïðîòèâîïîëîæíîå íåðàâåíñòâî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî

L < inf
I
NT ϕ.Òîãäà µ-ïî÷òè ëþáàÿ òî÷êà èç I ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîìó ìàêñèìàëüíîìóïîäìíîæåñòâó J ⊂ I èç íàøåãî äåðåâà, íà êîòîðîì 〈ϕ〉

J,µ
> L. Ïóñòü {Jk}� íàáîð ýòèõ ìàêñèìàëüíûõ ýëåìåíòîâ. Îíè ïîêðûâàþò âñ¼ ìíîæåñòâî I



114 Â. ÂÀÑÞÍÈÍ, À. ÎÑÅÍÊÎÂÑÊÈ, Ë. ÑËÀÂÈÍè äèçúþíêòíû ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæåñòâà ìåðû íîëü. Ïîýòîìó
〈ϕ〉

I,µ
=

1

µ(I)

∑

k

µ(Jk)〈ϕ〉Jk ,µ >
1

µ(I)

∑

k

µ(Jk)L = L,÷òî ïðîòèâîðå÷èò íåðàâåíñòâó 〈ϕ〉
I,µ

6 L, êîòîðîå âûïîëíÿåòñÿ ïî îïðå-äåëåíèþ âåëè÷èíû L. �Çàìå÷àíèå 2.2. Ñ òåõ ïîð êàê âïåðâûå â ðàáîòå [10℄ ïðè îïåäåëåíèè �óíê-öèè Áåëëìàíà áûëà �èêñèðîâàíà �âíåøíÿÿ ìàêñèìàëüíàÿ �óíêöèÿ� L,ýòî ñòàëî óæå êàíîíè÷åñêèì ïðè¼ìîì. Óòâåðæäåíèå ëåììû 2.1 äåëàåòýòîò ïîäõîä îñîáåííî ïîëåçíûì òàì, ãäå èñïîëüçóåòñÿ èí�èìóì ìàêñè-ìàëüíîé �óíêöèè, êàê, íàïðèìåð, â BLO èëè A1. Îòìåòèì, ÷òî äàííûéðåçóëüòàò îñòà¼òñÿ ñïðàâåäëèâûì, åñëè ìû çàìåíèì îïåðàòîð N îáû÷íûììàêñèìàëüíûì îïåðàòîðîì M . Îäíàêî äàííîå ðàâåíñòâî íåâåðíî, âîîáùåãîâîðÿ, äëÿ îáû÷íîãî (íå äèàäè÷åñêîãî) ìàêñèìàëüíîãî îïåðàòîðà Õàðäè�Ëèòòëâóäà.Â ñèëó ëåììû 2.1 äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî îïåðàòîð N îòîáðàæàåò
BMOd â BLOd, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî

B
n(x,L) 6 L+ cäëÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà c. Áîëåå òîãî, íàèëó÷øàÿ �óíêöèÿ Φ èç òåîðåìû 1.1çàäà¼òñÿ ðàâåíñòâîì

Φn(t) = sup
(x,L)∈S; L−x1=t

(
B

n(x;L)− L
)
. (2.3)2.1. Ñâîéñòâà �óíêöèè Áåëëìàíà. Ìû îòìåòèì òðè îñíîâíûõ ñâîé-ñòâà �óíêöèè B

n. Âî-ïåðâûõ, ó íàñ åñòü àïðèîðíîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå.Ëåììà 2.3. Ïðè âñåõ x16L âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå Bn(x1, x
2
1, L)=L.Äîêàçàòåëüñòâî. Êàæäàÿ �óíêöèÿ ϕ èç E(x1,x2

1
),Q,L ïî÷òè âñþäó íà Qïðèíèìàåò ïîñòîÿííîå çíà÷àíèå x1, x1 6 L, ïîýòîìó

Nϕ|Q=inf
Q
Nϕ=L. �Âî-âòîðûõ, ìû ïîêàæåì, ÷òî �óíêöèÿ B

n îáëàäàåò ñâîéñòâîì ñïåöè-àëüíîé îãðàíè÷åííîé âîãíóòîñòè íà ìíîæåñòâå S.Ëåììà 2.4. Âîçüì¼ì x−, x+ ∈ Ω è ïîëîæèì x = (1 − 2−n)x− + 2−nx+.Äëÿ ëþáîãî L > x1 îïðåäåëèì L± = max{x±1 , L}. Òîãäà, åñëè x ∈ Ω, òî
B

n(x,L) > (1− 2−n)Bn(x−, L−) + 2−n
B

n(x+, L+). (2.4)
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j } � ïîñëåäîâàòåëü-íîñòü �óíêöèé èç Ex±,L±,Q, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ïðåäåëüíîìó ñîîòíîøåíèþ

〈Nϕ±
j 〉Q → B

n(x±, L±).Ïóñòü {Qk}2
n

k=1 � ïåðâîå ïîêîëåíèå äèàäè÷åñêèõ êóáîâ, ñîäåðæàùèõñÿ â Q.Çàäàäèì íîâóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �óíêöèé {ϕj} íà R
n ñëåäóþùèì îá-ðàçîì: ïðè âñåõ j íà êóáàõ Qk ïðè k < 2n ìû ïîëîæèì ϕj ðàâíîé �óíêöèè

ϕ−
j |Q, îòñêàëèðîâàííîé íà Qk, à íà ïîñëåäíåì êóáå Q2n â êà÷åñòâå ϕj âîçü-ì¼ì îòñêàëèðîâàííóþ �óíêöèþ ϕ+

j |Q. Íà äîïîëíåíèè êóáà Q ìû ïîëîæèìïðîñòî ϕj = L. Ïî ïîñòðîåíèþ èìååì ϕj ∈ Ex,L,Q. Áîëåå òîãî,
B

n(x,L) > 〈Nϕj〉Q = (1− 2−n)〈Nϕ−
j 〉Q + 2−n〈Nϕ+

j 〉Q .Ïîñêîëüêó ïðè j → ∞ ïðàâàÿ ÷àñòü ñòðåìèòñÿ ê (1 − 2−n)Bn(x−, L−) +
2−n

B
n(x+, L+), äîêàçàòåëüñòâî çàêîí÷åíî. �Íàøå òðåòüå íàáëþäåíèå ñîñòîèò â òîì, ÷òî �óíêöèÿ B

n àääèòèâíîîäíîðîäíà. �àññìîòðèì ñëåäóþùèé îïåðàòîð ñäâèãà â R
2: äëÿ ëþáîãî âå-ùåñòâåííîãî ÷èñëà a ïîëîæèì

Ta(x1, x2) = (x1 − a, x2 − 2ax1 + a2). (2.5)ßñíî, ÷òî ïðè ëþáîì a îïåðàòîð Ta ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé îáëàñòè Ω.Ëåììà 2.5. Bn(x,L) = L+B
n(TLx, 0).Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ϕ ∈ Ex,L,Q, òî ϕ̃ := ϕ − a ∈ E

x̃,L̃,Q
, ãäå (x̃, L̃) =

(Tax,L− a). Ïîñêîëüêó Nϕ̃ = Nϕ− a, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
B

n(x̃, L̃) = B
n(x,L)− a.Òðåáóåìîå ðàâåíñòâî ïîëó÷àåòñÿ ïðè a = L. �Ïîëüçóÿñü ëåììîé 2.5, ìû ìîæåì ïåðåïèñàòü ðàâåíñòâî (2.3) â âèäå:

Φn(t) = sup
x∈Ω, x1=−t

B
n(x, 0). (2.6)2.2. α-âîãíóòîñòü è áåëëìàíîâñêàÿ èíäóêöèÿ. Ìû áóäåì èñïîëüçî-âàòü ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå èç ðàáîòû [17℄.Îïðåäåëåíèå 2.6. Ïóñòü α ∈

(
0, 12

]. Ôóíêöèÿ F â îáëàñòè Ω íàçûâàåòñÿ
α-âîãíóòîé, åñëè íåðàâåíñòâî

F ((1− β)x− + βx+) > (1− β)F (x−) + βF (x+) (2.7)âûïîëíÿåòñÿ ïðè ëþáîì β èç ïðîìåæóòêà [
α, 12

] è äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê
x± èç Ω, äëÿ êîòîðûõ èõ âûïóêëàÿ êîìáèíàöèÿ (1−β)x−+βx+ òîæå ëåæèòâ îáëàñòè Ω.



116 Â. ÂÀÑÞÍÈÍ, À. ÎÑÅÍÊÎÂÑÊÈ, Ë. ÑËÀÂÈÍÍàì ïîòðåáóåòñÿ òàêæå ñëåäóþùàÿ ïðîñòàÿ ëåììà, ýëåìåíòàðíîå äîêà-çàòåëüñòâî êîòîðîé ìîæíî íàéòè â ðàáîòå [17℄. (Áîëåå òî÷íî, ýòî � ïåðâûéøàã äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 2.4 èç ýòîé ñòàòüè.)Ëåììà 2.7. Ïóñòü α ∈ (0, 1/2] è T � α-äåðåâî íà ïðîñòðàíñòâå (X,µ).Ïóñòü ϕ ∈ BMO(T ). Åñëè �óíêöèÿ F ÿâëÿåòñÿ α-âîãíóòîé íà Ω, òî äëÿëþáîãî ýëåìåíòà I ∈ T âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
F
(
〈ϕ〉

I,µ
, 〈ϕ2〉

I,µ

)
>

1

µ(I)

∑

J∈T1(I)
µ(J)F

(
〈ϕ〉

J,µ
, 〈ϕ2〉

J,µ

)
. (2.8)Íàøà ñëåäóþùàÿ ëåììà ïîêàçûâàåò, êàê α-âîãíóòûå �óíêöèè ìîãóòèñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ îöåíêè �óíêöèîíàëà 〈NT ϕ〉K,µ

for K ∈ T â òåðìèíàõâåëè÷èí 〈ϕ〉
K,µ

, 〈ϕ2〉
K,µ

, infK NT ϕ è (íåÿâíî) ‖ϕ‖BMO(T (K)). Îïèñàííûé âëåììå ïðîöåññ ÷àñòî íàçûâàþò áåëëìàíîâñêîé èíäóêöèåé.Ëåììà 2.8. Ïóñòü α ∈ (0, 1/2], è T � α-äåðåâî íà ïðîñòðàíñòâå (X,µ).Ïðåäïîëîæèì, ÷òî {A( · ;L)}L∈R � ýòî ñåìåéñòâî �óíêöèé íà îáëàñ-òè Ω, äëÿ êîòîðîãî ïðè ëþáîì L âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ.(1) Ôóíêöèÿ A( · ;L) ÿâëÿåòñÿ α-âîãíóòîé íà Ω.(2) Ïðè âñåõ x1 > L ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî A(x;L) = A(x;x1).(3) Ïðè âñåõ x1 6 L âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî A(x;L) > L.Åñëè K∈T è �óíêöèÿ ϕ∈L1
loc(X) òàêîâà, ÷òî NT ϕ íå îáðàùàåòñÿ òîæ-äåñòâåííî â áåñêîíå÷íîñòü íà K, ϕ|K ∈BMO

(
T (K)

) è ‖ϕ‖BMO(T (K))61,òî
〈NT ϕ〉K,µ

6 A(〈ϕ〉
K,µ

, 〈ϕ2〉
K,µ

; inf
K
NT ϕ). (2.9)Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà J ∈ T (K) áóäåì ïèñàòü

PJ(ϕ) = (〈ϕ〉
J,µ
, 〈ϕ2〉

J,µ

)
, LJ(ϕ) = sup

J⊂R∈T
〈ϕ〉

R,µ
.Îòìåòèì, ÷òî åñëè I ∈ T (K) è J ∈ T1(I), òî LJ(ϕ) = max{LI(ϕ), 〈ϕ〉J,µ}.Çà�èêñèðóåì L ∈ R. Èñïîëüçóÿ ñïåðâà ëåììó 2.7 è ñâîéñòâî (1) �óíê-öèè A, à çàòåì ñâîéñòâî (2), è ïîâòîðÿÿ ýòó ïðîöåäóðó m ðàç, à â êîíöåïðèìåíÿÿ ñâîéñòâî (3), ìû ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ öåïî÷êó íåðàâåíñòâ

A(PK(ϕ);LK(ϕ)) >
1

µ(K)

∑

J∈T1(K)

µ(J)A(PJ (ϕ);LK(ϕ))

=
1

µ(K)

∑

J∈T1(K)

µ(J)A(PJ (ϕ);LJ (ϕ))
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>

1

µ(K)

∑

J∈T1(K)

∑

I∈T1(J)
µ(I)A(PI (ϕ);LI(ϕ))

=
1

µ(K)

∑

J∈T2(K)

µ(J)A(PJ (ϕ);LJ (ϕ))

. . .

>
1

µ(K)

∑

J∈Tm(K)

µ(J)A(PJ (ϕ);LJ (ϕ))

>
1

µ(K)

∑

J∈Tm(K)

µ(J)LJ (ϕ).Äëÿ êàæäîãî m > 0 ðàññìîòðèì óñëîâíîå îæèäàíèå ϕm �óíêöèè ϕ îòíî-ñèòåëüíî σ-àëãåáðû, ïîðîæä¼ííîé ýëåìåíòàìè Tm(K), òî åñòü
ϕm = E(ϕ|Tm(K)) =

∑

J∈Tm(K)

〈ϕ〉
J,µ

χJ .Òîãäà äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà J ∈ Tm(K) âåëè÷èíà LJ(ϕ) ñîâïàäàåò ñî çíà-÷åíèåì �óíêöèè NT (ϕm), êîòîðîå ïîñòîÿííî íà J . Ñëåäîâàòåëüíî,
A(PK(ϕ);LK(ϕ)) > 〈NT (ϕm)〉

K,µ
,Ëåììà 2.1 ãàðàíòèðóåò ðàâåíñòâî LK(ϕ) = infK NT ϕ. À òàê êàê ïîñëåäî-âàòåëüíîñòü �óíêöèé NT (ϕm) µ-ï.â. âîçðàñòàåò ê �óíêöèè NT ϕ, òî íåðà-âåíñòâî (2.9) ñëåäóåò èç òåîðåìû î ìîíîòîííîé ñõîäèìîñòè ïîä çíàêîìèíòåãðàëà. �2.3. Áåëëìàíîâñêèé êàíäèäàò. Òåïåðü ìû ïðåäúÿâèì ñåìåéñòâî �óíê-öèé {A( · ;L)}L∈R, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì ëåììû 2.8. Âñêîðå ìû óâè-äèì, ÷òî äîñòàòî÷íî èìåòü òîëüêî îäíó �óíêöèþ èç ñåìåéñòâà, ñîîòâåò-ñòâóþùóþ L = 0. ×òîáû çàäàòü ýòó �óíêöèþ, íàì ïîòðåáóåòñÿ ðàçáèòüîáëàñòü Ω â îáúåäèíåíèå ïîäîáëàñòåé ñïåöèàëüíîãî âèäà.Ïóñòü

τ =
1√
α
−

√
α, p0 =

1

2

√
α+

1

2
√
α
− 1; pk = p1 − (k − 1)τ, k > 1. (2.10)Èñïîëüçóÿ ïàðàáîëè÷åñêèé ñäâèã Ta, îïðåäåë�åííûé �îðìóëîé (2.5), ìîæåìçàïèñàòü: (pk, p2k + 1) = T(k−1)τ (p1, p
2
1 + 1).Îïðåäåëèì

Ω+ = {x ∈ Ω: x1 > 0},
Ω0 = {x ∈ Ω: x1 6 0, x2 6 1},
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Ω1 = {x ∈ Ω: 1 6 x2 6 (2p1 + τ)x1 − p21 − τp1 + 1},
Ω2 = {x ∈ Ω: (2p1 + τ)x1 − p21 − τp1 + 1 6 x2 6 −2τx1 − τ2 + 1},
Ω2k+1 = TkτΩ1, k > 1,

Ω2k+2 = TkτΩ2, k > 1. (2.11)�èñóíîê 1 ïîêàçûâàåò íåñêîëüêî ïåðâûõ îáëàñòåé ïðè α = 1
4 .

�èñ. 1. �àçáèåíèå Ω = ... ∪ Ω4 ∪ Ω3 ∪ Ω2 ∪ Ω1 ∪Ω0 ∪Ω+ ïðè α = 1
4 .Áóäåò ïîëåçíî òàêæå èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå

Ω− =

∞⋃

k=1

Ωk.Òîãäà Ω = Ω− ∪Ω0 ∪Ω+.Òåïåðü ìû îïðåäåëèì �óíêöèþ B íà Ω, êîòîðàÿ áóäåò èñïîëüçîâàíà äëÿïîñòðîåíèÿ ñåìåéñòâà {A( · ;L)}.Â îáëàñòè Ω+ ïîëîæèì
B(x) = x1 +

√
x2 − x21. (2.12)Â îáëàñòè Ω0 �óíêöèþ B çàäàäèì ðàâåíñòâîì

B(x) = x1 +
√
x2. (2.13)×òîáû îïðåäåëèòü B â îáëàñòè Ω1 ââåä¼ì äâå âñïîìîãàòåëüíûå �óíêöèè

v(s) =
1

2

[
3s− 1

s

]
− 1 è u(s) = v(s)− s (2.14)
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√
α, 1] è ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî ïðÿìîëèíåéíûõ îò-ðåçêîâ {ℓs}, ñîåäèíÿþùèõ òî÷êè (u(s), u2(s)) è (v(s), v2(s) + 1). Íåòðóäíîâèäåòü, ÷òî ýòè îòðåçêè �îëèèðóþò îáëàñòü Ω1, òî åñòü îíè öåëèêîì ñîäåð-æàòñÿ â Ω1, è äëÿ êàæäîé òî÷êè x èç ýòîé îáëàñòè íàéä¼òñÿ åäèíñòâåííîå÷èñëî s = s(x) ∈ [

√
α, 1], äëÿ êîòîðîãî x ∈ ℓs. Òåïåðü ïîëîæèì

B(x) =
s

2
(1 + s2)

x1 − u

v − u
=

1

2
(1 + s2)(x1 − u). (2.15)Çàìåòèì, ÷òî �óíêöèÿ B ëèíåéíà âäîëü êàæäîãî îòðåçêà ℓs.×òîáû îïðåäåëèòü �óíêöèþ B â îáëàñòè Ω2, ìû ââåä¼ì ñëåäóþùèåâñïîìîãàòåëüíûå �óíêöèè

v(s) =
1

2

[ s
α
+
α

s

]
− τ − 1 è u(s) = v(s)− α

s
(2.16)íà ïðîìåæóòêå s ∈ [α,

√
α]. Îïÿòü ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî ïðÿìîëèíåéíûõîòðåçêîâ {ℓs}, ñîåäèíÿþùèõ òî÷êè (u(s), u2(s)) è (v(s), v2(s) + 1). Êàê èðàíüøå, ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòè îòðåçêè �îëèèðóþò îáëàñòü Ω2. Ïóñòü

s = s(x) � ýòî òî åäèíñòâåííîå ÷èñëî èç èíòåðâàëà [α,
√
α], äëÿ êîòîðîãî

x ∈ ℓs. Òåïåðü ìû ïîëîæèì
B(x) =

s

2

(
1 +

α2

s2

) x1 − u

v − u
=
α

2

(
1 +

s2

α2

)
(x1 − u). (2.17)Îïÿòü æå �óíêöèÿ B ëèíåéíà íà êàæäîì èç îòðåçêîâ ℓs.Äëÿ òî÷åê x ∈ Ω2k+1 ∪ Ω2k+2, k > 1, �óíêöèþ îïðåäåëèì ñ ïîìîùüþíàøåãî ïàðàáîëè÷åñêîãî ñäâèãà:

B(x) = αk B(T−kτx). (2.18)Ñîîòâåòñòâåííî çàäàäèì è âñïîìîãàòåëüíûå �óíêöèè:
s(x) = αks(T−kτx), v(s) = v

( s

αk

)
− kτ, u(s) = u

( s

αk

)
− kτ. (2.19)Òàêèì îáðàçîì, s(x) ∈ [αk+ 1

2 , αk], åñëè x ∈ Ω2k+1, è s(x) ∈ [αk+1, αk+ 1

2 ],åñëè x ∈ Ω2k+2. Ïðè çàäàííûõ òàê �óíêöèÿõ u è v êàæäàÿ òî÷êà x ∈
Ω2k+1∪Ω2k+2 ëåæèò íà åäèíñòâåííîì îòðåçêå ℓs, êîòîðûé ñîåäèíÿåò òî÷êè
(u, u2) è (v, v2 +1), à �óíêöèÿ B ëèíåéíà âäîëü ℓs. Ýòè îòðåçêè ïåðåõîäÿòäðóã â äðóãà ïîä äåéñòâèåì ïàðàáîëè÷åñêîãî ñäâèãà:

ℓs = Tkτ
(
ℓsα−k

)
.Òåïåðü ïðèâåä¼ì ñïèñîê íåêîòîðûõ ñâîéñòâ �óíêöèè B.
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b(p) =





p+ 1, p > 0;

αk f(p+ kτ + 1), pk+1 6 p 6 −kτ, k > 0;

αk(p+ kτ + 1), −kτ 6 p 6 pk, k > 1,

(2.20)ãäå f � �óíêöèÿ, çàäàííàÿ �îðìóëîé
f(y) =

1

27

(
2y3 + 2y2

√
y2 + 3 + 9y + 6

√
y2 + 3

)
. (2.21)Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü P =(p, p2+1). Òîãäà P ∈Ω− ∪ Ω+. Åñëè P ∈Ω+,òî ïî îïðåäåëåíèþ b(p) = p+ 1, êàê è óòâåðæäàåòñÿ â ïåðâîé ñòðîêå �îð-ìóëû (2.20).Åñëè P ∈ Ω1, òî èç �îðìóë (2.14) è (2.15) ñëåäóåò, ÷òî p = 1
2

(
3s− 1

s

)
−1,

b(p) = 1
2 (s + s3), ãäå s = s(P ). Íåòðóäíî çàïèñàòü b ÿâíî â òåðìèíàõ p.Â ðåçóëüòàòå ìû óâèäèì, ÷òî b(p) = f(p + 1), ãäå �óíêöèÿ f çàäà¼òñÿâûðàæåíèåì (2.21). Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå óñëîâèå (2.18), ìû ïîëó÷àåìâòîðóþ ñòðîêó �îðìóëû (2.20).Åñëè P ∈ Ω2, òî b ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé �óíêöèåé àðãóìåíòà p. À çíà÷èòòî æå ñàìîå ñïðàâåäëèâî â êàæäîé îáëàñòè Ω2k. Íåìíîãî âû÷èñëåíèé, èìû ïðèõîäèì ê �îðìóëå b(p) = αk(p + kτ + 1) äëÿ P ∈ Ω2k, k > 1, ÷òî èçàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî. �Ëåììà 2.10. Ôóíêöèÿ B âîçðàñòàåò ïî ïåðåìåííîé x2.Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî â îáëàñòè Ω+ ∪ Ω0. Åñëè

x ∈ Ω1, òî íåïîñðåäñòâåííîå äè��åðåíöèðîâàíèå �óíêöèè B èç �îðìó-ëû (2.15) ïî ïåðåìåííîé s äà¼ò âûðàæåíèå
2
∂B

∂s
= −us(1 + s2) + 2s(x1 − u).Âî-ïåðâûõ, 0 6 x1 − u 6 s. Êðîìå òîãî, äè��åðåíöèðóÿ (2.14), ìû ïîëó-÷àåì us =

1
2(1 +

1
s2
). Ïîýòîìó

2
∂B

∂s
6 −1

2

(
1 +

1

s2

)
(1 + s2) + 2s2 =

1

2s2
(4s4 − (1 + s2)2)

=
1

2s2
(s2 − 1)(3s2 + 1) 6 0,òàê êàê s 6 1. �åîìåòðè÷åñêàÿ êàðòèíà �îëèàöèè íåïîñðåäñòâåííî ïîêàçû-âàåò, ÷òî s óáûâàåò ñ ðîñòîì x2, îòêóäà ìû äåëàåì âûâîä, ÷òî �óíêöèÿ Bâîçðàñòàåò ïî ïåðåìåííîé x2.



ÌÀÊÑÈÌÀËÜÍÛÉ ÎÏÅ�ÀÒÎ� ÈÇ BMO Â BLO 121Åñëè x ∈ Ω2, ðàññóæäåíèÿ îñòàþòñÿ òî÷íî òàêèìè æå, çà èñêëþ÷åíèåìòîãî, ÷òî s âñþäó çàìåíÿåòñÿ íà α
s . Íàêîíåö, äëÿ îñòàëüíîé ÷àñòè îáëà-ñòè Ω çàêëþ÷åíèå ñëåäóåò èç �îðìóëû (2.18), ïîñêîëüêó òîëüêî âòîðàÿêîîðäèíàòà âåêòîðà T−kτx çàâèñèò îò x2, è îíà âîçðàñòàåò ïî x2. �Îñíîâíîå ñâîéñòâî �óíêöèè B ñîäåðæèòñÿ â ñëåäóþùåé ëåììå. Å¼ äî-êàçàòåëüñòâî (òåõíè÷åñêè äîâîëüíî ãðîìîçäêîå) áóäåò ïðèâåäåíî â �4.Ëåììà 2.11. Ôóíêöèÿ B, çàäàííàÿ �îðìóëàìè (2.11)�(2.18), ÿâëÿåòñÿ

α-âîãíóòîé íà îáëàñòè Ω.À òåïåðü ìû îïðåäåëèì ñåìåéñòâî {A( · ;L)} è ïðîâåðèì åãî ñâîéñòâà.Ïóñòü L ∈ R, ïîëîæèì
A(x;L) = L+B(TLx) = L+B(x1 − L, x2 − 2x1L+ L2). (2.22)Ëåììà 2.12. Ñåìåéñòâî (2.22) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (1)�(3) ëåì-ìû 2.8.Äîêàçàòåëüñòâî.(1) Ïðîâåðÿåì îïðåäåëåíèå 2.6 äëÿ �óíêöèè A( · ;L) ïðè ïðîèçâîëüíîì

L ∈ R, èñïîëüçóÿ ïðè ýòîì îïðåäåëåíèå (2.22), ëèíåéíîñòü îïåðàòî-ðà Ta è ëåììó 2.11:
A((1− β)x− + βx+;L) = L+B

(
TL((1 − β)x− + βx+)

)

= L+B((1− β)TLx
− + βTLx

+)

> (1− β)(L+B(TLx
−)) + β(L+B(TLx

+))

= (1− β)A(x−;L) + βA(x+;L).(2) Åñëè x1 > L, òî TLx ∈ Ω+, è ïîýòîìó
A(x;L) = L+

(
x1 − L+

√
(x2 − 2x1L+ L2)− (x1 − L)2

)

= x1 +
√
x2 − x21 = x1 +B(0, x2 − x21) = A(x;x1).(3) Òàê êàê èç �îðìóë (2.12)�(2.18) î÷åâèäíî, ÷òî B > 0 íà Ω, òî

A(x;L)>L. �Òåïåðü ìû ãîòîâû äîêàçûâàòü íåðàâåíñòâà òåîðåìû 1.4, è òåì ñàìûìáóäåò äîêàçàíà òåîðåìà 1.1.Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.4. Ïîëàãàÿ â ëåììå 2.8
x1 = 〈ϕ〉

J,µ
, x2 = 〈ϕ2〉

J,µ
, L = inf

J
NT ϕ è t = L− x1,
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〈NT ϕ〉J,µ 6 A(x;L) = L+B(TLx) 6 L+B(−t, t2 + 1) = L+ b(−t),ãäå âî âòîðîì íåðàâåíñòâå èñïîëüçîâàíà ëåììà 2.10, à �óíêöèÿ b îïðåäå-ëåíà ñîîòíîøåíèÿìè (2.20) è (2.21). Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì âçÿòü

Fα(t) = b(−t).Îòìåòèì, ÷òî Fα(kτ) = b(−kτ) = αk. Ýëåìåíòàðíóþ ïðîâåðêó òîãî �àêòà,÷òî �óíêöèÿ b âîçðàñòàåò è âûïóêëà íà èíòåðâàëå [0,∞), à, ñëåäîâàòåëü-íî, è òîãî, ÷òî �óíêöèÿ Fα óáûâàåò è âûïóêëà, ìû îñòàâèì â êà÷åñòâåóïðàæíåíèÿ äëÿ ÷èòàòåëÿ. �2.4. Îñíîâíàÿ áåëëìàíîâñêàÿ òåîðåìà. Êàê áûëî îòìå÷åíî âî ââåäå-íèè, íåðàâåíñòâà òåîðåìû 1.1 (íî íå èõ íåóëó÷øàåìîñòü) íåïîñðåäñòâåííîñëåäóþò èç òîëüêî ÷òî äîêàçàííîé òåîðåìû 1.4. Îäíàêî òåïåðü ìû ìîæåìäîêàçàòü áîëåå ñèëüíûé ðåçóëüòàò, êîòîðûé ïîëíîñòüþ âûÿâëÿåò ñâÿçüìåæäó �óíêöèåé B (è, òåì ñàìûì, ñåìåéñòâîì {A( · ;L)}L∈R) è �óíêöèåéÁåëëìàíà B
n, çàäàííîé âûðàæåíèåì (2.2). Ýòîò ðåçóëüòàò ìîæíî ñ÷èòàòüîñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äàííîé ðàáîòû.Òåîðåìà 2.13. Ïóñòü (x,L) ∈ S, è An(x;L) � �óíêöèÿ, çàäàííàÿ óñëî-âèÿìè (2.11)�(2.18) è (2.22), ãäå α = 2−n. Òîãäà
B

n(x,L) = An(x;L) äëÿ âñåõ òî÷åê (x,L) ∈ S.Êàê ýòî îáû÷íî áûâàåò, äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ñêëàäûâàåòñÿ èçäîêàçàòåëüñòâà äâóõ ñëåäóþùèõ ëåìì.Ëåììà 2.14. B
n(x,L) 6 An(x;L) äëÿ âñåõ òî÷åê (x,L) ∈ S.Äîêàçàòåëüñòâî. Ôèêñèðóåì òî÷êó (x,L) ∈ S è ïðîèçâîëüíûé êóá Q.Êàê óæå îòìå÷àëîñü, ìíîæåñòâî Ex,L,Q íåïóñòî. Ïóñòü R � äèàäè÷åñêèéðîäèòåëü êóáà Q. Âîçüì¼ì �óíêöèþ ϕ ∈ Ex,L,Q è îïðåäåëèì íîâóþ �óíê-öèþ ϕ̃, ïîëîæèâ ϕ̃ = ϕχQ + aχR\Q, ãäå

a :=
L|R| − x1|Q|

|R \Q| =
2nL− x1
2n − 1

.Ïóñòü T � äèàäè÷åñêàÿ ðåø¼òêà êóáîâ â R. Òîãäà T � ýòî 2−n-äåðåâîíà R (ñ ìåðîé Ëåáåãà), è Nϕ|Q = NT ϕ̃|Q. Ëåììà 2.8 ñ K = Q äà¼ò îöåíêó
〈Nϕ〉

Q
= 〈NT ϕ̃〉Q 6 An(〈ϕ̃〉

Q
, 〈ϕ̃2〉

Q
; inf

Q
NT ϕ̃) = An(x;L).Òåïåðü îñòàëîñü âçÿòü ñóïðåìóì ëåâîé ÷àñòè ïî âñåì ϕ ∈ Ex,L,Q. �Ëåììà 2.15. B

n(x,L) > An(x;L) äëÿ âñåõ òî÷åê (x,L) ∈ S.



ÌÀÊÑÈÌÀËÜÍÛÉ ÎÏÅ�ÀÒÎ� ÈÇ BMO Â BLO 123Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé ëåììû (à çíà÷èò, è çàâåðøåíèå äîêàçàòåëüñòâà òåî-ðåìû 2.13) èñïîëüçóåò ñâîéñòâî âîãíóòîñòè �óíêöèè Áåëëìàíà B
n è ãåî-ìåòðè÷åñêóþ ñòðóêòóðó êàíäèäàòà An. Ýòî áóäåò ïðîäåëàíî â �3.2.5. Áåëëìàíîâñêèå ìàæîðàíòû. Òåïåðü ìû ïðåäëîæèì äðóãîå ñå-ìåéñòâî �óíêöèé íà îáëàñòè Ω, êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ëåììû 2.8è òåì ñàìûì îãðàíè÷èâàåò ñâåðõó �óíêöèþ Áåëëìàíà B

n. Ïóñòü
B0(x) =

{
x1 +

√
x2, x ∈ Ω− ∪ Ω0,

x1 +
√
x2 − x21, x ∈ Ω+è

A0(x;L) = L+B0(TLx).Çàìåòèì, ÷òî �óíêöèè A0( · ;L) ÿâëÿþòñÿ âîãíóòûìè âî âñåé âûïóêëîéîáëàñòè {x : x2 > x21}, ÷òî âëå÷¼ò α-âîãíóòîñòü â Ω. Ìàêñèìóì òàêîé �óíê-öèè â îáëàñòè Ω∩{x1 6 L} äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå (L,L2+1). Ñëåäîâàòåëüíî,
B

n(x,L) 6 A0(x;L) 6 A0(L,L
2 + 1;L) = L+ 1. (2.23)Òàêèì îáðàçîì, ñåìåéñòâî {A0( · ;L)}L äà¼ò òî÷íîå çíà÷åíèå íîðìû, ðàâ-íîå 1, äëÿ äèàäè÷åñêîé ìàêñèìàëüíîé �óíêöèè. Ýòî ñåìåéñòâî îáëàäàåòòåì î÷åâèäíûì ïðåèìóùåñòâîì, ÷òî îíî èìååò ïðîñòîå è ÿâíîå àíàëèòè-÷åñêîå âûðàæåíèå. Ýòà �óíêöèÿ ñîâïàäàåò ñ B

n â îáëàñòè T−LΩ0. Îäíà-êî îíà äà¼ò ëèøü ãðóáóþ îöåíêó �óíêöèè B
n âäàëè îò ýòîé îáëàñòè. Â÷àñòíîñòè, â êà÷åñòâå �óíêöèè Φn(t) â òåîðåìå 1.1 ýòî ñåìåéñòâî äàëî áûâûðàæåíèå

Φn(t) =
√
t2 + 1− t,÷òî äàëåêî îò ïðàâèëüíîãî ýêñïîíåíöèàëüíîãî, çàâèñÿùåãî îò ðàçìåðíîñòèóáûâàíèÿ �íàñòîÿùåé� �óíêöèè Φn.Çà ñ÷¼ò óâåëè÷åíèÿ ñëîæíîñòè ìîæíî ïîëó÷èòü ëó÷øåå ìàæîðèðóþ-ùåå ñåìåéñòâî {Ak( · ;L)}L, åñëè, âûáðàâ ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî k, îò-ñå÷ü �íàñòîÿùåãî� áåëëìàíîâñêîãî êàíäèäàòà B, îïðåäåë¼ííîãî �îðìóëà-ìè (2.15)�(2.18) ïî îáëàñòè Ωk, ïðîäîëæèâ çà ïðåäåëû Ωk òåì æå àíàëèòè-÷åñêèì âûðàæåíèåì, ÷òî �óíêöèÿ èìååò â Ωk. Òàêèì îáðàçîì ìû ïîëó÷èìíîâóþ α-âîãíóòóþ �óíêöèþ Bk, è, ïîëàãàÿ

Ak(x;L) = L+Bk(TLx),íîâîå ìàæîðèðóþùåå ñåìåéñòâî. Íè îäíà èç ýòèõ ìàæîðàíò íå äàñò òîãîóáûâàíèÿ, ÷òî äà¼ò �óíêöèÿ Φn, õîòÿ Bk è ñõîäÿòñÿ ïîòî÷å÷íî ê �íàñòîÿ-ùåìó� êàíäèäàòó B ïðè k → ∞.



124 Â. ÂÀÑÞÍÈÍ, À. ÎÑÅÍÊÎÂÑÊÈ, Ë. ÑËÀÂÈÍ�3. Îáðàòíîå íåðàâåíñòâî è îïòèìàéçåðûÂ íàñòîÿùåì ïàðàãðà�å ìû äîêàæåì ëåììó 2.15 è òåì ñàìûì çàâåðøèìäîêàçàòåëüñòâî òåîðåì 2.13 è 1.1. Êàê áóäåò íèæå ïîêàçàíî, äîñòàòî÷íîðàññìîòðåòü òîëüêî ñëó÷àé L = 0. Òàêèì îáðàçîì, âñ¼ áóäåò ïðîèñõîäèòüâ ñëåäóþùåé îáëàñòè:
Ω∗ := Ω− ∪ Ω0 =

∞⋃

k=0

Ωk.×òîáû óïðîñòèòü îáîçíà÷åíèÿ, ìû â ýòîì ïàðàãðà�å áóäåì ïèñàòü Q0 =
(0, 1)n, B(x) = B

n(x, 0) è Fx = Ex,0,Q0
, åñëè x ∈ Ω∗. Ìû òàêæå áóäåìèñïîëüçîâàòü ïðåæíåå îáîçíà÷åíèå τ = 1−α√

α
ïðè α = 2−n. Òàêèì îáðàçîì,â ýòîì ïàðàãðà�å τ = 2n/2 − 2−n/2.Ëåììà 3.1.

B(x) > B(x) äëÿ âñåõ òî÷åê x ∈ Ω∗. (3.1)Èç íåðàâåíñòâà (3.1) ñðàçó âûòåêàåò ëåììà 2.15. Äåéñòâèòåëüíî, ïðèìå-íÿÿ ëåììó 2.5 è �îðìóëó (2.22), ïîëó÷àåì
B

n(x;L) = L+ B(TLx) > L+B(TLx) = An(x;L),÷òî è òðåáîâàëîñü.Çàìå÷àíèå 3.2. Îòìåòèì, ÷òî íà ãðàíèöå Γ0 ∩Ω∗ è �óíêöèÿ B, è �óíê-öèÿ B ðàâíû 0. Äëÿ �óíêöèè B � ýòî óòâåðæäåíèå ëåììû 2.3. Äëÿ �óíê-öèè B ýòî ñëåäóåò èç �îðìóëû (2.13) â îáëàñòè Ω0, èç �îðìóëû (2.15) âîáëàñòè Ω1, èç �îðìóëû (2.17) â îáëàñòè Ω2 è èç �îðìóëû (2.18) â îñòàâ-øåéñÿ ÷àñòè îáëàñòè Ω∗.Îïðåäåëåíèå 3.3. Ïóñòü x ∈ Ω∗. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëü-íîñòü �óíêöèé {ϕj} íà R
n ÿâëÿåòñÿ îïòèìèçèðóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíî-ñòüþ äëÿ �óíêöèè B â òî÷êå x, åñëè ϕj ∈ Fx, è

〈Nϕj〉Q0
→ B(x) ïðè j → ∞. (3.2)Ñòàíäàðòíûì ñïîñîáîì äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèé òèïà (3.1) ÿâëÿåò-ñÿ ïðåäúÿâëåíèå îïòèìèçèðóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëÿ êàæäîé òî÷êè

x ∈ Ω∗. Âî ìíîãèõ äèàäè÷åñêèõ çàäà÷àõ âîãíóòîñòü �óíêöèè Áåëëìàíàâ êàêîì-òî ñìûñëå ÿñíà íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ, ÷òî ïîçâîëÿåòîáîéòèñü ïîñòðîåíèåì îïòèìàéçåðîâ òîëüêî äëÿ òî÷åê íà ãðàíèöå îáëà-ñòè (ñì. [17℄). Â íàøåé çàäà÷å ìû ñìîæåì ïîéòè åù¼ äàëüøå: êîìáèíèðóÿ
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n èç ëåììû 2.4 ñ ãåîìåòðè÷åñêîé ñòðóê-òóðîé, îïðåäåëÿþùåé �óíêöèþ B, ìû ñìîæåì äîêàçàòü ëåììó 3.1, âîîá-ùå íå èñïîëüçóÿ ÿâíûé âèä îïòèìàéçåðîâ. Îäíàêî, ïîñêîëüêó òàêèå îï-òèìàéçåðû ïðåäñòàâëÿþò íåçàâèñèìûé èíòåðåñ, ïîçæå â ýòîì ïàðàãðà�åìû ïðåäúÿâèì-òàêè îïòèìàéçåð äëÿ êëþ÷åâîé òî÷êè x = (0, 1). (Ïîñêîëü-êó ýòî áóäåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, íà êîòîðîé â ïðåäåëå äîñòèãàåòñÿ íîðìàîïåðàòîðà N èç BMO â BLO, ìû íàçîâ¼ì å¼ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ, îïòè-ìèçèðóþùåé íîðìó.)Ñïåðâà ìû äîêàæåì îöåíêó (3.1) äëÿ òî÷åê x, ëåæàùèõ íà ãðàíèöå îá-ëàñòè Ω∗. Çàìå÷àíèå 3.2 ïîêàçûâàåò, ÷òî íàì íóæíî ðàññìàòðèâàòü òîëüêîòî÷êè íà ïðàâîé ãðàíèöå {(0, y) : 0 6 y 6 1} è íà âåðõíåé ãðàíèöå Γ1 ∩Ω∗.Àðãóìåíòàöèÿ â ýòèõ äâóõ ñëó÷àÿõ íåñêîëüêî ðàçëè÷íà, íî â îáîèõ ñëó-÷àÿõ ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåòñÿ ëåììà 2.4 è ñâÿçàííàÿ ñ íåé ëîêàëüíàÿâûïóêëîñòü �óíêöèè B â îáëàñòè Ω∗. (Ìû íàçûâàåì �óíêöèþ ëîêàëüíîâîãíóòîé â íåêîòîðîé îáëàñòè, åñëè îíà âîãíóòà íà ëþáîé âûïóêëîé ïîä-îáëàñòè.)Ëåììà 3.4. Ôóíêöèÿ B ëîêàëüíî âûïóêëà â Ω∗.Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüì¼ì äâå ïðîèçâîëüíûå òî÷êè x−, x+ ∈ Ω∗, äëÿ êî-òîðûõ âåñü ñîåäèíÿþùèé èõ îòðåçîê [x−, x+] ëåæèò â Ω∗. Ïóñòü {ϕ−

j } è
{ϕ+

j } � îïòèìèçèðóþùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëÿ �óíêöèè B ñîîòâåò-ñòâåííî â òî÷êàõ x− è x+. Âîçüì¼ì ëþáîå ÷èñëî γ ∈ (0, 1) è ðàçîáü¼ìêóá Q0 â îáúåäèíåíèå äâóõ ìíîæåñòâ, îäíî áóäåò èìåòü ìåðó 1− γ, à äðó-ãîå � γ. Êàæäîå èç äâóõ ìíîæåñòâ ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæåñòâà ìåðû íîëüïðåäñòàâèì êàê îáúåäèíåíèå äèçúþíêòíûõ äèàäè÷åñêèõ êóáîâ. Òàêèì îá-ðàçîì,
Q0 ≈

(⋃

k

Q−
k

)
∪
(⋃

k

Q+
k

)
,ãäå ∑

k |Q−
k | = 1 − γ, ∑k |Q+

k | = γ, à ñèìâîë �≈� îçíà÷àåò ðàâåíñòâî ñòî÷íîñòüþ äî ìíîæåñòâà ìåðû íîëü.Îïðåäåëèì íîâóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �óíêöèé {ϕj} íà Rn, ïîëàãàÿ ýòè�óíêöèè íóë¼ì âíå êóáà Q0, è ϕj |Q0
îïðåäåëèì êàê îòñêàëèðîâàííóþ êî-ïèþ �óíêöèè ϕ−

j íà êàæäîì êóáå Q−
k è êàê îòñêàëèðîâàííóþ êîïèþ �óíê-öèè ϕ+

j íà êàæäîì êóáå Q+
k . Ïîíÿòíî, ÷òî ϕj ∈ F(1−γ)x−+γx+ è

B((1− γ)x− + γx+) > 〈Nϕj〉Q0
=

∑

k

|Q−
k |〈Nϕj〉

Q−

k

+
∑

k

|Q+
k |〈Nϕj〉

Q+

k

= (1− γ)〈Nϕ−
j 〉Q0

+ γ〈Nϕ+
j 〉Q0

.



126 Â. ÂÀÑÞÍÈÍ, À. ÎÑÅÍÊÎÂÑÊÈ, Ë. ÑËÀÂÈÍÏðàâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà ñõîäèòñÿ ê (1 − γ)B(x−) + γB(x+) ïðè j → ∞.Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå ëåììû. �Ëåììà 3.5. B(0, y) > B(0, y) äëÿ âñåõ y, 0 6 y 6 1.Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå äîñòàòî÷íî ïðîâåðÿòü äëÿ ïîëîæèòåëü-íûõ çíà÷åíèé y, ïîñêîëüêó ïðè y = 0 êàê B(0, y), òàê è B(0, y) îáðàùàþòñÿâ íîëü. Âûáåðåì ìàëåíüêèé ïàðàìåòð δ > 0 è ïîëîæèì x− = (2−nδ, y) è
x+ = (−(1− 2−n)δ, y). Ïðèìåíÿÿ ëåììó 2.4 ñ L = L+ = 0 è L− = 2−nδ, ìûïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

B(0, y) > (1− 2−n)Bn(2−nδ, y, 2−nδ) + 2−nB(−(1− 2−n)δ, y). (3.3)Ïî ëåììå 2.5
B

n(2−nδ, y, 2−nδ) = 2−nδ +B
n(0, y − 2−2nδ2, 0) = 2−nδ + B(0, y − 2−2nδ2),à ëåììà 3.4 äà¼ò íàì íåðàâåíñòâî

B(−(1− 2−n)δ, y) >

√
y − (1− 2−n)δ

√
y

B(0, y) + (1− 2−n)δ√
y

B(−√
y, y)

=

√
y − (1− 2−n)δ

√
y

B(0, y),ïîñêîëüêó �óíêöèÿ B ðàâíà íóëþ íà íèæíåé ãðàíèöå îáëàñòè Ω∗.Åñëè ìû ïîäñòàâèì ýòè äâà ñîîòíîøåíèÿ â (3.3) è ðåçóëüòàò ðàçäåëèìíà 1− 2−n, òî ïîëó÷èì
B(0, y)− B(0, y − 2−2nδ2) > −2−nδ√

y
B(0, y) + 2−nδ. (3.4)Íàïîìíèì, ÷òî �óíêöèÿ y 7→ B(0, y) âîãíóòà íà îòðåçêå [0, 1], è, â ÷àñòíî-ñòè, ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå îäíîñòîðîííèå ïðîèçâîäíûå íà èíòåðâàëå (0, 1).Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî y < 1, ìû ïîäåëèì îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà (3.4) íà δ èóñòðåìèì δ ê íóëþ. Ëåâàÿ ÷àñòü îáðàòèòñÿ â íîëü, à â ðåçóëüòàòå îñòàíåòñÿíåðàâåíñòâî

B(0, y) > √
y = B(0, y),êîòîðîå è íóæíî áûëî äîêàçàòü. Íàêîíåö, åñëè y = 1, ìû â íåðàâåí-ñòâå (3.4) èñïîëüçóåì òîëüêî ÷òî ïîëó÷åííóþ îöåíêó

B(0, 1 − 2−2nδ2) >
√

1− 2−2nδ2è óñòðåìèì δ ê íóëþ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì B(0, 1) > 1, ÷òî è çàâåðøàåòäîêàçàòåëüñòâî ëåììû. �Ëåììà 3.6. B(v, v2 + 1) > B(v, v2 + 1) ïðè âñåõ v, v 6 0.



ÌÀÊÑÈÌÀËÜÍÛÉ ÎÏÅ�ÀÒÎ� ÈÇ BMO Â BLO 127Äîêàçàòåëüñòâî. Ñïåðâà ìû ïðîâåðèì ýòî óòâåðæäåíèå äëÿ òî÷åê P =
(v, v2 + 1), ëåæàùèõ â îáëàñòè Ω1 ∪ Ω2. Åñëè P ∈ Ω1, òî, ñîãëàñíî �îðìó-ëå (2.14), v = 1

2(3s− 1
s )− 1 äëÿ íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ s, s ∈ [2−n/2, 1]. Ïóñòü

u = v − s, v+ = v − s+ 1
s , è ìû ââåä¼ì äâå âñïîìîãàòåëüíûå òî÷êè

Q = (v+, (v+)2 + 1) è R = (u, u2).Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî òî÷êà P ëåæèò íà îòðåçêå [Q,R] (íà ñàìîì äå-ëå P = s2Q + (1 − s2)R), è îòðåçîê [P,R] öåëèêîì ëåæèò â îáëàñòè Ω.Ïîñêîëüêó s2 > 2−n, íà îòðåçêå [P,R] íàéä¼òñÿ òî÷êà R1, äëÿ êîòîðîé
P = (1 − 2−n)R1 + 2−nQ. Çàìåòèì, ÷òî v+ = 1

2 (s +
1
s ) − 1 > 0. Ñëåäî-âàòåëüíî, ëåììà 2.4 ñ L = L− = 0 è L+ = v+ ãàðàíòèðóåò âûïîëíåíèåíåðàâåíñòâà

B(P ) > (1− 2−n)B(R1) + 2−n
B

n(Q, v+).Èñïîëüçóÿ ëåììó 2.5 ïîëó÷àåì
B(P ) > (1− 2−n)B(R1) + 2−n(v+ + B(0, 1)). (3.5)Íî �óíêöèÿ B ëîêàëüíî âîãíóòà â îáëàñòè Ω∗, ïîýòîìó

B(R1) >
|R1 −R|
|P −R| B(P ) + |P −R1|

|P −R| B(R) = |R1 −R|
|P −R| B(P ).Ïîäñòàâëÿÿ ýòó îöåíêó â íåðàâåíñòâî (3.5) è èñïîëüçóÿ �àêò, óñòàíîâëåí-íûé â ïðåäûäóùåé ëåììå, à èìåííî, ÷òî B(0, 1) > 1, ìû ïîëó÷àåì íåðà-âåíñòâî, ðàâíîñèëüíîå ñëåäóþùåìó:

B(P ) > s2(1 + v+) =
1

2
s(1 + s2) = B(P ),ãäå ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî � ýòî ïðîñòî �îðìóëà (2.15) ñ x1 = v.Â ñëó÷àå P ∈ Ω2 ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íû è äàæå íåñêîëüêî ïðîùå.Ìû ñðàçó ìîæåì âçÿòü òî÷êó R = R1 íà Γ0, R =

(
v − 2−n/2, (v − 2−n/2)2

),òîãäà òî÷êà Q =
(
v+τ, (v + τ)2+1

) áóäåò òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ ãðàíèöû Γ1 ñïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè P è R. Áîëåå òîãî, òî÷êà P äåëèò îòðåçîê
[Q,R] â íóæíîì ñîîòíîøåíèè: P = (1−2−n)R+2−nQ. Ïîýòîìó ìû ìîæåìïðèìåíèòü ëåììó 2.4 ñ L = L− = 0 è L+ = v + τ , ïîñêîëüêó v + τ > 0:
B(P )>(1−2−n)B

(
v−2−n/2, (v−2−n/2)2

)
+2−n

B
n
(
v+τ, (v+τ)2 + 1, v+τ

)

= 2−n
B

n
(
v+τ, (v+τ)2 + 1, v+τ

)
.Òåïåðü, ïîëüçóÿñü ëåììîé 2.5 è ëåììîé 3.5 ñ y = 0, ïîëó÷àåì îöåíêó

B(P ) > 2−n (v + τ + B(0, 1)) > 2−n (v + τ + 1) = B(P ),ãäå ìû ñíîâà èñïîëüçîâàëè òîò �àêò, ÷òî B(0, 1) > 1, à ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî� ýòî ïðîñòî �îðìóëà (2.17) ñ x1 = v è α = 2−n.



128 Â. ÂÀÑÞÍÈÍ, À. ÎÑÅÍÊÎÂÑÊÈ, Ë. ÑËÀÂÈÍÍàêîíåö, ïóñòü P ∈ Ω2k+1∪Ω2k+2 ïðè íåêîòîðîì k > 1. Òîãäà T−jτP ∈ Ω∗äëÿ âñåõ j 6 k, è T−kτP ∈ Ω1 ∪ Ω2. Ñ ó÷¼òîì òîæäåñòâà
T−jτP = (1− 2−n)(v − jτ − 2−n/2, (v − jτ − 2−n/2)2) + 2−nT−(j+1)τPïîñëåäîâàòåëüíîå ïðèìåíåíèå ëåììû 2.4 ñ L± = L = 0 âìåñòå ñ ëåììîé 2.3äà¼ò öåïî÷êó íåðàâåíñòâ
B(P ) > (1− 2−n)B(v − 2−n/2, (v − 2−n/2)2) + 2−nB(T−τP )

= 2−nB(T−τP ) > . . . > 2−knB(T−kτP ) > 2−knB(T−kτP ) = B(P ),ãäå ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî � ýòî �îðìóëà (2.18). Ìû ðàçîáðàëè âñå ñëó÷àè,è, òåì ñàìûì, äîêàçàòåëüñòâî çàâåðøåíî. �Òåïåðü ìû ãîòîâû äîêàçûâàòü ëåììó 3.1.Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3.1. Êàæäàÿ âíóòðåííÿÿ òî÷êà x ∈ Ω∗ ëåæèòíà íåêîòîðîì ïðÿìîëèíåéíîì îòðåçêå mx, ñîåäèíÿþùåì ãðàíè÷íûå òî÷êè
Ux ∈ {(u, u2) : u 6 0} è Vx ∈ {(v, v2 + 1): v 6 0} ∪ {(0, y) : 0 6 y 6 1}è öåëèêîì ëåæàùåì â Ω∗, ïðè÷¼ì �óíêöèÿ B ëèíåéíà íà îòðåçêå mx.Äåéñòâèòåëüíî, â Ω0 òàêîé îòðåçîê mx ðàñïîëîæåí ãîðèçîíòàëüíî:

{(t, x2) : −√
x2 6 t 6 0},â îáëàñòÿõ Ω1 è Ω2 îòðåçîê mx = ℓs(x) çàäà¼òñÿ óñëîâèÿìè (2.14) è, ñî-îòâåòñòâåííî, (2.16), à â îñòàëüíîé ÷àñòè îáëàñòè Ω∗ îòðåçîê mx � ýòîîáðàç ñîîòâåòñòâóþùåãî îòðåçêà èç Ω1∪Ω2, ïåðåíåñ¼ííîãî ïðåîáðàçîâàíè-åì (2.18), òî åñòü mx = Tkτ ℓs(x̃) äëÿ ïîäõîäÿùåãî k, ãäå x̃ = T−kτx.Ïóñòü x ∈ Ω∗. Åñëè x ëåæèò íà ãðàíèöå îáëàñòè Ω∗, òî óòâåðæäåíèå ëåì-ìû ñîäåðæèòñÿ ëèáî â çàìå÷àíèè 3.2, ëèáî â ëåììå 3.5, ëèáî â ëåììå 3.6.Åñëè x � âíóòðåííÿÿ òî÷êà îáëàñòè Ω∗, òî ìû ìîæåì çàïèñàòü å¼ â âèäå

x = (1 − γ)Ux + γVx, ãäå Ux è Vx � êîíöû ñîîòâåòñòâóþùåãî îòðåçêà mx.Òîãäà
B(x) > (1− γ)B(Ux) + γB(Vx) = γB(Vx)

> γB(Vx) = (1− γ)B(Ux) + γB(Vx) = B(x). �3.1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, îïòèìèçèðóþùàÿ íîðìó. Ìû ïðèâåä¼ìîïòèìèçèðóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëÿ êàíäèäàòà B â òî÷êå (0, 1). Êàêáûëî îòìå÷åíî â íà÷àëå íàñòîÿùåãî ïàðàãðà�à, ïîñòðîåíèå òàêîé ïîñëå-äîâàòåëüíîñòè íå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 3.1.Îäíàêî ñòðóêòóðà ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êàæåòñÿ íàì èíòåðåñíîé, ïî-ñêîëüêó îòðàæàåò äâîéñòâåííóþ ïðèðîäó ðåøàåìîé ýêñòðåìàëüíîé çàäà-÷è. Ïîÿñíèì ÷óòü ïîäðîáíåå. Áåëëìàíîâñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è (2.1)�(2.2)ÿâëÿåòñÿ òàêîé æå, êàê è îðèãèíàëüíàÿ L2-ïîñòàíîâêà äëÿ äèàäè÷åñêîé



ÌÀÊÑÈÌÀËÜÍÛÉ ÎÏÅ�ÀÒÎ� ÈÇ BMO Â BLO 129ìàêñèìàëüíîé �óíêöèè èç ðàáîòû [10℄, çà èñêëþ÷åíèåì òîãî, ÷òî òåïåðü
BMO-íîðìà òåñòîâûõ �óíêöèè îãðàíè÷åíà åäèíèöåé. Ñîîòâåòñòâåííî îï-òèìàéçåð, ïðèâîäèìûé íèæå, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü è êàê ñïåöèàëüíóþ ïå-ðåñòàíîâêó äèàäè÷åñêîãî ëîãàðè�ìà èç ñòàòüè [17℄, ïðîâåä¼ííóþ ñ öåëüþìàêñèìèçàöèè BMO-íîðìû ýòîãî ëîãàðè�ìà, è êàê áëèçêîãî ðîäñòâåííèêàîïòèìàéçåðà äëÿ êëàññè÷åñêîãî äèàäè÷åñêîãî ìàêñèìàëüíîãî îïåðàòîðà,ïîñòðîåííîãî â ðàáîòàõ [16℄ è [18℄.Äëÿ ïîñòðîåíèÿ íóæíîé îïòèìèçèðóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìû ñïåð-âà ïðè �èêñèðîâàííîì íàòóðàëüíîì j îïðåäåëèì íà îòðåçêå I0 = (0, 1)âñïîìîãàòåëüíóþ �óíêöèþ ψ ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåãî ðåêóðñèâíîãî ñîîò-íîøåíèÿ:

ψ(t) =





−γ, 0 < t 6 2−j ,

ψ(2kt− 1), 2−k < t 6 2−k+1, 1 < k 6 j,

ψ(2t − 1) + δ, 1
2 < t < 1.

(3.6)Ïðîâåðèì, ÷òî ýòà �îðìóëà êîððåêòíî îïðåäåëÿåò ïî÷òè âñþäó �óíê-öèþ ψ ïî ëþáûì äâóì ÷èñëîâûì ïàðàìåòðàì γ è δ åäèíñòâåííûì îáðà-çîì. Äëÿ ýòîãî ïî èíäóêöèè çàäàäèì âñïîìîãàòåëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü�óíêöèé {ψ(m)}, îïðåäåë¼ííóþ íà íåêîòîðîì ïîäìíîæåñòâå ïðîìåæóò-êà I0:
ψ(1)(t) =

{
−γ, 0 < t 6 2−j,íå îïðåäåëåíà, 2−j < t < 1;

(3.7)
ψ(m)(t) =





−γ, 0 < t 6 2−j ,

ψ(m−1)(2kt− 1), 2−k < t 6 2−k+1, 1 < k 6 j,

ψ(m−1)(2t− 1) + δ, 1
2 < t < 1.

(3.8)Çàìåòèì, ÷òî òî ìíîæåñòâî, ãäå �óíêöèÿ ψ(m) íå îïðåäåëåíà, èìååò ìåðó
(1 − 2−j)m, à â òåõ òî÷êàõ, ãäå �óíêöèÿ îïðåäåëåíà, îíà íà ñëåäóþùåìøàãå óæå íå ìåíÿåò çíà÷åíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ýòà âñïîìîãàòåëüíàÿ ïîñëå-äîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ ê ïî÷òè âñþäó îïðåäåë¼ííîé �óíêöèè ψ, óäîâëå-òâîðÿþùåé ðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ (3.6).Òî æå ñàìîå ðàññóæäåíèå äîêàçûâàåò è åäèíñòâåííîñòü �óíêöèè, çàäà-âàåìîé ñîîòíîøåíèåì (3.6). Äåéñòâèòåëüíî, ðàçíîñòü äâóõ ðåøåíèé áóäåòóäîâëåòâîðÿòü òîìó æå ñîîòíîøåíèþ ñ γ = δ = 0. �àññóæäàÿ òàê æå,êàê êîãäà ìû îïðåäåëÿëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ψ(m), ìû ìîæåì ãàðàíòèðî-âàòü, ÷òî �íà ïåðâîì øàãå� ýòà ðàçíîñòü ðàâíà íóëþ íà ìíîæåñòâå ìåðû íåìåíüøåé, ÷åì 2−j , à ïîñëå m-êðàòíîãî èñïîëüçîâàíèÿ ñîîòíîøåíèÿ (3.6),ìû âèäèì, ÷òî ýòà ðàçíîñòü ðàâíà íóëþ íà ìíîæåñòâå ìåðû íå ìåíüøåé,÷åì 1− (1− 2−j)m, à ñëåäîâàòåëüíî, îíà ðàâíà íóëþ ïî÷òè âñþäó.



130 Â. ÂÀÑÞÍÈÍ, À. ÎÑÅÍÊÎÂÑÊÈ, Ë. ÑËÀÂÈÍÒåïåðü äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà j âûáåðåì ñâîè ÷èñëîâûå ïàðà-ìåòðû γj è δj òàê, ÷òîáû ðåøåíèå ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ (3.6) èìå-ëî áû ñðåäíåå çíà÷åíèå 0 íà I0, à ñðåäíåå çíà÷åíèå êâàäðàòà áûëî áû 1.Íåòðóäíî ñîñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ ýòîãî ìû äîëæíû âçÿòü
γj =

1√
1 + 21−j

, δj =
21−j

√
1 + 21−j

. (3.9)Ïóñòü ψj � ýòî �óíêöèè, çàäàâàåìûå ñîîòíîøåíèåì (3.6) ñ êîíñòàíòàìè
γ = γj è δ = δj è ïðîäîëæåííûå íóë¼ì âíå I0. Îäíîìåðíàÿ ìàêñèìàëüíàÿ�óíêöèÿ N1ψj áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ òîëüêî �âíóòðåííèì� ïîâåäåíèåì �óíê-öèè ψj íà ïðîìåæóòêå I0, à ïîýòîìó îíà áóäåò óäîâëåòâîðÿòü òîìó æå ðå-êóðñèâíîìó ñîîòíîøåíèþ (3.6) ñ γ = 0 è δ = δj . Ïîñêîëüêó îäíîçíà÷íîñòüðåøåíèÿ ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ (3.6) óæå áûëà äîêàçàíà, ìû ìîæåìóòâåðæäàòü, ÷òî

N1ψj(t) = ψj(t) + γj, (3.10)Ñëåäóþùàÿ ëåììà ñîáèðàåò ÷àñòè÷íî óæå îòìå÷åííûå ñâîéñòâà ïîñëå-äîâàòåëüíîñòè {ψj}. ×èñòî âû÷èñëèòåëüíîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîé ëåììûìû îñòàâèì ÷èòàòåëþ â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.Ëåììà 3.7. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ψj} îáëàäàåò òàêèìè ñâîéñòâàìè:
∀j, ψj ∈ BMOd(I0), ‖ψj‖BMOd(I0)

= 1;

∀j, 〈ψj〉I0 = 0, 〈ψ2
j 〉I0 = 1;

∀j, inf
I0
N1ψj = 0;

〈N1ψj〉I0 −→ 1, ïðè j → ∞.×òîáû îäíîìåðíûé ïðèìåð {ψj} ðàñïðîñòðàíèòü íà áîëåå âûñîêèå ðàç-ìåðíîñòè, îïðåäåëèì �óíêöèþ
ϕj(t1, t2, ..., tn) = ψj(t1). (3.11)Íåïîñðåäñòâåííî âèäíî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ϕj} áóäåò îïòèìèçèðó-þùåé äëÿ áåëëìàíîâñíîãî êàíäèäàòà B â òî÷êå (0, 1) â ñìûñëå îïðåäåëå-íèÿ 3.3. Äåéñòâèòåëüíî, è âêëþ÷åíèå ϕj ∈ F(0,1), è óñëîâèå (3.2) íåïîñðåä-ñòâåííî îáåñïå÷èâàþòñÿ ëåììîé 3.7.Çàâåðøàÿ, ìû âûïîëíèì îáåùàíèå, äàííîå âî ââåäåíèè, è ïðåäñòàâèìïîñëåäîâàòåëüíîñòü, îïòèìèçèðóþùóþ íîðìó êëàññè÷åñêîãî äèàäè÷åñêîãîîïåðàòîðà M . Çàìåòèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ϕj + γj} íåîòðèöàòåëüíàíà R

n, ïîýòîìó îïåðàòîðû N è M íà íåé ñîâïàäàþò. Áîëåå òîãî,
‖ϕj + γj‖BMOd(Rn) = ‖ϕj‖BMOd(Rn) = 1
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inf
Q0

M(ϕj + γj) = inf
Q0

N(ϕj + γj) = γj .Ñëåäîâàòåëüíî,
〈M(ϕj + γj)〉Q0

− inf
Q0

M(ϕj + γj) = 〈N(ϕj + γj)〉Q0
− γj = 〈Nϕj〉Q0

→ 1,à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ‖M‖BMO→BLO > 1.�4. α-âîãíóòîñòü �óíêöèè BÂ ýòîì ïàðàãðà�å áóäåò äîêàçàíà ëåììà 2.11, òî åñòü ìû ïðîâåðèì,÷òî �óíêöèÿ B, çàäàííàÿ �îðìóëàìè (2.11)�(2.18) ÿâëÿåòñÿ α-âîãíóòîé âîáëàñòè Ω. Äëÿ ýòîãî ìû èñïîëüçóåì ëåììó èç ñòàòüè [17℄, êîòîðàÿ äà¼òäîñòàòî÷íîå óñëîâèå α-âîãíóòîñòè. Åñëè ãîâîðèòü áîëåå ïðåäìåòíî, ëåì-ìà 2.5 èç ýòîé ðàáîòû ñîäåðæèò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå (ñ òî÷íîñòüþ äîíåáîëüøèõ èçìåíåíèé â îáîçíà÷åíèÿõ).Ëåììà 4.1. Ïóñòü α ∈ (0, 12 ]. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî �óíêöèÿ B, çàäàííàÿâ îáëàñòè Ω, óäîâëåòâîðÿåò òð¼ì ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:(1) Ôóíêöèÿ B ëîêàëüíî âîãíóòà â Ω.(2) Ôóíêöèÿ B èìååò íåêàñàòåëüíóþ ïðîèçâîäíóþ â êàæäîé òî÷êåãðàíèöû Γ1. Áîëåå òîãî, äëÿ ëþáûõ äâóõ ðàçëè÷íûõ òî÷åê íà Γ1,
P = (p, p2+1) è Q = (q, q2+1), äëÿ êîòîðûõ |p−q| 6 τ , ñïðàâåäëèâîíåðàâåíñòâî

(D−−→
PQB)(P ) > (D−−→

PQB)(Q),ãäå D−−→
PQ

� ïðîèçâîäíàÿ â íàïðàâëåíèè âåêòîðà −−→
PQ.(3) Äëÿ ëþáûõ îïèñàííûõ âûøå òî÷åê P è Q, à òàêæå äëÿ òî÷êè

R = 1
1−α(P − αQ) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

B(P ) > (1− α)B(R) + αB(Q).Òîãäà �óíêöèÿ B ÿâëÿåòñÿ α-âîãíóòîé â îáëàñòè Ω.Çàìå÷àíèå 4.2. Îòìåòèì, ÷òî, åñëè k > 3 è x ∈ Ωk, òî ñïðàâåäëèâîòîæäåñòâî
B(x) = αk B(Tkτx).Ýòîò �àêò ñâîäèò ïðîâåðêó óñëîâèé (2) è (3) â ëåììå 4.1 äëÿ �óíêöèè B êïåðâûì íåñêîëüêèì îáëàñòÿì Ωk è ê íåáîëüøîìó êîëè÷åñòâó ñïåöèàëüíûõñëó÷àåâ. Íàïðèìåð, åñëè P,Q ∈ Ω− è m∗ � ýòî íàèáîëüøåå íàòóðàëüíîå÷èñëî m, äëÿ êîòîðîãî òî÷êè T−mτP è T−mτQ îñòàþòñÿ â Ω−, òî, ïîëàãàÿ

P ∗ := T−m∗τP , Q∗ := T−m∗τQ, ìû èìååì ðàâíîñèëüíîñòü äâóõ îöåíîê:
(D−−→

PQB)(P ) > (D−−→
PQB)(Q) ⇐⇒ (D−−−−→

P∗Q∗B)(P ∗) > (D−−−−→
P∗Q∗B)(Q∗).



132 Â. ÂÀÑÞÍÈÍ, À. ÎÑÅÍÊÎÂÑÊÈ, Ë. ÑËÀÂÈÍÂîçìîæíîñòü àíàëîãè÷íîãî ñäâèãà â óñëîâèè (3) ñîâñåì î÷åâèäíà.Çàìå÷àíèå 4.3. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ òî÷åê P è Q, îïèñàííûõ â óñëîâèè (2),òî÷êà R = (r1, r2), çàäàííàÿ â óñëîâèè (3), âñåãäà ëåæèò â îáëàñòè Ω. Äåé-ñòâèòåëüíî, íåñëîæíûå àëãåáðàè÷åñêèå âûêëàäêè ïîêàçûâàþò, ÷òî íåðà-âåíñòâî r2 > r21 ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî |p− q| 6 τ .Ïðîâåðêó òð¼õ óñëîâèé ëåììû 4.1 ìû ïðåäñòàâèì â âèäå òð¼õ îòäåëüíûõëåìì.4.1. Ïðîâåðêà óñëîâèÿ (1) ëåììû 4.1.Ëåììà 4.4. Ôóíêöèÿ B ëîêàëüíî âîãíóòà â Ω.Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî �óíêöèÿ B íåïðåðûâíà íà Ω. Ýëå-ìåíòàðíîå äè��åðåíöèðîâàíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî B ëîêàëüíî âîãíóòà â Ω0è â Ω+, à êðîìå òîãî îíà íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìà âíóòðè îáëàñòè
Ω0 ∪ Ω+. Ñëåäîâàòåëüíî, îíà ëîêàëüíî âîãíóòà â Ω0 ∪ Ω+. Ïîêàæåì, ÷òîýòè ñâîéñòâà ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ è íà Ω−.Çàìåòèì, ÷òî �îðìóëû (2.14)�(2.19) ìû ìîæåì ïåðåïèñàòü îäíîîáðàçíîñëåäóþùèì îáðàçîì. Åñëè m > 1 è x ∈ Ωm, òî ìû ïîëîæèì

k =
[m
2

]
, z =

s

αk
, µ = kτ + 1.Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ u = 1

2 (z − 1
z ) − µ è v = u + z, åñëè m íå÷¼òíîå, è

v = u+ 1
z åñëè m ÷¼òíîå. Òîãäà íàêëîí ýêñòðåìàëüíîãî îòðåçêà ℓs ðàâåí
v2 + 1− u2

v − u
= 2u+ v − u+

1

v − u
= 2u+ z +

1

z
= 2(z − µ).Òàêèì îáðàçîì, z êàê �óíêöèÿ îò x = (x1, x2) çàäà¼òñÿ óðàâíåíèåì x2 =

2(z − µ)(x1 − u) + u2 èëè (ïîñëå ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèÿ äëÿ u)
x2 = 2(z − µ)x1 −

3

4
z2 + 2µz +

1

2
− µ2 +

1

4z2
. (4.1)(Óñëîâèåì s ∈ [αm/2, α(m−1)/2] âûäåëÿåòñÿ åäèíñòâåííîå ðåøåíèå z ýòîãîóðàâíåíèÿ.) Ôîðìóëà äëÿ �óíêöèè B ïðèíèìàåò âèä

B(x) =
αk

2
(1 + z2)(x1 − u). (4.2)Äè��åðåíöèðóÿ �îðìóëó (4.1), ìû ìîæåì ñîñ÷èòàòü ïðîèçâîäíûå zx1

è zx2
:

zx1
=

2(µ − z)

2x1 − 3
2 z + 2µ− 1

2z3
, zx2

=
1

2x1 − 3
2 z + 2µ − 1

2z3
.



ÌÀÊÑÈÌÀËÜÍÛÉ ÎÏÅ�ÀÒÎ� ÈÇ BMO Â BLO 133Îòìåòèì, ÷òî âñåãäà ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî x1 6 v. Åñëè m íå÷¼òíîå,òî z 6 1 6 µ è v = 1
2 (3z − 1

z )− µ, ñëåäîâàòåëüíî, µ− z > 0 è
2x1 −

3

2
z + 2µ − 1

2z3
6

3

2
z − 1

z
− 1

2z3
=

1

2z3
(3z2 + 1)(z2 − 1) 6 0.Åñëè m ÷¼òíîå, òî z 6 1√

α
è v = 1

2 (z + 1
z ) − µ, òàêèì îáðàçîì µ − z >

τ + 1− 1√
α
= 1−√

α > 0 è
2x1 −

3

2
z + 2µ − 1

2z3
6 −1

2
z +

1

z
− 1

2z3
= − 1

2z3
(z2 − 1)2 6 0.Èòàê, â ëþáîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà zx1
6 0 è zx2

6 0. Áîëååòîãî, èç �îðìóëû (4.2) ñëåäóåò, ÷òî
α−kBx1

=
1

2
(1 + z2) +

(
z(x1 − u)− 1

2
(1 + z2)uz

)
zx1

=
1

2
(1 + z2) +

z

2

(
2x1 −

3

2
z + 2µ − 1

2z3

)
zx1

=
1

2
(1 + z2) + z(µ− z) =

1

2
(1− z2) + zµ,÷òî ìîæíî ðàâíîñèëüíî ïåðåïèñàòü â âèäå

α−kBx1
= −uz. (4.3)Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

α−kBx2
=

(
z(x1 − u)− 1

2
(1 + z2)uz

)
zx2

=
z

2
. (4.4)Ñëåäîâàòåëüíî,

α−kBx1x1
= (µ− z)zx1

, α−kBx1x2
= (µ− z)zx2

, α−kBx2x2
=

1

2
zx2

,îòêóäà
Bx1x1

6 0, Bx2x2
6 0, Bx1x1

Bx2x2
= B2

x1x2
. (4.5)Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî �óíêöèÿ B ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî âîãíóòîé â êàæäîé îáëà-ñòè Ωm. Áîëåå òîãî, ïîñêîëüêó Bx1

= −us è Bx2
= s

2 , à s � íåïðåðûâíàÿ�óíêöèÿ îò x â îáëàñòè Ω−, ìû äåëàåì âûâîä, ÷òî B ∈ C1(Ω−). À ñëåäî-âàòåëüíî, �óíêöèÿ B ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî âîãíóòîé âî âñåé îáëàñòè Ω−.Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ãðàíèöó ìåæäó îáëàñòÿìè Ω0 è Ω−, òî åñòü ýêñ-òðåìàëüíóþ ëèíèþ ℓ1. Êàê áûëî òîëüêî ÷òî ïîêàçàíî, â îáëàñòè Ω− ó íàñ
Bx1

= −us è Bx2
= s

2 . Òî åñòü íà ℓ1 ïðîèçâîäíûå ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ
Bx1

= 1 è Bx2
= 1

2 . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â îáëàñòè Ω0 ó íàñ Bx1
= 1 è

Bx2
= 1

2
√
x2
. À ýêñòðåìàëü ℓ1 ýòî îòðåçîê ïðÿìîé x2 = 1, òî åñòü íà íåé

Bx2
= 1

2 . Èòàê, ãðàäèåíò ∇B íåïðåðûâåí â îêðåñòíîñòè ýêñòðåìàëè ℓ1, è,ñëåäîâàòåëüíî, �óíêöèÿ B ëîêàëüíî âîãíóòà âî âñåé îáëàñòè Ω. �



134 Â. ÂÀÑÞÍÈÍ, À. ÎÑÅÍÊÎÂÑÊÈ, Ë. ÑËÀÂÈÍ4.2. Âàæíûå �îðìóëû. Òóò ìû ñîáåð¼ì â îäíîì ìåñòå íåñêîëüêî êëþ-÷åâûõ �îðìóë, êîòîðûìè ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ â îñòàâøåéñÿ ÷àñòè ýòîãîïàðàãðà�à. Âî-ïåðâûõ, ìû óæå çíàåì, ÷òî â îáëàñòè Ω− ñïðàâåäëèâû �îð-ìóëû
Bx1

= −us, Bx2
=
s

2
. (4.6)Ýòî � �îðìóëû (4.3) è (4.4). Ôóíêöèè u = u(s) è s = s(x) îïðåäåëåíû�îðìóëàìè (2.14), (2.16) è (2.19).Íàì ïîòðåáóþòñÿ âûðàæåíèÿ â òåðìèíàõ s äëÿ �óíêöèè B è å¼ êàñà-òåëüíîé ïðîèçâîäíîé â òî÷êàõ âåðõíåé ãðàíèöû îáëàñòè Ω−. Íàïîìíèì,÷òî åñëè v 6 0, òî äëÿ òî÷êè V = (v, v2 + 1) ìû ïèøåì b(v) := B(V ). Èç�îðìóë (2.15), (2.17) è (2.18) ìû ïîëó÷àåì âûðàæåíèå

b(v) =

{
s
2

(
1 +

(
s
αk

)
2
)
, åñëè V ∈ Ω2k+1, k > 0,

s
2

(
1 +

(
αk

s

)
2
)
, åñëè V ∈ Ω2k, k > 1.

(4.7)Äàëåå, èç �îðìóëû (4.6) ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî
b′(v) = Bx1

(V ) + 2vBx2
(V ) = s(v − u). (4.8)À èñïîëüçîâàíèå �îðìóë (2.14), (2.16) è (2.19) äà¼ò íàì âûðàæåíèå

b′(v) =

{
s2

αk , åñëè V ∈ Ω2k+1, k > 0,

αk, åñëè V ∈ Ω2k, k > 1.
(4.9)4.3. Ïðîâåðêà óñëîâèÿ (2) ëåììû 4.1.Ëåììà 4.5. Ïóñòü P = (p, p2 + 1) è Q = (q, q2 + 1) � äâå òî÷êè íàãðàíèöå Γ1, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî óñëîâèå |p− q| 6 τ . Òîãäà

(D−−→
PQB)(P ) > (D−−→

PQB)(Q). (4.10)Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó óñëîâèå (4.10) ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíîïåðåìåíû ìåñòàìè òî÷åê P è Q, äîñòàòî÷íî áóäåò åãî ïðîâåðèòü òîëüêîïðè p 6 q. Áîëåå òîãî, òàê êàê �óíêöèÿ x1 + √
x2 − x21 ÿâëÿåòñÿ âîãíó-òîé âî âñåé îáëàñòè {x1 > 0, x2 > x21}, òî óñëîâèå (4.10) àâòîìàòè÷åñêèâûïîëíåíî, åñëè 0 6 p 6 q. Ïîýòîìó ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî p 6 0.Ïîñêîëüêó −−→

PQ = (q− p)
[

1
p+q

]
, ìû ìîæåì íåðàâåíñòâî (4.10) ïåðåïèñàòüâ âèäå

Bx1
(P ) +Bx2

(P )(p + q) > Bx1
(Q) +Bx2

(Q)(p + q),à ïîñëå èñïîëüçîâàíèÿ �îðìóëû (4.8) îíî ïðèìåò âèä
b′(p)− b′(q) + (q − p)(Bx2

(P ) +Bx2
(Q)) > 0. (4.11)
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(Q) = 1

2 , îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü�îðìóëû (4.11) ÿâëÿåòñÿ âîçðàñòàþùåé �óíêöèåé îò q, ïîñêîëüêó Bx2
> 0.Ñëåäîâàòåëüíî, ñëó÷àé q > 0 ñâîäèòñÿ ê ñëó÷àþ q = 0.Èòàê, òåïåðü ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî q60. Òîãäà

Bx2
(P ) =

sp
2

è Bx2
(Q) =

sq
2
,à ëåâóþ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (4.11) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê �óíêöèþ ïå-ðåìåííûõ sp è sq:

G(sp, sq) := b′(p)− b′(q) +
1

2
(q − p)(sp + sq),è íåðàâåíñòâî (4.11) � ýòî óñëîâèå G > 0.Ó íàñ èìåþòñÿ ñëåäóþùèå âîçìîæíîñòè ïîìåñòèòü òî÷êè P è Q íà ãðà-íèöó Γ1:

• k > 1, P ∈ Ω2k, Q ∈ Ω2k ∪Ω2k−1;
• k > 2, P ∈ Ω2k, Q ∈ Ω2k−2;
• k > 1, P ∈ Ω2k+1, Q ∈ Ω2k+1 ∪ Ω2k ∪Ω2k−1.Åñëè ó÷åñòü çàìå÷àíèå 4.2, òî íàì äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü òðè ñëåäóþùèõñëó÷àÿ:
• P ∈ Ω2, Q ∈ Ω2 ∪ Ω1;
• P ∈ Ω4, Q ∈ Ω2;
• P ∈ Ω3, Q ∈ Ω3 ∪ Ω2 ∪Ω1.Ñëó÷àé 1: P ∈ Ω2, Q ∈ Ω2 ∪ Ω1. Òàê êàê P ∈ Ω2, òî b′(p) = α. Åñëè

Q ∈ Ω2, òî òàê æå è b′(q) = α, ïîýòîìó G > 0. Åñëè Q ∈ Ω1, òî b′(q) = s2q , è
G(sp, sq) = α− s2q +

q − p

2
(sp + sq),ãäå α 6 sp 6

√
α, p = 1

2(
sp
α + α

sp
)− τ − 1, √α 6 sq 6 1 è q = 1

2(3sq − 1
sq
)− 1.Íåïîñðåäñòâåííîå äè��åðåíöèðîâàíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòî � âîãíóòàÿ�óíêöèÿ ïî ïåðåìåííîé sq, òî åñòü äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òîG(sp,√α)>0è G(sp, 1) > 0. Ïåðâîå íåðàâåíñòâî î÷åâèäíî, à âòîðîå ðàâíîñèëüíî ñëåäó-þùåìó:

g(sp) := α− 1− p

2
(sp + 1) > 0.Ëåãêî âèäåòü ÷òî �óíêöèÿ g ÿâëÿåòñÿ âîãíóòîé �óíêöèåé îò ïåðåìåí-íîé sp, òàêèì îáðàçîì, íàì íóæíî òîëüêî ïðîâåðèòü, ÷òî g(α) > 0 è

g(
√
α) > 0. Åñëè sp = α, òî p = −τ , è g(α) = 1

2
√
α
(1−α)(1−√

α)2 > 0. Åñëè
sp =

√
α, òî p = 1

2 (3
√
α− 1√

α
)− 1, è g(√α) = 1

4
√
α
(1 +

√
α)(1−√

α)2 > 0.



136 Â. ÂÀÑÞÍÈÍ, À. ÎÑÅÍÊÎÂÑÊÈ, Ë. ÑËÀÂÈÍÑëó÷àé 2: P ∈ Ω4, Q ∈ Ω2. Òåïåðü α2 6 sp 6 α3/2, p = 1
2(

sp
α2 +

α2

sp
)−2τ −1,

b′(p) = α2 è α 6 sq 6
sp
α , q = 1

2(
sq
α + α

sq
)− τ − 1, b′(q) = α. Òàêèì îáðàçîì,

G(sp, sq) = α2 − α+
q − p

2
(sp + sq).Ýòà �óíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ âîçðàñòàþùåé �óíêöèåé îò sq, ïîñêîëüêó ïðè ðî-ñòå sq ïàðàìåòð q òîæå ðàñò¼ò. Ñëåäîâàòåëüíî, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî

G(sp, α) > 0. Çàìåòèì, ÷òî åñëè sq = α, òî Q ∈ Ω3. Ïîñêîëüêó ìû óæåïðîâåðèëè, ÷òî G > 0 â àëãåáðàè÷åñêè ýêâèâàëåíòíîì ñëó÷àå P ∈ Ω2, à
Q ∈ Ω1, ìû äåëàåì âûâîä, ÷òî G(sp, α) > 0.Ñëó÷àé 3: P ∈ Ω3, Q ∈ Ω3 ∪ Ω2 ∪ Ω1.Â ýòîì ñëó÷àå α3/2 6 sp 6 α, p = 1

2(
3sp
α − α

sp
)− τ − 1, è b′(p) = s2p

α .Åñëè Q ∈ Ω3, òî sp 6 sq 6 α, q = 1
2(

3sq
α − α

sq
)− τ − 1 è b′(q) = s2q

α . Òàêèìîáðàçîì,
G(sp, sq) =

1

α
(s2p − s2q) +

1

4

( 3

α
(sq − sp)− α

( 1

sq
− 1

sp

))
(sp + sq)

=
1

4αspsq
(s2q − s2p)(α

2 − spsq) > 0.Åñëè Q ∈ Ω2, òî α 6 sq 6
√
α, q = 1

2 (
sq
α + α

sq
)− τ − 1 è b′(q) = α. Òàêèìîáðàçîì,

G(sp, sq) =
s2p
α

− α+
1

4

(sq
α

− 3sp
α

+
α

sq
+
α

sp

)
(sp + sq)

=
1

4α
(sq − sp)

2 +
α

4

(sq
sp

+
sp
sq

− 2
)
> 0.Åñëè Q ∈ Ω1, òî √

α 6 sq 6
sp
α , q = 1

2 (3sq − 1
sq
) − 1 è b′(q) = s2q . Òàêèìîáðàçîì,

G(sp, sq) =
s2p
α

− s2q +
q − p

2
(sp + sq).Ýòà �óíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ âîãíóòîé ïî ïåðåìåííîé sq, òàê ÷òî äîñòàòî÷íîïðîâåðèòü, ÷òî G(sp,√α) > 0 è G(sp, spα ) > 0. Åñëè sq =

√
α, òî Q ∈ Ω2, èýòîò ñëó÷àé óæå ðàññìîòðåí âûøå. Åñëè sq = sp

α , òî q = p+ τ , ïîýòîìó
G
(
sp,

sp
α

)
=
s2p
α

−
s2p
α2

+
τ

2

(
1 +

1

α

)
sp.



ÌÀÊÑÈÌÀËÜÍÛÉ ÎÏÅ�ÀÒÎ� ÈÇ BMO Â BLO 137Ýòà �óíêöèÿ âîãíóòà ïî ïåðåìåííîé sp, òàê ÷òî äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî
G(α3/2,

√
α) > 0 è G(α, 1) > 0. Íåïîñðåäñòâåííûé ñ÷¼ò ïîêàçûâàåò, ÷òî

G(α3/2,
√
α) =

1

2
(1− α)2, G(α, 1) =

1

2
√
α
(1− α)(1 −

√
α)2 > 0. �4.4. Ïðîâåðêà óñëîâèÿ (3) ëåììû 4.1. Äëÿ âñåõ p è q, äëÿ êîòîðûõ

|q − p| 6 τ , ïîëîæèì
H(p, q) = b(p)− (1− α)B(R)− αb(q),ãäå òî÷êà R = (r1, r2) =

(p−αq
1−α ,

p2−αq2

1−α + 1
), êàê áûëî ïîêàçàíî, ëåæèò âîáëàñòè Ω. Óñëîâèå (3) ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó H(p, q) > 0.Ëåììà 4.6. Îöåíêà H(p, q) > 0 ñïðàâåäëèâà ïðè âñåõ p è q, äëÿ êîòîðûõ

|q − p| 6 τ .Äîêàçàòåëüñòâî ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ ëåìì, îòâå÷àþùèõ çà âàæíûå÷àñòíûå ñëó÷àè, ñ ïîñëåäóþùèì ðàññìîòðåíèåì îáùåãî ñëó÷àÿ.Ëåììà 4.7. Åñëè p− τ 6 q 6 p, òî H(p, q) > 0.Äîêàçàòåëüñòâî. Îòìåòèì, ÷òî �óíêöèÿ H âñþäó íåïðåðûâíî äè��å-ðåíöèðóåìà, è
Hq = −(1− α)

(
Bx1

(R)
∂r1
∂q

+Bx2
(R)

∂r2
∂q

)
− α(Bx1

(Q) + 2q Bx2
(Q))

= α
(
Bx1

(R) + 2qBx2
(R)−Bx1

(Q)− 2qBx2
(Q)

)
.Áîëåå òîãî, ó �óíêöèè H âñþäó åñòü îáîáù¼ííûå âòîðûå ïðîèçâîäíûå, èâòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî ïåðåìåííîé q çàäà¼òñÿ �îðìóëîé

Hqq =− α

(
α

1− α

[
Bx1x1

(R) + 4qBx1x2
(R) + 4q2Bx2x2

(R)
]

+
[
Bx1x1

(Q) + 4qBx1x2
(Q) + 4q2Bx2x2

(Q)
])

+ 2α(Bx2
(R)−Bx2

(Q)).Ïîñêîëüêó �óíêöèÿ B ëîêàëüíî âîãíóòà, äâà âûðàæåíèÿ â êâàäðàòíûõñêîáêàõ íåïîëîæèòåëüíû. È êðîìå òîãî, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
Bx2

(R) > Bx2
(Q),êîòîðîå ìû ñåé÷àñ ïîÿñíèì. Åñëè R ∈ Ω−, òî Q ∈ Ω−, è òî÷êà (vr, v

2
r + 1)ðàñïîëîæåíà ïðàâåå òî÷êè R, à ñòàëî áûòü, è ïðàâåå òî÷êè Q. Ñëåäîâà-òåëüíî, Bx2

(R) = sr
2 >

sq
2 = Bx2

(Q). Åñëè R ∈ Ω0, òî Bx2
(R) = 1

2
√
r2
, à åñëè

R ∈ Ω+, òî Bx2
(R) = 1

2
√

r2−r2
1

. Â ëþáîì ñëó÷àå Bx2
(R) > 1

2 . À ñ äðóãîéñòîðîíû, åñëè Q ∈ Ω−, òî Bx2
(Q) =

sq
2 6 1

2 , è åñëè Q ∈ Ω+, òî Bx2
(Q) = 1

2 .



138 Â. ÂÀÑÞÍÈÍ, À. ÎÑÅÍÊÎÂÑÊÈ, Ë. ÑËÀÂÈÍÈòàê, Hqq > 0, è, ñëåäîâàòåëüíî, �óíêöèÿ Hq âîçðàñòàåò ïî ïåðåìåí-íîé q ïðè q 6 p. Íî ïîñêîëüêó Hq(p, p) = 0, ìû ìîæåì óòâåðæäàòü, ÷òî
Hq 6 0. Ïîýòîìó ìèíèìóì �óíêöèè H íà èíòåðâàëå q ∈ [p − τ, p] äîñòè-ãàåòñÿ â ïðàâîì êîíöå, òî åñòü ïðè q = p. À òàê êàê H(p, p) = 0, ýòîòìèíèìóì ðàâåí íóëþ. �Èòàê, â äàëüíåéøåì ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî p 6 q. Áîëåå òîãî, çàìåòèì,÷òî, åñëè P ∈ Ω+, òî îòðåçîê [R,Q] ëåæèò â îáëàñòè Ω0∪{x1 > 0, x2 > x21}.Ïîñêîëüêó �óíêöèÿ x1+√

x2 − x21 ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé â îáëàñòè {x2 > x21},�óíêöèÿ B äîïóñêàåò ëîêàëüíî âûïóêëîå ðàñøèðåíèå â îáëàñòü
Ω0 ∪ {x1 > 0, x2 > x21},÷òî âëå÷¼ò íåðàâåíñòâî H(p, q) > 0. Ïîýòîìó ìû ìîæåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî

P ∈ Ω−.Ëåììà 4.8. Åñëè R ∈ Ω0, òî H(p, q) > 0.Äîêàçàòåëüñòâî. Â ýòîì ñëó÷àå îáÿçàòåëüíî P ∈ Ω1 è Q ∈ Ω+. Ïîýòîìó
b(p) =

1

2
sp(s

2
p + 1), B(R) = r1 +

√
r2, b(q) = q + 1.Ó÷ò¼ì, ÷òî r2 6 1 è B(R) 6 r1 + 1 = p−αq

1−α + 1. Ïîýòîìó
H(p, q) =

1

2
sp(s

2
p + 1)− (1− α)(r1 +

√
r2)− α(q + 1)

>
1

2
sp(s

2
p + 1)− (1− α)

(p− αq

1− α
+ 1

)
− α(q + 1)

=
1

2
sp(s

2
p + 1)− p− 1 =

1

2
sp(s

2
p + 1)− 1

2

(
3sp −

1

sp

)

=
1

2sp
(s2p − 1)2 > 0. �Òåïåðü âñåãäà áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî R ∈ Ω−. Ïóñòü u, v, v+ � ãî-ðèçîíòàëüíûå êîîðäèíàòû òð¼õ òî÷åê íà ýêñòðåìàëüíîé òðàåêòîðèè, ïðî-õîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó R: òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñ ãðàíèöåé Γ0, ëåâîé òî÷êèïåðåñå÷åíèÿ ñ ãðàíèöåé Γ1 è, ñîîòâåòñòâåííî, ïðàâîé òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñãðàíèöåé Γ1 (äâå ïîñëåäíèå òî÷êè ìîãóò ñîâïàäàòü). Èç ëèíåéíîñòè �óíê-öèè B âäîëü ýêñòðåìàëüíîé òðàåêòîðèè ñëåäóåò ðàâåíñòâî

B(R) =
r1 − u

v − u
b(v).Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ ξ = v−u, θ = r1−u

v−u è δ = q−p. Òîãäà, ñ îäíîé ñòîðîíû,
r2 − r21 = (1− θ)u2 + θ(v2 + 1)− ((1− θ)u+ θv)2 = θ + θ(1− θ)ξ2,
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r2 − r21 =

p2 + 1− α(q2 + 1)

1− α
−

(p− αq

1− α

)2
= 1− δ2

τ2
.Ïîýòîìó

δ = τ
√

(1− θ)(1− ξ2θ). (4.12)Êðîìå òîãî, òàê êàê r1 = θξ + u = v − (1− θ)ξ, òî
p = v − (1− θ)ξ +

αδ

1− α
, q = v − (1 − θ)ξ +

δ

1− α
. (4.13)Íàì òàêæå ïîíàäîáèòñÿ âûðàæåíèå äëÿ v+ â òåðìèíàõ v è ξ. Òàê êàê

(v+)2 − v2

v+ − v
=
v2 + 1− u2

v − u
= v + u+

1

v − u
,òî ìû èìååì

v+ = v +
1

ξ
− ξ. (4.14)ßñíî, ÷òî åñòü òîëüêî äâå âîçìîæíîñòè âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ ÷èñåë

p, q, v, v+: èëè v 6 p 6 q 6 v+, èëè p 6 v 6 v+ 6 q. Ñïåðâà ìû ðàññìîòðèìäâà êëþ÷åâûõ ñïåöèàëüíûõ ñëó÷àÿ: p = v 6 v+ = q è p 6 v = v+ 6 q.Ëåììà 4.9. Åñëè p = v è q = v+, òî H(p, q) > 0.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü V = (v, v2 + 1) è V + = (v+, (v+)2 + 1). Òîãäà
r1 =

v−αv+

1−α è
r1 − u

v − u
=

v−α(v+1/ξ−ξ)
1−α − (v − ξ)

ξ
=

1

1− α

(
1− α

ξ2

)
.Ñëåäîâàòåëüíî,

H(p, q) = H(v, v+) = b(v)− (1− α)
r1 − u

v − u
b(v)− αb(v+) = α

(b(v)
ξ2

− b(v+)
)
.Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàòåëüñòâî ëåììû ñîñòîèò â ïðîâåðêå íåðàâåíñòâà

b(v)

ξ2
− b(v+) > 0. (4.15)Òåïåðü ñïåöè�èêà èññëåäîâàíèÿ ýòîãî íåðàâåíñòâà áóäåò çàâèñåòü îò ïî-ëîæåíèÿ òî÷êè V . Ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 4.2, íàì äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòüäâà ñëó÷àÿ: V ∈ Ω2 è V ∈ Ω1.



140 Â. ÂÀÑÞÍÈÍ, À. ÎÑÅÍÊÎÂÑÊÈ, Ë. ÑËÀÂÈÍÑëó÷àé V ∈ Ω1 ÿâëÿåòñÿ áîëåå ë¼ãêèì, è ìû íà÷í¼ì ñ íåãî. Â ýòîìñëó÷àå v = 1
2(3ξ − 1

ξ )− 1 è b(v) = 1
2(ξ

3 + ξ). Êðîìå òîãî, v+ = v + 1
ξ − ξ =

1
2(ξ +

1
ξ )− 1. Òî åñòü v+ > 0 è b(v+) = v+ + 1 = 1

2(ξ +
1
ξ ). Òàêèì îáðàçîì,

b(v)

ξ2
− b(v+) =

1
2 (ξ

3 + ξ)

ξ2
− 1

2

(
ξ +

1

ξ

)
= 0.Åñëè V ∈ Ω2, òî v = 1

2(ξ +
1
ξ ) − τ − 1 è b(v) = α

2 (ξ +
1
ξ ). Êðîìå òîãî,

v+ = v+ 1
ξ − ξ = 1

2(
3
ξ − ξ)− τ −1. Çíà÷åíèå b(v+) îïðåäåëÿåòñÿ ïîëîæåíèåìòî÷êè V +, è ó íàñ åñòü òðè âîçìîæíîñòè: V + ∈ Ω2, V + ∈ Ω1 è V + ∈ Ω+.Åñëè V + ∈ Ω2, òî b(v+) = α(v+ + τ + 1) = α

2 (
3
ξ − ξ). Ñëåäîâàòåëüíî,

b(v)

ξ2
− b(v+) =

α
2 (ξ +

1
ξ )

ξ2
− α

2

(3
ξ
− ξ

)
=

α

2ξ3
(
1− ξ2

)2
> 0.Åñëè V + ∈ Ω+, òî b(v+) = v+ + 1 = 1

2(
3
ξ − ξ)− τ . Ñëåäîâàòåëüíî,

b(v)

ξ2
− b(v+) =

α
2 (ξ +

1
ξ )

ξ2
− 1

2

(3
ξ
− ξ

)
+ τ =

1

2ξ3
(
ξ4 + 2τξ3 + (α− 3)ξ2 + α

)

=
1

2ξ3
(
ξ −

√
α
)2(

ξ2 +
2√
α
ξ + 1

)
> 0.Íàêîíåö, åñëè V + ∈ Ω1, òî v+ = 1

2(3z − 1
z ) − 1 è b(v+) = 1

2 (z
3 + z),äëÿ íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà z ∈ [

√
α, 1]. Ïîýòîìó ðàâåíñòâî v+ =

1
2(

3
ξ − ξ)− τ − 1 çàïèøåòñÿ â âèäå

3z − 1

z
=

3

ξ
− ξ − 2τ. (4.16)Òîãäà

b(v)

ξ2
− b(v+) =

1

2

[
α
( 1

ξ3
+

1

ξ

)
− (z3 + z)

]
.Ïîñìîòðèì íà íåîáõîäèìîå íåðàâåíñòâî ïîä ñîâñåì äðóãèì óãëîì: �èê-ñèðóåì çíà÷åíèå âåëè÷èíû z ∈ (0, 1] è ïîñëåäíåå âûðàæåíèå â êâàäðàò-íûõ ñêîáêàõ áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê �óíêöèþ îò α: ïîëîæèì S(α) =

α
(

1
ξ3
+ 1

ξ

)
− (z3+z), ãäå 0 < α 6 z2, à âåëè÷èíà ξ = ξ(α) � ýòî ïîëîæèòåëü-íîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.16). Ñîñ÷èòàâ ïðîèçâîäíóþ dξ

dα = α−3/2+α−1/2

3/ξ2+1 ,ïîëó÷àåì
S′(α) = α

(
− 3

ξ4
− 1

ξ2

) dξ
dα

+
1

ξ3
+

1

ξ
= − α

ξ2
(α−3/2 + α−1/2) +

1

ξ3
+

1

ξ

=
1

ξ3
(ξ −

√
α)

(
ξ − 1√

α

)
6 0,
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√
α, 1], òî åñòü√

α 6 ξ 6 1 6 1√
α
. Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû äîêàçàòü íåðàâåíñòâî S(α) > 0,äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî S(z2) > 0. Èç òîæäåñòâà (4.16) ìû äåëàåì âûâîä,÷òî åñëè α = z2, òî z + 1

z = 3
ξ − ξ, è, ñëåäîâàòåëüíî,

S(z2) = z2
( 1

ξ3
+

1

ξ

)
− (z3 + z) = z2

[ 1

ξ3
+

1

ξ
−

(3
ξ
− ξ

)]
=
z2

ξ3
(1− ξ2)2 > 0.Äîêàçàòåëüñòâî çàâåðøåíî. �Ëåììà 4.10. Åñëè v = v+ è p 6 v 6 q, òî H(p, q) > 0.Äîêàçàòåëüñòâî. Óñëîâèå v = v+ îçíà÷àåò, ÷òî ýêñòðåìàëüíàÿ òðàåêòî-ðèÿ ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíîé ê êðèâîé Γ1. Äëÿ âñåõ òàêèõ êàñàòåëüíûõ òðà-åêòîðèé v = −kτ ïðè íåêîòîðîì öåëîì k > 1, è ýòè òðàåêòîðèè ðàçäåëÿþòîáëàñòè Ω2k è Ω2k+1. Äëÿ íàøèõ öåëåé äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü v = −τ ,÷òî îòâå÷àåò ãðàíèöå ìåæäó îáëàñòÿìè Ω2 è Ω3.Òåïåðü ó íàñ ξ = 1, è, ñëåäîâàòåëüíî, èç ðàâåíñòâà (4.12) âûòåêàåò, ÷òî

θ = r1−u
v−u = 1 − δ

τ . Ïîñêîëüêó b(v) = α, íåðàâåíñòâî H(p, q) > 0 ìîæíîïåðåïèñàòü â âèäå
D(δ) := b(p)− (1− α−

√
αδ)α − αb(q) > 0,è ïî �îðìóëàì (4.13)

p = v −
√
αδ

1 +
√
α
, q = v +

δ

1 +
√
α
.Îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè D ÿâëÿåòñÿ ïðîìåæóòîê [0, τ ]. ßñíî, ÷òî

D(0) = 0 è D(τ) = 0.Ïðîèçâîäíàÿ �óíêöèè D ðàâíà
D′(δ) = −

√
α

1 +
√
α
b′(p) + α

√
α− α b′(q)

1

1 +
√
α
.Ïðèðàâíèâàÿ íóëþ ïðîèçâîäíóþ D′(δ) è èñïîëüçóÿ òîò �àêò, ÷òî b′(v) = α,ìû ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

1

1 +
√
α
b′(p) +

√
α

1 +
√
α
b′(q) = b′(v). (4.17)Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû ìû ñïåðâà óáåäèìñÿ, ÷òî D′(τ) < 0, à ïîòîìïîêàæåì, ÷òî óðàâíåíèå (4.17) èìååò íå áîëåå îäíîãî êîðíÿ δ∗ íà ïðîìå-æóòêå (0, τ). Ïîñêîëüêó D(0) = 0, èç ýòîãî áóäåò âûòåêàòü, ÷òî êîðåíü δ∗ âòî÷íîñòè îäèí, è ýòî � òî÷êà ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà. Òàêèì îáðàçîì, ìè-íèìóì �óíêöèè D äîñòèãàåòñÿ â êîíöàõ ïðîìåæóòêà [0, τ ], ãäå �óíêöèÿðàâíà íóëþ.



142 Â. ÂÀÑÞÍÈÍ, À. ÎÑÅÍÊÎÂÑÊÈ, Ë. ÑËÀÂÈÍÄëÿ ïðîâåðêè íåðàâåíñòâà D′(τ) < 0 ìû ïåðåïèøåì åãî â âèäå
1

1 +
√
α
b′(p∗) +

√
α

1 +
√
α
b′(p∗ + τ) > α,ãäå p∗ = v −

√
ατ

1+
√
α
= −τ − 1 +

√
α. Ïîñêîëüêó b′(p∗ + τ) = b′(p∗)

α , ïîñëåäíååíåðàâåíñòâî ïåðåïèñûâàåòñÿ â ïðîñòîì âèäå:
b′(p∗) > α3/2. (4.18)Òàê êàê (p∗, p2∗ + 1) ∈ Ω3, òî p∗ = 1

2(3x∗ − 1
x∗
)− τ − 1 äëÿ íåêîòîðîãî x∗ ∈

[
√
α, 1]. Ñðàâíèâàÿ äâà âûðàæåíèÿ äëÿ p∗, ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ äëÿ x∗:

3x∗ − 1
x∗

= 2
√
α, ó êîòîðîãî â ïðîìåæóòêå x∗ ∈ [

√
α, 1] åñòü åäèíñòâåííûéêîðåíü x∗ = 1

3 (
√
α +

√
α+ 3). Ïîñêîëüêó b′(p∗) = αx2∗, íåðàâåíñòâî (4.18)ïðèíèìàåò âèä x2∗ > √
α, òî åñòü

√
α+

√
α+ 3 > 3α1/4,÷òî, êàê ëåãêî âèäåòü, ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ α ∈ (0, 1).Òåïåðü ìû ïîêàæåì ÷òî óðàâíåíèå (4.17) èìååò íå áîëåå îäíîãî êîðíÿíà èíòåðâàëå (0, τ). Êëþ÷åâûì çäåñü ÿâëÿåòñÿ òîò �àêò, ÷òî �óíêöèÿ b′ñòðîãî âûïóêëà íà ïðîìåæóòêå [p2,−τ ] è íåñòðîãî âûïóêëà íà ïðîìåæóòêå

[−τ, 0]. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè t ∈ [p2,−τ ], òî b′(t) = αx2, ãäå x � ýòî åäèí-ñòâåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ t = 1
2(3x − 1

x) − τ − 1 èç ïðîìåæóòêà [
√
α, 1](x = s

α èç �îðìóëû (4.9)). ßñíî, ÷òî x, êàê �óíêöèÿ îò t, ÿâëÿåòñÿ âîçðàñ-òàþùåé è ñòðîãî âûïóêëîé, ïîýòîìó òàêîé æå ÿâëÿåòñÿ �óíêöèÿ b′. Ïðè
t ∈ [−τ, p1] �óíêöèÿ b′(t) ïîñòîÿííà è ðàâíà α, à ïðè t ∈ [p1, 0] �óíêöèÿ b′îïÿòü æå ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé, ÷òî äîêàçûâàåòñÿ òåìè æå ðàññóæäåíèÿìè,êîòîðûå ïðèâîäèëèñü äëÿ ïðîìåæóòêà [p2,−τ ]. Ïîñêîëüêó �óíêöèÿ b′ âîç-ðàñòàåò, îíà âûïóêëà íà âñ¼ì ïðîìåæóòêå [−τ, 0].Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî δ1, δ2 � äâà êîðíÿ óðàâíåíèÿ (4.17), 0 < δ1 <
δ2 < τ . Òîãäà q(δ2) > q(δ1), ÷òî, â ñèëó âûïóêëîñòè �óíêöèè b′ ñïðàâà îòòî÷êè v, âëå÷¼ò íåðàâåíñòâî

b′(q(δ2))− b′(v)
q(δ2)− v

>
b′(q(δ1))− b′(v)

q(δ1)− v
.Ñîãëàñíî òîæäåñòâó (4.17), èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî b′(q)−b′(v)

q−v = b′(v)−b′(p)
v−p ,ñëåäîâàòåëüíî,

b′(v)− b′(p(δ2))
v − p(δ2)

>
b′(v)− b′(p(δ1))

v − p(δ1)
.Îäíàêî, ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî p(δ2) < p(δ1), èç êî-òîðîãî, â ñèëó ñòðîãîé âûïóêëîñòè �óíêöèè b′ ñëåâà îò òî÷êè v, âûòåêàåò
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b′(v)− b′(p(δ2))

v − p(δ2)
<
b′(v)− b′(p(δ1))

v − p(δ1)
.Ýòî ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò, ÷òî ñóùåñòâóåò íå áîëåå îäíîãî êîðíÿ óðàâ-íåíèÿ (4.17) íà ïðîìåæóòêå (0, τ). (Êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå, íà ñàìîìäåëå ñóùåñòâóåò ðîâíî îäèí êîðåíü, ñì. ðèñóíîê 2.) Ýòî ïðîòèâîðå÷èå çà-âåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî. �

�èñ. 2. Êîðåíü δ∗ óðàâíåíèÿ D′(δ) = 0.Äëÿ óïðîùåíèÿ äàëüíåéøèõ âû÷èñëåíèé íàì íóæíî ðàññìîòðåòü åù¼îäèí ñïåöèàëüíûé ñëó÷àé. Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå (2.10) ÷èñåë pk:
p0 =

1
2

√
α+ 1

2
√
α
− 1, pk = p0 − kτ.Ëåììà 4.11. Åñëè k > 1, p ∈ [pk,−kτ ] è q ∈ [p, pk−1], òî H(p, q) > 0.Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî îïèðàåòñÿ íà òîò �àêò, ÷òî äëÿ òàêèõ pè q ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ B̃, êîòîðàÿ ñîâïàäàåò ñ B â òî÷êàõ P , Q è Rè ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî âîãíóòîé â îáëàñòè, ñîäåðæàùåé îòðåçîê [R,Q]. Âñîîòâåòñòâèè ñ çàìå÷àíèåì 4.2 äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé k = 1.�àññìîòðèì ýêñòðåìàëè {ℓs}√α6s61, ñîåäèíÿþùèå òî÷êè (u(s), u2(s)) è

(v(s), v2(s) + 1), ãäå u(s) è v(s) îïðåäåëÿþòñÿ �îðìóëàìè (2.14). Êàæäàÿòî÷êà x ∈ Ω1 ëåæèò íà îäíîé òàêîé ýêñòðåìàëè, è B(x) îïðåäåëÿåòñÿ �îð-ìóëîé (2.15). Äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ s îáîçíà÷èì ÷åðåç ℓ̃s ïðîäîëæåíèåñåãìåíòà ℓs äî âòîðîé òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñ êðèâîé Γ1. Òàêèì îáðàçîì, ℓ̃s



144 Â. ÂÀÑÞÍÈÍ, À. ÎÑÅÍÊÎÂÑÊÈ, Ë. ÑËÀÂÈÍñîåäèíÿåò òî÷êè (u(s), u2(s)) è (v+(s), (v+(s))2+1), ãäå v+(s) äàíî �îðìó-ëîé (4.14) ñ ξ = s: v+(s) = v(s) + 1
s − s. Ïóñòü ω1 � ýòî îáëàñòü, ëåæàùàÿïîä ℓ̃√α è íàä Γ1 :

ω1 = {x : : p1 6 x1 6 p0, x
2
1 + 1 6 x2 6 (p1 + p0)x1 − p1p0 + 1}.Îáîçíà÷èì Ω̃1 = Ω1 ∪ ω1; ñì. ðèñóíîê 3. Òîãäà êàæäàÿ òî÷êà x ∈ Ω̃1ëåæèò íà îäíîì îòðåçêå ℓ̃s. Äëÿ òîãî ÷òîáû îïðåäåëèòü B̃(x), ìû ïðîñòîðàñïðîñòðàíèì îïðåäåëåíèå (2.15) íà Ω̃1:

B̃(x) =
1

2
(1 + s2)(x1 − u).

�èñ. 3. Îáëàñòü Ω̃1 = Ω1 ∪ ω1 è îòðåçîê ℓ̃s.Çàìåòèì, ÷òî B̃(x) = B(x) äëÿ âñåõ x ∈ Γ1 ∩{0 6 p0}. Êðîìå òîãî, àðãó-ìåíò ëåììû 4.4 ðàáîòàåò áåç âñÿêèõ èçìåíåíèé, è ìû ìîæåì çàêëþ÷èòü,÷òî �óíêöèÿ B̃ ëîêàëüíî âîãíóòà â Ω̃1.Ïîëîæèì B̃(x) = B(x) äëÿ x ∈ Ω2; òîãäà B̃ ëîêàëüíî âîãíóòà â îáëàñòè
Ω2∪Ω̃1. Îñòà¼òñÿ òîëüêî çàìåòèòü, ÷òî åñëè p è q òàêèå, êàê â óòâåðæäåíèèëåììû, òî [R,Q] ∈ Ω2 ∪ Ω̃1, è ïîòîìó
H(p, q) = B(P )−(1−α)B(R)−αB(Q) = B̃(P )−(1−α)B̃(R)−αB̃(Q) > 0. �Çàìå÷àíèå 4.12. Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 4.6 áûëî áû ìíîãî êîðî÷å, åñëèáû ïîäîáíîå ëîêàëüíî âîãíóòîå ðàñøèðåíèå, ïîêðûâàþùåå âñå ïîäõîäÿ-ùèå îòðåçêè [R,Q], ñóùåñòâîâàëî è äëÿ îáëàñòè Ω2. Ê ñîæàëåíèþ, ýòî íåòàê: ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå ðàñøèðåíèå Ω2 îãðàíè÷åíî îãèáàþùåé ýêñ-òðåìàëåé, ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷êàì ýòîé îáëàñòè; òàê êàê ýòà îãèáàþùàÿâûïóêëà è íàõîäèòñÿ âíå Ω (ñì. ðèñóíîê 4 â ñëåäóþùåì ïàðàãðà�å), ýòàìàêñèìàëüíàÿ îáëàñòü íåäîñòàòî÷íà äëÿ íàøèõ öåëåé.



ÌÀÊÑÈÌÀËÜÍÛÉ ÎÏÅ�ÀÒÎ� ÈÇ BMO Â BLO 145Òåïåðü ìû ìîæåì çàâåðøèòü äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 4.6.Äîêàçàòåëüñòâî îáùåãî ñëó÷àÿ. Âñå òðîéêè òî÷åê R,P,Q èç óñëî-âèÿ (3) ëåììû 4.1 ìû ïàðàìåòðèçóåì ïîëîæåíèåì ýêñòðåìàëüíîé òðàåê-òîðèè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó R, è ïîëîæåíèåì ñàìîé òî÷êè R íà ýòîéòðàåêòîðèè. Âîçüì¼ì ÷èñëî ξ ∈ [
√
α, 1]. Ïîëàãàÿ v − u = ξ è �èêñèðóÿ îá-ëàñòü Ωk, ãäå ðàñïîëîæåíà òî÷êà R, ìû îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåì çíà÷åíèå v.Ïóñòü V (ξ) = (v, v2 + 1) è U(ξ) = (u, u2).Òåïåðü âîçüì¼ì òàêîå ÷èñëî θ ∈ [0, 1], ÷òî R = (1− θ)U(ξ) + θV (ξ). Ýòîâ ñâîþ î÷åðåäü çàäà¼ò êàê �óíêöèè îò àðãóìåíòîâ ξ è θ äâå òî÷êè P (ξ, θ) =

(p, p2 + 1) è Q(ξ, θ) = (q, q2 + 1), äëÿ êîòîðûõ P = (1− α)R +αQ è p 6 q.Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâà (4.13), ìû âèäèì, ÷òî äëÿ ïðîâåðêè íåðàâåíñòâà
H(p, q) > 0 ïðè âñåõ òàêèõ p, q, ÷òî òî÷êà R = P−αQ

1−α ëåæèò íà ýêñòðåìàëèñ êîíöàìè U è V , íàì íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî �óíêöèÿ
W (ξ, θ) := b

(
v − (1− θ)ξ +

αδ

1− α

)

− (1− α)θb(v) − αb
(
v − (1− θ)ξ +

δ

1− α

) (4.19)íåîòðèöàòåëüíà â îáëàñòè {√α 6 ξ 6 1, 0 6 θ 6 1}.Ñïåðâà ðàññìîòðèì ãðàíèöó ýòîé îáëàñòè. Åñëè θ = 0, òî δ = τ , èïîýòîìó W = b(p) − αb(p + τ) = 0. Åñëè θ = 1, òî R = P = Q, è W = 0.Åñëè ξ = √
α, òî òðàåêòîðèÿ, ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êè U è V , ðàçäåëÿåò îáëàñòè

Ω2k−1 è Ω2k äëÿ íåêîòîðîãî k > 1. Ñëåäîâàòåëüíî, v = pk è v+ = v + τ =
pk−1, ãäå ÷èñëà pk îïðåäåëÿþòñÿ �îðìóëîé (2.10), à v+ âû÷èñëÿåòñÿ ïî�îðìóëå (4.14). Òàê êàê q − p 6 τ , òî v 6 p 6 q 6 v+, è ïîýòîìó W > 0 ïîëåììå 4.11. È, íàêîíåö, åñëè ξ = 1, òî W > 0 ïî ëåììå 4.10.Òåïåðü ïðîâåðèì, ÷òî ó �óíêöèè W íåò îòðèöàòåëüíûõ ýêñòðåìóìîââíóòðè îáëàñòè. ×àñòíûå ïðîèçâîäíûå ðàâíû

Wθ = b′(p)
(
ξ +

αδθ
1− α

)
− (1− α)b(v) − αb′(q)

(
ξ +

δθ
1− α

)è
Wξ = b′(p)

(
vξ −1+ θ+

αδξ
1− α

)
− (1−α)θb′(v)vξ −αb′(q)

(
vξ −1+ θ+

δξ
1− α

)
.Ïîëàãàÿ Wθ è Wξ ðàâíûìè 0, ïîñëå íåáîëüøèõ ïðåîáðàçîâàíèé ìû ïîëó-÷èì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå äëÿ b′(p):

b′(p)
[
δξξ − (vξ − 1 + θ)δθ

]

= (1− α)

(
b(v)

(
vξ − 1 + θ +

δξ
1− α

)
− θb′(v)vξ

(
ξ +

δθ
1− α

))
.

(4.20)
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δ (ξ2θ − 1+ξ2

2 ) è δξ = − τ2

δ ξθ(1 − θ). Äàëåå,èç �îðìóë (4.7) è (4.9) íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî b′(v) = 2ξ
ξ2+1 b(v). Ïîäñòàâëÿÿýòè âûðàæåíèÿ â (4.20) è óïðîùàÿ ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ, ìû âèäèì, ÷òîëåâàÿ ÷àñòü ïðèíèìàåò âèä

−b′(p) τ
2

2δ

[
(1 + ξ2)(1− θ) + vξ(2ξ

2θ − 1− ξ2)
]
,à ïðàâàÿ ÷àñòü �

−b′(v) 1− α

2ξ

(1− α

αδ
θξ + 1

)[
(1 + ξ2)(1− θ) + vξ(2ξ

2θ − 1− ξ2)
]
.Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî íè ïðè êàêîì ïîëîæåíèè òî÷êè V îáùèé ìíîæè-òåëü â ýòèõ äâóõ âûðàæåíèÿõ íå îáðàùàåòñÿ â íîëü, êðîìå ñëó÷àÿ θ = 1 è

ξ = 1, êîãäà, êîíå÷íî, W = 0. Òàêèì îáðàçîì, âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõïîñëå ñîêðàùåíèé è ïðåîáðàçîâàíèé óðàâíåíèå (4.20) ïðèíèìàåò âèä
b′(p) = b′(v)

(
1− v − p

ξ

)
. (4.21)Òåïåðü ìû õîòèì ðàññìîòðåòü âñå âîçìîæíûå ïîëîæåíèÿ òî÷êè R èëè, ÷òîòî æå ñàìîå, òî÷êè V . Ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 4.2 íàì äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòüäâà ñëó÷àÿ: V ∈ Ω1 è V ∈ Ω2.Ñïåðâà ïðåäïîëîæèì, ÷òî V ∈ Ω1. Òîãäà v = 1
2(3ξ − 1

ξ )− 1 è b′(v) = ξ2.Òîãäà îáÿçàòåëüíî è P ∈ Ω1 (èíà÷å, q > p+τ), òî åñòü p = 1
2(3z− 1

z )−1 äëÿíåêîòîðîãî z ∈ [
√
α, 1] è b′(p) = z2. Òîãäà ñîîòíîøåíèå (4.21) ïðèíèìàåòâèä

z2 = ξ2
(
1−

1
2(3ξ − 1

ξ )− 1
2(3z − 1

z )

ξ

)
=⇒ ξ2 − ξ

(
3z− 1

z

)
+2z2 − 1 = 0.Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî èëè ξ = z, èëè ξ = 2z − 1

z . Â ïåðâîì ñëó÷àå p = v,è, ñòàëî áûòü, W > 0. À âî âòîðîì ñëó÷àå ξ 6 z, òî åñòü p > v > p1, ÷òîîçíà÷àåò q 6 v+ 6 p0, òàê ÷òî W > 0 ïî ëåììå 4.11Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî V ∈ Ω2. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî v = 1
2 (ξ+

1
ξ )− τ − 1è b′(v) = α. Èç ãåîìåòðèè ÿñíî, ÷òî ëèáî P ∈ Ω1, ëèáî P ∈ Ω2, ëèáî

P ∈ Ω3. Åñëè P ∈ Ω1, òî ïðèëîæèìà ëåììà 4.11, ñëåäîâàòåëüíî, W > 0.Åñëè P ∈ Ω2, òî b′(p) = α è ðàâåíñòâî (4.21) íàì äà¼ò p = v, à òîãäà
W > 0 ïî ëåììå 4.9. Åñëè P ∈ Ω3, òî p = 1

2(3z − 1
z )− τ − 1 äëÿ íåêîòîðîãî

z ∈ [
√
α, 1] è b′(p) = αz2. Â ýòîì ñëó÷àå ðàâåíñòâî (4.21) ïðèíèìàåò âèä

z2 = 1−
1
2(ξ +

1
ξ )− 1

2 (3z − 1
z )

ξ
=⇒ 1

ξ2
− 1

ξ

(
3z − 1

z

)
+ 2z2 − 1 = 0.
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ξ , ïîëó÷àåì ëèáî 1

ξ = z, ëèáî 1
ξ = 2z− 1

z .Ïîñêîëüêó z 6 1 è ξ 6 1, òî åäèíñòâåííîå âîçìîæíîå ðåøåíèå â îáîèõñëó÷àÿõ � ýòî ξ = 1 è z = 1. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êè R, P è Q ñîâïàäàþò,è W = 0. ��5. Êàê íàéòè áåëëìàíîâñêîãî êàíäèäàòà BÍàïîìíèì îáîçíà÷åíèÿ: Ω− =
⋃

k>1Ωk, Ω∗ =
⋃

k>0Ωk. Ïðÿìûì âû÷èñ-ëåíèåì íàõîäèì áåëëìàíîâñêîãî êàíäèäàòà B â îáëàñòè Ω0, êîòîðàÿ ÿâëÿ-åòñÿ ìàêñèìàëüíîé âûïóêëîé ÷àñòüþ îáëàñòè Ω∗, êîòîðàÿ ñîäåðæèò ãðà-íèöó x1 = 0. À èìåííî, èñïîëüçóÿ òå æå ñîîáðàæåíèÿ, ÷òî ïðèâåäåíû âðàáîòàõ [16℄ è [18℄, ìû èùåì íà îáëàñòè S �óíêöèþ A(x;L) = L+B(TLx),êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò îäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ Ìîíæà�Àìïåðà ïî ïåðå-ìåíîé x, òî åñòü Ax1x1
Ax2x2

= A2
x1x2

, è ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ ∂A
∂L |x1=L = 0.Ïåðåíåñ¼ííûå íà �óíêöèþ B, ýòè òðåáîâàíèÿ ïðèâîäÿò ê ðåøåíèþ B(x) =

x1+
√
x2 â îáëàñòè Ω0. Ïîñêîëüêó ìû õîòèì, ÷òîáû �óíêöèÿ B óäîâëåòâî-ðÿëà óñëîâèþ (2) ëåììû 2.8 (ïðè L = 0), �óíêöèÿ B â îáëàñòè Ω+ äîëæíàèìåòü âèä B(x) = x1 +

√
x2 − x21.Äëÿ ïîñòðîåíèÿ B â îáëàñòè Ω− ìû ñïåðâà ñîñ÷èòàåì å¼ íà âåðõíåé ãðà-íèöå, à çàòåì ðåøèì íåêîòîðóþ ãðàíè÷íóþ çàäà÷ó äëÿ óðàâíåíèÿ Ìîíæà�Àìïåðà. ×òîáû íàéòè �îðìóëó äëÿ �óíêöèè b(x1) := B(x1, x

2
1), ìû ìû èñ-ïîëüçóåì èäåþ èç ñòàòüè [6℄. Â ýòîé ðàáîòå Ìåëàñ íàõîäèò �óíêöèþ Áåëë-ìàíà äëÿ äèàäè÷åñêîãî ìàêñèìàëüíîãî îïåðàòîðà â ïðîñòðàíñòâå L2(Rn).Åãî �óíêöèÿ Áåëëìàíà � íàçîâ¼ì å¼ çäåñü B � òàêæå çàâèñèò îò òð¼õïåðåìåííûõ x1, x2 è L, è îïðåäåëåíà îíà òàêèì æå îáðàçîì, êàê â �îð-ìóëå (2.1). Ñïåðâà îí íàõîäèò �óíêöèþ B(x; x1), à çàòåì óæå, èñïîëüçóÿå¼, íàõîäèò îáùóþ �îðìóëó äëÿ �óíêöèè B(x;L). Ìû èñïîëüçóåì çäåñüäîâîëüíî ïîõîæèå ðàññóæäåíèÿ, õîòÿ ñèòóàöèÿ òóò çíà÷èòåëüíî ñëîæíååèç-çà òîãî, ÷òî îáëàñòü Ω− íå ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé èç-çà BMO-îãðàíè÷åíèÿ

x2 6 x21 + 1, êîòîðîå â ðàáîòå [6℄ îòñóòñòâóåò.5.1. Êàíäèäàò â îáëàñòè Ω1. Èñïîëüçóÿ âàðèàíò ïðè¼ìà Ìåëàñà, ìûèùåì �îðìóëó äëÿ �óíêöèè b(x1) = B(x1, x
2
1 + 1) â âèäå

b(x1) = sup{(1 − s2)L+ s2(y1 + 1)} = sup{s2(y1 + 1)}, (5.1)ãäå sup áåð¼òñÿ ïî âñåì çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðà s ∈ [0, 1] è ïî âñåì òî÷êàì
y = (y1, y

2
1 + 1), äëÿ êîòîðûõ íàéä¼òñÿ òàêàÿ òî÷êà z ∈ Ω èç îáëàñòè (òîåñòü z = (z1, z2) è 0 6 z2 − z21 6 1), ÷òî x = (x1, x

2
1 + 1) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîéêîìáèíàöèåé òî÷åê y è z: x = (1−s2)z+s2y. Îáëàñòü äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé
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z2 =

x21 − s2y21
1− s2

+ 1 >

(x1 − s2y1
1− s2

)2
= z21 ,÷òî ïðèâîäèò ê îãðàíè÷åíèþ |y1 − x1| 6 1−s2

s . Ñëåäîâàòåëüíî, ñóïðåìóì ââûðàæåíèè (5.1) äîñòèãàåòñÿ ïðè y1 = x1 +
1−s2

s :
b(x1) = sup

06s61

{
s− s3 + (1 + x1)s

2
}
.Ââåä¼ì ïàðàìåòð η = 1 + x1. Òàê êàê x1 6 0, òî η 6 1. Ìû èùåì ìàê-ñèìàëüíîå çíà÷åíèå êóáè÷åñêîãî ïîëèíîìà −s3 + ηs2 + s íà ïðîìåæóòêå

s ∈ [0, 1]. Åãî ïðîèçâîäíàÿ −3s2 + 2ηs+ 1 èìååò äâà êîðíÿ ðàçíûõ çíàêîâ.Ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü
s =

η +
√
η2 + 3

3
(5.2)ëåæèò â ïðîìåæóòêå [0, 1]. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóïðåìóì â îïðåäåëåíèè �óíê-öèè b äîñòèãàåòñÿ èìåííî ïðè ýòîì êîíêðåòíîì çíà÷åíèè s. Òåïåðü ìûáóêâó s áóäåò ðàññìàòðèâàòü óæå íå êàê ñâîáîäíûé ïàðàìåòð, à êàê �óíê-öèþ îò ïåðåìåííîé x1 îïðåäåë¼ííóþ âûðàæåíèåì (5.2), è òîãäà

b(x1) = s+ ηs2 − s3 =
1

2
s(s2 + 1) =: h(s). (5.3)Òåïåðü, îïðåäåëèâ �óíêöèþ b, ìû õîòèì íàéòè ìèíèìàëüíóþ ëîêàëü-íî âîãíóòóþ �óíêöèþ B â îáëàñòè Ω−, óäîâëåòâîðÿþùóþ äâóì ãðàíè÷-íûì óñëîâèÿì: B|Γ1

= b è B|Γ0
= 0. �ðà�èê ëþáîé òàêîé �óíêöèè ÿâ-ëÿåòñÿ ëèíåé÷àòîé ïîâåðõíîñòüþ. Òàêèì îáðàçîì, îáëàñòü Ω− çàìåòàåòñÿïðÿìîëèíåéíûìè îòðåçêàìè âäîëü êîòîðûõ �óíêöèÿ B ëèíåéíà, à å¼ ãðà-äèåíò ïîñòîÿíåí (ìû óæå èñïîëüçîâàëè íàçâàíèå �ýêñòðåìàëè� äëÿ òàêèõîòðåçêîâ). Ïóñòü òî÷êè (u, u2) è (v, v2 + 1) ÿâëÿþòñÿ êîíöàìè ýêñòðåìà-ëè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êàñàòåëüíûå âåêòîðû ê ãðàíè÷íûì êðèâûì ãðà�è-êà �óíêöèè B ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè ñ ëèíèåé, ñîåäèíÿþùåé òî÷êè

(u, u2, B(u, u2)) = (u, u2, 0) è (v, v2 + 1, b(v)). Ñëåäîâàòåëüíî,
det




1 2u 0
1 2v b′(v)

v − u v2 + 1− u2 b(v)


 = 0.Ýòî óñëîâèå ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ:

(v − u)2 − 2
b(v)

b′(v)
(v − u) + 1 = 0, (5.4)êîòîðîå ÿâíî çàäà¼ò ïåðâóþ êîîðäèíàòó u êîíöà ýêñòðåìàëè íà ãðàíèöå Γ0êàê �óíêöèþ ïåðâîé êîîðäèíàòû v å¼ äðóãîãî êîíöà íà ãðàíèöå Γ1. �åøèì
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dη = 2s2

3s2+1
è

dη
dx1

= 1, òî
b′(v) = h′(s)

2s2

3s2 + 1
=

1

2
(3s2 + 1) · 2s2

3s2 + 1
= s2 =⇒ b(v)

b′(v)
=
s2 + 1

2s
.Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå (5.4) èìååò êîðíè v − u = s è v − u = 1

s . Èçãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé ÿñíî, ÷òî |v − u| 6 1, ïîýòîìó ìû äîëæíûâçÿòü ïåðâûé êîðåíü, v − u = s. Èòàê,
u = v − s.Ñèìâîë s, s ∈ (0, 1], óäîáíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ïàðàìåòðèçàöèè íàøèõýêñòðåìàëåé. Òîãäà ýêñòðåìàëü ℓs � ýòî îòðåçîê, êîòîðûé ñîåäèíÿåò òî÷êè

(v, v2 + 1) è (u, u2), ãäå
v = v(s) =

1

2

(
3s− 1

s

)
− 1, u = u(s) = v(s)− s =

1

2

(
s− 1

s

)
− 1. (5.5)Òàêèì îáðàçîì, íàêëîí ýêñòðåìàëè ℓs ðàâåí v2+1−u2

v−u = −2(1 − s), è óðàâ-íåíèå ïðÿìîé ℓs èìååò âèä
x2 = −2(1− s)(x1 − u) + u2 = −2(1 − s)x1 +

1

4s2
− 1

2
+ 2s− 3

4
s2. (5.6)Íàêîíåö, äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè x ∈ Ω− ìû ïîëîæèì

B(x) =
x1 − u

v − u
h(s) =

1

2
(1 + s2)(x1 − u),ãäå �óíêöèÿ s = s(x) çàäà¼òñÿ ðàâåíñòâîì (5.6).Îòìåòèì, ÷òî âòîðîé êîðåíü óðàâíåíèÿ (5.4), êîòîðûé ðàâåí v − u = 1

s ,ñîîòâåòñòâóåò âòîðîé òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé ℓs ñ âåðõíåé ïàðàáîëîé.Îáîçíà÷àÿ ýòó òî÷êó (v+, (v+)2 + 1), ìû ïîëó÷èì
v+(s) = u(s) +

1

s
=

1

2

(
s+

1

s

)
− 1. (5.7)Ïðîâåðèâ íåîáõîäèìûå ñâîéñòâà, ìû óáåæäàåìñÿ, ÷òî ïîñòðîèëè ìèíè-ìàëüíóþ ëîêàëüíî âîãíóòóþ �óíêöèþ â îáëàñòè Ω− ñ çàäàííûìè ãðàíè÷-íûìè çíà÷åíèÿìè íà Γ0∩Ω− è íà Γ1∩Ω−. Íàïîìíèì, ÷òî íàøåé ãëàâíîé çà-äà÷åé ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå α-âîãíóòîé �óíêöèè â îáëàñòè Ω. Òàêàÿ �óíê-öèÿ äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü íåðàâåíñòâó (2.7) ïðè âñåõ β ∈ [α, 12 ]. Îäíàêî,ìû íå õîòèì, ÷òîáû �óíêöèÿ áûëà �ñëèøêîì õîðîøåé�, â òîì ñìûñëå, ÷òîîíà íå îáÿçàíà óäîâëåòâîðÿòü ýòîìó íåðàâåíñòâó ïðè ìåíüøèõ β. Äðóãèìèñëîâàìè, ðàññìàòðèâàÿ â îïðåäåëåíèè 2.6 ñåãìåíò [x−, x+], ìû õîòèì, ÷òî-áû ÷àñòü îòðåçêà [x−, x+], ðàñïîëîæåííàÿ âíå Ω, áûëà íå áîëüøå, ÷åì 1−α.



150 Â. ÂÀÑÞÍÈÍ, À. ÎÑÅÍÊÎÂÑÊÈ, Ë. ÑËÀÂÈÍÏðèìåíÿÿ ýòî òðåáîâàíèå ê òî÷êàì x− = (u, u2) è x+ = (v+, (v+)2 +1), ïî-ëó÷àåì îãðàíè÷åíèå
v − u

v+ − u
> α ⇐⇒ s2 > α.Òàêèì îáðàçîì, â íàøåì ïîñòðîåíèè ìû îãðàíè÷èì ïàðàìåòð s ïðîìåæóò-êîì [

√
α, 1]. Òîãäà íàèìåíüøèì çíà÷åíèåì êîîðäèíàòû v áóäåò v = p1 =

3
2

√
α− 1

2
√
α
− 1 (ñì. (2.10)), ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìû îïðåäåëèëè êàíäèäàòà Bâ îáëàñòè Ω1.Òåïåðü ìû õîòèì íàéòè îãèáàþùóþ ñåìåéñòâà {ℓs}. Ïóñòü

x(s) = (x1(s), x2(s))� ýòî òî÷êà êàñàíèÿ ïðÿìîé ℓs è èñêîìîé îãèáàþùåé. Òîãäà íàêëîí ïðÿ-ìîé ℓs ðàâåí ïðîèçâîäíîé
dx2
dx1

=
x′2(s)
x′1(s)

= −2(1− s). (5.8)Ñëåäîâàòåëüíî, ãðà�èê �óíêöèè x(s) ÿâëÿåòñÿ âîãíóòîé êðèâîé, ó êîòî-ðîé íà÷àëüíûé íàêëîí ðàâåí íóëþ â òî÷êå (0, 1), à ïðåäåëüíûé íàêëîíðàâåí −2. Äè��åðåíöèðóÿ óðàâíåíèå (5.6) ñ xi = xi(s), ìû ïîëó÷èì
x′2(s) = −2(1− s)x′1(s) + 2x1(s)−

1

2s3
+ 2− 3

2
s.Ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèå (5.8), ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ �óíêöèè x1, êîòî-ðîå çàòåì ïîäñòàâèì â óðàâíåíèå (5.6) è ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ �óíê-öèè x2:

x1(s)=
1

4s3
− 1+

3

4
s =

(1−s)2(1+2s+3s2)

4s3
, x2(s)=−2−3s−6s3+6s4−3s5

4s3
.Ýêñòðåìàëüíûå òðàåêòîðèè â îáëàñòè Ω1 âìåñòå ñ èõ îãèáàþùåé ïîêàçàíûíà ðèñóíêå 4.5.2. Êàíäèäàò â îñòàâøåéñÿ ÷àñòè îáëàñòè Ω−. Ïîñëå òîãî, êàê ïî-ñòðîåíà �îëèàöèÿ äëÿ êàíäèäàòà B â îáëàñòè Ω1, íàì íàäî ïîíÿòü, êàêóñòðîåíà �îëèàöèÿ ëåâåå ýêñòðåìàëè ℓ√α. Îïÿòü æå ñïåðâà ìû íàéä¼ì�óíêöèþ B íà âåðõíåé ïàðàáîëå. Îñíîâíàÿ èäåÿ, ëåæàùàÿ â îñíîâå íàøå-ãî îïðåäåëåíèÿ, ïîçàèìñòâîâàíà èç íàøèõ ïðåäûäóùèõ ðàáîò ïðî äèàäè-÷åñêîå BMO, â îñîáåííîñòè èç ñòàòüè [17℄: ìû ïîñòóëèðóåì, ÷òî îñíîâíîåíåðàâåíñòâî α-âûïóêëîñòè, òî åñòü íåðàâåíñòâî (2.7) (ñ F = B) îáðàùàåò-ñÿ â ðàâåíñòâî, êîãäà β = α, òî÷êà x− ëåæèò íà ãðàíèöå Γ0, à äâå äðóãèåòî÷êè, x+ è (1− α)x− + αx+ ëåæàò íà ãðàíèöå Γ1. Ýòîò âûáîð èíòóèòèâ-íî ÿñåí èç ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé, ïîñêîëüêó òàêàÿ êîí�èãóðàöèÿìàêñèìèçèðóåò äîëþ îòðåçêà [x−, x+], êîòîðàÿ ëåæèò ñíàðóæè îò îáëàñòè.
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b(v) = (1− α)B((v −

√
α), (v −

√
α)2) + αb(v + τ) = αb(v + τ). (5.9)Òåïåðü ìû èùåì ìèíèìàëüíóþ ëîêàëüíî âîãíóòóþ �óíêöèþ â îáëàñòè

Ω− \Ω1 ñ çàäàííûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè íà âåðõíåé è íèæíåé ãðàíè-öàõ. Äëÿ ýòîãî ñïåðâà îïðåäåëèì �îëèàöèþ îáëàñòè ýêñòðåìàëÿìè.Ñïåðâà ìû ðàññìîòðèì ïðîìåæóòîê v ∈
[
− τ, p1

], êîãäà v + τ > 0 è
b(v + τ) = v + τ + 1. Äëÿ òàêèõ çíà÷åíèé v ìû ïîëîæèì

b(v) = α(v + τ + 1). (5.10)Òåïåðü áóäåò óäîáíî ïàðàìåòðèçîâàòü íàøè òðàåêòîðèè ℓs ïàðàìåòðîì sòàêèì îáðàçîì, ÷òîáû v − u = α
s . Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèÿ â óðàâíå-íèå (5.4) è ó÷èòûâàÿ, ÷òî b(v)

b′(v) = v + τ + 1, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå
s2 − 2vαs − 2(1 +

√
α− α)

√
αs+ α2 = 0.Îòêóäà

v =
1

2

( s
α
+
α

s

)
− τ − 1, u = v − α

s
=

1

2

( s
α
− α

s

)
− τ − 1. (5.11)Êîãäà s óáûâàåò îò √

α äî α, êîîðäèíàòà v óáûâàåò îò p1 äî −τ . Ïåðåïè-ñûâàÿ âûðàæåíèå (5.10) äëÿ b â òåðìèíàõ s, ïîëó÷èì:
b(v(s)) =

α2

2s

(
1 +

s2

α2

)
=: h(s). (5.12)Óðàâíåíèå ýêñòðåìàëè ℓs ïðèíèìàåò âèä

x2 = 2
( s
α
− τ − 1

)
x1 −

3s2

4α2
+ 2(τ + 1)

s

α
+

1

2
− (τ + 1)2 +

α2

4s2
. (5.13)Êàê è ðàíüøå, �óíêöèÿ B ëèíåéíà âäîëü ýêñòðåìàëè è ìîæåò áûòü âû-÷èñëåíà èñõîäÿ èç èçâåñòíûõ çíà÷åíèé íà êîíöàõ ýêñòðåìàëè ℓs:

B(x) =
x1 − u

v − u
h(s) =

α

2

(
1 +

s2

α2

)
(x1 − u),ãäå �óíêöèÿ s = s(x) îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì (5.13), à �óíêöèÿ u = u(s)� óðàâíåíèÿìè (5.11).Íàéä¼ì òåïåðü îãèáàþùóþ ñåìåéñòâà {ℓs}. Êàê è ðàíüøå, áóäåì ñ÷è-òàòü, ÷òî x(s) = (x1(s), x2(s)) � òî÷êà êàñàíèÿ ýêñòðåìàëè ℓs ñ îãèáàþùåéêðèâîé. Ïðîâîäÿ òàêèå æå âû÷èñëåíèÿ, êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, ìûïîëó÷èì

x1(s)=
3s

4α
+
α

4s
−τ−1, x2(s)=(τ+1)2− 3s4+ α4

2s3α
(τ+1)+

3s4+ 2s2α2+ 3α4

4s2α2
.
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�èñ. 4. Ýêñòðåìàëüíûå òðàåêòîðèè â îáëàñòÿõ Ω1 è Ω2 è èõ îãèáàþùèå.Ìû ïîñòðîèëè áåëëìàíîâñêîãî êàíäèäàòà B â îáëàñòÿõ Ω1 è Ω2. Âîñòàëüíîé ÷àñòè îáëàñòè Ω− �îðìóëà (5.9) óæå íå îñòàâëÿåò âûáîðà �î-ëèàöèè, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (2.19), è, ñëåäîâàòåëüíî,�óíêöèÿ B çàäà¼òñÿ ñîîòíîøåíèåì (2.18).Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Ba�nuelos R., Os�ekowski A., Sharp weak type inequalities for frational integral operators,Potential Anal. 47 (2017), no. 1, 103�121.[2℄ Bennett C., Another haraterization of BLO, Pro. Amer. Math. So. 85 (1982), no. 4,552�556.[3℄ Bennett C., DeVore R. A., Ronald A., Sharpley R., Weak-L∞ and BMO, Ann. of Math.(2) 113 (1981), no. 3, 601�611.[4℄ Coifman R., Rohberg R., Another haraterization of BMO, Pro. Amer. Math. So.79 (1980), no. 2, 249�254.[5℄ Ivanishvili P., Osipov N., Stolyarov D., Vasyunin V., Zatitskiy P., Bellman funtion forextremal problems in BMO, Trans. Amer. Math. So. 368 (2016), no. 5, 3415�3468.[6℄ Melas A., The Bellman funtions of dyadi-like maximal operators and related inequali-ties, Adv. Math. 192 (2005), no. 2, 310�340.[7℄ Melas A., Sharp general loal estimates for dyadi-like maximal operators and relatedBellman funtions, Adv. Math. 220 (2009), no. 2, 367�426.[8℄ Melas A., Nikolidakis E., Dyadi-like maximal operators on integrable funtions andBellman funtions related to Kolmogorov's inequality, Trans. Amer. Math. So. 362(2010), no. 3, 1571�1597.[9℄ Melas A., Nikolidakis E., Stavropoulos T., Sharp loal lower L
p-bounds for dyadi-likemaximal operators, Pro. Amer. Math. So. 141 (2013), no. 9, 3171�3181.
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